
 
 

2020年臺灣國際科學展覽會 

優勝作品專輯 

 

作品編號 010009 

參展科別 數學 

作品名稱 二元 3平衡 n字串之排列數探討 

得獎獎項 大會獎：三等獎 

 

 

 

就讀學校 臺中市立臺中第一高級中學 

指導教師 董展宏 

作者姓名 曹瑋、李謙 

 

關鍵詞 字串、階差數列、排列組合 



 

 i 

作者簡介 

 

我是曹瑋，就讀臺中一中三年 22班，我喜歡思考、喜歡運動，也喜歡和朋友

聊天。在科展的日子裡，最享受的是不設限的思考過程以及和夥伴老師討論想法的

時光，雖然遇到很多的瓶頸，但也瞭解到研究的困難，更感受到想出解決辦法或發

現美麗性質瞬間的欣喜與感動。研究，散發著一種探索未知的魅力，吸引我不斷地

沉浸在其中。這兩年的科展是我高中難忘且珍貴的回憶！ 

  



 

 ii 

 

我是李謙，就讀於台中一中三年 22班，目前參與高中科學班計畫，自進入高

中便進行數學專題的相關研究，也因此發現了平衡字串的諸多性質，成為這次科展

的主題。在研究的過程中我們遇到了許多瓶頸，即便到了最終仍有一些難以破解的

結果，然而我們也因此發展出了自創的理論模型，以及許多獨創的公式，我認為是

極具有意義的。 



 

摘要 

 本研究旨在探討由 0 與 1 組成長度為 n 的二元字串中滿足000-子字串數和111-子字串數

相同（稱為平衡）之排列方法數。我們分成 3 個部分來探討：一、首先我們利用程式計算二

元 3 平衡 n 字串和二元 3 非平衡 n 字串的個數，並觀察在不同 n 值下，平衡與非平衡字串個

數之規律性；二、接著我們發現非平衡字串個數在000-子字串和111-子字串之差值為一固定

形式時，不同長度之字串符合個數會形成一階差數列，我們對此猜測提出證明並嘗試利用此

性質推導出二元 3 平衡 𝑛 字串個數之一般式；三、最後探討二元 3 平衡 𝑛 字串個數之成長速

度，推論當 𝑛 值極大時，二元 3 平衡 𝑛 + 1 字串的個數大約為二元 3 平衡 𝑛 字串的個數的 2

倍。同時，我們也將 3 平衡推廣至 r 平衡，提出一些相關的結果。 

 

Abstract 

 This research is aimed at exploring the number of binary n-strings which satisfy that in the 

strings, the number of 000-substrings is equal to the number of 111-substrings(which we call binary 

3-balanced n-string).In this study, we investigate it from the following three parts: First, we 

calculate the number of 3-balanced n-strings and 3-nonbalanced n-strings by using the program, and 

observe the regularity of these numbers when we change the number n. Second, through the results, 

we find that the number of satisfying strings with different length would compose an arithmetic 

progression of high order when the deviation of the number of 000-substrings and 111-substrings is 

in a fixed form. In this phase, we prove the property above and, by using this property, we try to 

derive the general expression of the number of 3-balanced n-strings. Third, we look into the 

growing speed of the number of 3-balanced n-strings. We thus make an inference that the number of 

3-balanced (n+1)-strings would be approximately two times as many as that of 3-balanced n-strings 

when n approach infinity. Besides, we generalize some property from 3-balanced n-string to r-

balanced n-string, and present some related results. 
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一、 前言 

(一) 研究動機 

 在 100 學年度全國高中數學能力競賽的題目中，有一道題目內容如下：「由 0, 1 排成長 

度 𝑛 的字串，稱為二元 𝑛 字串。若一個二元 𝑛 字串中出現字串 00 和字串 11 的個數一樣多，

則稱為長度 𝑛 的二元平衡字串。若以 𝑎𝑛 表示長度 𝑛 的二元平衡字串之個數，已知 𝑎1 = 𝑎2 =

𝑎3 = 2, 𝑎4 = 4, 𝑎5 = 6，試求 𝑎𝑛 的一般公式。」但題目給出的解法卻是特例解，只有在 00-

子字串, 11-子字串平衡的狀況下才適用，因此我們便想要改變作法，試圖用一個一般化的解

法來處理這個問題。此外，我們也想將此問題拓展，討論在 000-子字串,111-子字串平衡時，

 𝑛 位數列排列之符合個數是否也有一般解，也就是二元 3 平衡 𝑛 字串個數是否有一般式。因

此，我們便展開了一段有趣的數學研究之旅。 

 

(二) 研究目的 

1. 原題目之非特例解。 

2. 二元 3 平衡 𝑛 字串之關係式探討。 

3. 二元 𝑟 平衡 𝑛 字串在滿足字串中無連續 r 個 0 或連續 r 個 1 時之個數遞迴式探討。 

4. 二元 3 非平衡 𝑛 字串之關係式探討。 

5. 觀察二元 3 非平衡 𝑛 字串在改變 000-子字串及 111-子字串之差值或字串之長度時，

符合個數彼此間有何性質存在？ 

6. 階差數列中各階階差首項值之求解過程與性質。 

7. 將第五點推廣至二元 𝑟 非平衡 𝑛 字串。 

8. 二元平衡 𝑛 字串、二元 3 平衡 𝑛 字串之 lim
𝑛→∞

𝑆(𝑛,𝑖,0)

𝑆(𝑛−1,𝑖,0)
(i = 2,3) 探討，其中𝑆(𝑛,𝑖,0)代表

長度為𝑛的字串中滿足𝑖-0-子字串(連續𝑖個 0 所形成的子字串)與𝑖-1-子字串(連續𝑖個 1

所形成的子字串)數目相同的個數。 
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二、 研究方法或過程 

(一) 研究架構 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(二) 先備知識 

1. 組合數與費氏數列{𝐹𝑛}之恆等式 

恆等式 1 

 

   【證明】 

   以下利用數學歸納法來證明此恆等式。 

1. 當 𝑛 = 1 時，∁0
1= 1 = 𝐹2 

2. 當 𝑛 = 2 時，∁0
2 + ∁1

1= 2 = 𝐹3 

3. 設 𝑘 是正整數，且𝑘 ≥ 2。證明：若 𝑛 = 𝑘、𝑛 = 𝑘 − 1 時原式成立，則

 𝑛 = 𝑘 + 1 時原式亦成立。 

假設 𝑛 = 𝑘，𝑛 = 𝑘 − 1 時原式成立，考慮 𝑛 = 𝑘 + 1 時情形： 

 

 

 

 

lim
𝑛→∞

𝑆(𝑛,3,0)

𝑆(𝑛−1,3,0)
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(1) 𝑘 + 1 為偶數時 

∁0
k+1 + ∁1

k +⋯+ ∁
[
𝑘−1
2
]

[
𝑘+4
2
]
+ ∁

[
𝑘+1
2
]

[
𝑘+2
2
]
= ∁0

k+1 + ∁1
k +⋯+ ∁𝑘−1

2

𝑘+3
2 + ∁𝑘+1

2

𝑘+1
2  

= ∁0
k + (∁0

k−1 + ∁1
k−1) + ⋯+ (∁𝑘−3

2

𝑘+1
2 + ∁𝑘−1

2

𝑘+1
2 ) + ∁𝑘−1

2

𝑘−1
2  

= (∁0
k + ∁1

k−1 +⋯+ ∁𝑘−1
2

𝑘+1
2 ) + (∁0

k−1 + ∁1
k−2 +⋯+ ∁𝑘−3

2

𝑘+1
2 + ∁𝑘−1

2

𝑘−1
2 ) 

=∑∁𝑖
k−i

𝑘−1
2

𝑖=0

+∑∁𝑖
k−1−i

𝑘−1
2

𝑖=0

=∑∁𝑖
k−i

[
𝑘
2
]

𝑖=0

+ ∑ ∁𝑖
k−1−i

[
𝑘−1
2
]

𝑖=0

= 𝐹𝑘+1 + 𝐹𝑘 = 𝐹𝑘+2. 

(2) 𝑘 + 1 為奇數時 

∁0
k+1 + ∁1

k +⋯+ ∁
[
𝑘−1
2
]

[
𝑘+4
2
]
+ ∁

[
𝑘+1
2
]

[
𝑘+2
2
]
= ∁0

k+1 + ∁1
k +⋯+ ∁𝑘−2

2

𝑘+4
2 + ∁𝑘

2

𝑘+2
2  

= ∁0
k + (∁0

k−1 + ∁1
k−1) + ⋯+ (∁𝑘−4

2

𝑘+2
2 + ∁𝑘−2

2

𝑘+2
2 ) + (∁𝑘−2

2

𝑘
2 + ∁𝑘

2

𝑘
2) 

= (∁0
k + ∁1

k−1 +⋯+ ∁𝑘−2
2

𝑘+2
2 + ∁𝑘

2

𝑘
2) + (∁0

k−1 + ∁1
k−2 +⋯+ ∁𝑘−4

2

𝑘+2
2 + ∁𝑘−2

2

𝑘
2 ) 

=∑∁𝑖
k−i

𝑘
2

𝑖=0

+∑∁𝑖
k−1−i

𝑘−2
2

𝑖=0

=∑∁𝑖
k−i

[
𝑘
2
]

𝑖=0

+ ∑ ∁𝑖
k−1−i

[
𝑘−1
2
]

𝑖=0

= 𝐹𝑘+1 + 𝐹𝑘 = 𝐹𝑘+2. 

綜合步驟1、2、3，由數學歸納法得證原式成立。 

2. 階差數列的定義 

「階差數列」又名高階等差數列，其定義如下：「設 {𝑎𝑛} 是一個給定的數列，定義 

∆𝑎𝑛 = 𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛, 𝑛 = 1,2,3…，稱{∆𝑎𝑛}為 {𝑎𝑛} 的一階等差數列，定義∆2𝑎𝑛 =

∆(∆𝑎𝑛), n = 1,2,3…，稱它為 {𝑎𝑛} 的二階等差數列，一般定義∆𝑘𝑎𝑛 = ∆(∆
𝑘−1𝑎𝑛),

𝑛 = 1,2,3…， 𝑘 為自然數，稱它為 {𝑎𝑛} 的 𝑘 階等差數列。設 {𝑎𝑛} 是一個給定的數

列，若其 𝑝 階等差數列 {∆𝑝𝑎𝑛} 是一非零的常數數列，而 𝑝 + 1 階等差數列

 {∆𝑝+1𝑎𝑛} 是零數列，就稱 {𝑎𝑛} 是一個 𝑝 階等差數列。」[參考資料-二] 

3. 𝑝 階等差數列之組合公式表達 

 𝑝 階等差數列的通項可表示為 

          𝑎𝑛 = 𝑎1 + ∆𝑎1𝐶1
𝑛−1 + ∆2𝑎1𝐶2

𝑛−1 +⋯+ ∆𝑝𝑎1𝐶𝑝
𝑛−1      [參考資料-二] 

4. 差分關係式 

組合數之差分關係式 

         ∆𝐶𝑝
𝑛 = 𝐶𝑝

𝑛+1 − 𝐶𝑝
𝑛 = 𝐶𝑝−1

𝑛             [參考資料-三] 
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(三) 名詞定義 

1. 區塊(𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘)：一個二元 𝑛 字串由一或多個區塊組成，每個區塊內所有的字元均相同，

且與每個區塊相鄰的左右兩個字元均與該區塊內所有的字元相異。在此令由 𝑘 個字

元組成的區塊記做 𝑘 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘，由 𝛼 個 0 組成的區塊記做𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 (1 個 0 組成的

區塊記做 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘，2 個 0 組成的區塊記做 00 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘)，同理，由 𝛽 個 1 組成的區

塊記做 𝛽 − 1 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 (1 個 1 組成的區塊記做 1 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘，2 個 1 組成的區塊記做 11 −

𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 )。 

2. 𝑙𝑘(0)表示在二元 𝑛 字串中k-0-子字串的數目， 𝑙𝑘(1) 表示在二元 𝑛 字串中k-1-子字串

的數目。(例如：10011010001, 𝑙2(0) = 3,  𝑙3(0) = 1,  𝑙2(1) = 1)。 

3. 二元 𝑟 平衡 𝑛 字串表示二元 𝑛 字串中滿足 𝑙𝑟(0) = 𝑙𝑟(1) 的字串(以下二元 𝑛 字串中滿

足 𝑙2(0) = 𝑙2(1) 簡稱為二元平衡 𝑛 字串) 

4. 𝑆(𝑛,𝑟,𝑚)表二元 𝑛 字串滿足 |𝑙𝑟(0) − 𝑙𝑟(1)| = 𝑚 之個數 

 

三、 研究結果 

(一) 原題目之非特例解 

定理一 

二元平衡 𝑛 字串個數之一般式為 {
𝑆(1,2,0) = 𝑆(2,2,0) = 2

  𝑆(𝑛,2,0) = 2𝐶
[
𝑛

2
]−1

𝑛−2 , 𝑛 ≥ 3  

【證明】 

將二元 𝑛 字串分成 𝑎 個區塊，限制 0 只能放入奇數區塊(從最左邊算起)，1 只能放入

偶數區塊內。依對稱性可知，其符合條件之方法數會與 1 放入奇數區塊，0 放入偶數區

塊之方法數相同，因此只需考慮一種情況即可。起初，先在每個奇數區塊內各填入 1 個

0 並在每個偶數區塊內各填入 1 個 1 保持奇偶交錯。以下將 𝑛 分為奇、偶討論： 

1.  𝑛 為偶數 

𝑛 = 2時，𝑆(2,2,0) = 2。當 𝑛 ≥ 4， 𝑎 = 1時，𝑙2(0) = 𝑛 − 1 > 0,  𝑙2(1) = 0，矛盾。

因此當 𝑛 ≥ 4 時，有 2 ≤ 𝑎 ≤ 𝑛。 

(1)  𝑎 為偶數時，令 𝑎 = 2𝑎′(𝑎′ = 1,2, … ,
𝑛

2
 )，由於各區塊內皆已有 1 個字元，因此

之後再放入的字元皆會使 𝑙2(0) 或 𝑙2(1) 增加 1，故此字串滿足 

 𝑙2(0) + 𝑙2(1) = 𝑛 − 𝑎 ，且為了符合二元平衡 𝑛 字串之條件，故有 

 𝑙2(0) = 𝑙2(1) =
𝑛−𝑎

2
 。因此，應在 𝑎′ 個奇數區塊中填入 

𝑛−𝑎

2
 個 0，其方法數為

 𝐻𝑛−𝑎

2

𝑎

2 = 𝐶𝑛−𝑎
2

𝑛

2
−1
= 𝐶𝑎

2
−1

𝑛

2
−1
= 𝐶

𝑎′−1

𝑛

2
−1
 ，相同的，在 𝑎′ 個偶數區塊中亦須填入 

𝑛−𝑎

2
 個 1，

其方法數為 𝐶
𝑎′−1

𝑛

2
−1
 。可得總方法數為 𝐶

𝑎′−1

𝑛

2
−1

× 𝐶
𝑎′−1

𝑛

2
−1

= (𝐶
𝑎′−1

𝑛

2
−1
)2 。 
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(2)  𝑎 為奇數時， 𝑙2(0) + 𝑙2(1) = 𝑛 − 𝑎 ，且需符合 𝑙2(0) = 𝑙2(1) =
𝑛−𝑎

2
 ，但 𝑛 為偶

數， 𝑎 為奇數，故 
𝑛−𝑎

2
 不為整數，在此情況下找不到符合的二元平衡 𝑛 字串。 

根據上述，當 𝑛 為偶數時，二元平衡 𝑛 字串之個數為 

𝑆(𝑛,2,0) = 2 ∑(𝐶
𝑎′−1

𝑛
2
−1
)2

𝑛
2

𝑎′=1

= 2 ∑ 𝐶
𝑎′−1

𝑛
2
−1
× 𝐶𝑛

2
−𝑎′

𝑛
2
−1

𝑛
2

𝑎′=1

 

以生成多項式的角度來看，可將其視為求 

 2 × (𝑥 + 1)𝑛−2 = 2 × (𝑥 + 1)
𝑛

2
−1 × (𝑥 + 1)

𝑛

2
−1 之 𝑥

𝑛

2
−1 項係數，故 

𝑆(𝑛,2,0) = 2 ∑ 𝐶
𝑎′−1

𝑛
2
−1
× 𝐶𝑛

2
−𝑎′

𝑛
2
−1

𝑛
2

𝑎′=1

= 2𝐶𝑛
2
−1

𝑛−2 = 2𝐶
[
𝑛
2
]−1

𝑛−2  

2.  𝑛 為奇數 

𝑛 = 1 時，𝑆(1,2,0) = 2，當𝑛 ≥ 3, 𝑎 = 1時，𝑙2(0) ≠ 𝑙2(1)，矛盾，因此 2 ≤ 𝑎 ≤ 𝑛。 

(1)  𝑎 為偶數時，𝑙2(0) + 𝑙2(1) = 𝑛 − 𝑎，須符合 𝑙2(0) = 𝑙2(1) =
𝑛−𝑎

2
 ，但 𝑛 為奇數，

 𝑎 為偶數，故 
𝑛−𝑎

2
 不為整數，在此情況下找不到符合的二元平衡 𝑛 字串。 

(2)  𝑎 為奇數時，令 𝑎 = 2𝑎′ + 1, 𝑎′ = 1,2, … ,
𝑛−1

2
 ，𝑙2(0) + 𝑙2(1) = 𝑛 − 𝑎，則 

𝑙2(0) = 𝑙2(1) =
𝑛−𝑎

2
。因此，應在 

𝑎+1

2
 個奇數區塊中填入 

𝑛−𝑎

2
 個 0，其方法數為

 𝐻𝑛−𝑎

2

𝑎+1

2 = 𝐶𝑛−𝑎
2

𝑛+1

2
−1
= 𝐶𝑎−1

2

𝑛−1

2 = 𝐶
𝑎′

𝑛−1

2 ，並在 
𝑎−1

2
 個偶數區塊中填入 

𝑛−𝑎

2
 個 1，其方法數

為 𝐻𝑛−𝑎

2

𝑎−1

2 = 𝐶𝑛−𝑎
2

𝑛−1

2
−1
= 𝐶𝑎−3

2

𝑛−3

2 = 𝐶
𝑎′−1

𝑛−3

2 ，所以總方法數為 𝐶
𝑎′

𝑛−1

2 × 𝐶
𝑎′−1

𝑛−3

2 。 

根據上述，當 𝑛 為偶數時，二元平衡 𝑛 字串之個數為 

𝑆(𝑛,2,0) = 2 ∑ 𝐶
𝑎′

𝑛−1
2 × 𝐶

𝑎′−1

𝑛−3
2

𝑛−1
2

𝑎′=1

= 2 ∑ 𝐶𝑛−1
2
−𝑎′

𝑛−1
2 × 𝐶

𝑎′−1

𝑛−3
2

𝑛−1
2

𝑎′=1

 

以生成多項式的角度來看，可將其視為求 

2 × (𝑥 + 1)𝑛−2 = 2 × (𝑥 + 1)
𝑛−1

2 × (𝑥 + 1)
𝑛−3

2 之𝑥
𝑛−3

2 項係數，故 

𝑆(𝑛,2,0) = 2 ∑ 𝐶𝑛−1
2
−𝑎′

𝑛−1
2 × 𝐶

𝑎′−1

𝑛−3
2

𝑛−1
2

𝑎′=1

= 2𝐶𝑛−3
2

𝑛−2 = 2𝐶
[
𝑛
2
]−1

𝑛−2 . 
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(二) 二元 3 平衡 n 字串之關係式 

關係式 1 

定義𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2)為在[
𝑎+1

2
]個區塊中取𝑏1個區塊、在[

𝑎

2
]個區塊中取𝑏2個區塊之總方法數； 

    𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2,𝑐)為在𝑏1個區塊中填入𝑐個0、𝑏2個區塊中填入𝑐個1之總方法數； 

集合𝐴𝑛 = {𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2) ×𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2,𝑐)|

𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐𝜖ℕ,

 𝑎 ≥ 2; 𝑏1 ≤ [
𝑎+1

2
] ; 𝑏2 ≤ [

𝑎

2
] ; 𝑐 ≥ 1,

𝑎 + 𝑏1 + 𝑏2 + 2𝑐 = 𝑛

}， 

     𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2) ×𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2,𝑐) = ∁𝑏1
[
𝑎+1

2
]
× ∁𝑏2

[
𝑎

2
]
× 𝐻𝑐

𝑏1 × 𝐻𝑐
𝑏2 

定義 𝑛(𝑇) 代表集合 𝑇 內所有元素的個數； 

   則有以下公式： 

        𝑆(𝑛,3,0) = 2(𝐹𝑛+1 + ∑ 𝑥𝑖
𝑛(𝐴𝑛)
𝑖=1 ), 

        其中 𝑥𝑖 ∈ 𝐴𝑛. 

【說明】 

在推導二元 3 平衡 n 字串之關係式時，我們將利用二元平衡 n 字串之解法加以延伸。並 

將 𝑙3(0) = 𝑙3(1) = 0 與 𝑙3(0) = 𝑙3(1) > 0 之個數分開討論。 

1. 𝑙3(0) = 𝑙3(1) = 0 

假設字串有 𝑥 個單字元區塊( 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 或 1 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘  )， 𝑦 個雙字元區塊( 00 −

𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘或 11 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 )，而字串必須符合  𝑙3(0) = 𝑙3(1) = 0，因此，不會出現長度為 3

以上的區塊，故有 𝑥 + 2𝑦 = 𝑛, 𝑥, 𝑦 ∈ ℕ0。我們先討論單字元區塊與雙字元區塊的所

有排列情形。 

(1) 當 𝑛 為奇數時，其解為(n, 0), (𝑛 − 2,1)… (3,
𝑛−3

2
) , (1,

𝑛−1

2
) ，則排列數總和為 

∁0
n + ∁1

n−1 +⋯+ ∁𝑛−3
2

𝑛+3
2 + ∁𝑛−1

2

𝑛+1
2 =∑∁𝑖

n−i

𝑛−1
2

𝑖=0

 

(2) 當 𝑛 為偶數時，其解為(n, 0), (𝑛 − 2,1)… (2,
𝑛−2

2
) , (0,

𝑛

2
)，則排列數總和為 

 ∁0
n + ∁1

n−1 +⋯+ ∁𝑛−2
2

𝑛+2
2 + ∁𝑛

2

𝑛
2=∑∁𝑖

n−i

𝑛
2

𝑖=0

 

當字串內區塊的排列已決定後，只剩下考慮「第奇數個區塊皆填入 0 且第偶數個區

塊皆填入 1」和「第奇數個區塊皆填入 1 且第偶數個區塊皆填入 0」兩種可能。綜合上

述二式，得二元 3 平衡 𝑛 字串之個數為 

2(∁0
n + ∁1

n−1 +⋯+ ∁
[
𝑛−2
2
]

[
𝑛+3
2
]
+ ∁

[
𝑛
2
]

[
𝑛+1
2
]
) = 2∑∁𝑖

n−i

[
𝑛
2
]

𝑖=0

, 
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由文獻探討及前置研究(二)得 

2∑∁𝑖
n−i

[
𝑛
2
]

𝑖=0

= 2𝐹𝑛+1. 

2. 𝑙3(0) = 𝑙3(1) > 0 

在這個情況中，𝑙3(0), 𝑙3(1) ≥ 1，故 𝑛 ≥ 6。以下分三個步驟來解決此問題。 

(1) 將二元 𝑛 字串分成 𝑎 個區塊，並限制 0 只能放入第奇數個區塊內，而 1 只能放

入第偶數個區塊內。起初，先在奇數區塊內各放入 1 個 0，並在偶數區塊內各放

入 1 個 1。此外，因為 𝑙3(0), 𝑙3(1) > 0，故 𝑎 ≥ 2。(說明：步驟 1 結束後，此

二元 3 平衡 𝑛 字串處於未完成的狀態，每一個區塊皆僅放入 1 個字元。) 

(2) 接著，在奇數區塊中取 𝑏1 個再各填入 1 個 0 使其成為 𝟎𝟎 − 𝒃𝒍𝒐𝒄𝒌，而奇數區塊

有 [
𝑎+1

2
] 個，且須符合 𝑙3(0) > 0，故 1 ≤ 𝑏1 ≤ [

𝑎+1

2
]。在偶數區塊中取 𝑏2 個再各

填入 1 個 1 使其成為 𝟏𝟏 − 𝒃𝒍𝒐𝒄𝒌，而偶數區塊有 [
𝑎

2
] 個，且需符合 𝑙3(1) > 0 ，

故 1 ≤ 𝑏2 ≤ [
𝑎

2
] 。其解的個數為 𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2) ，則 

𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2) = ∁𝑏1
[
𝑎+1
2
]
× ∁𝑏2

[
𝑎
2
]
. 

(說明：步驟 2 結束後，此二元 3 平衡 𝑛 字串仍處於未完成的狀態，然而有些區

塊已放入 2 個字元，這些區塊成為了 𝒌 − 𝒃𝒍𝒐𝒄𝒌 (𝒇𝒐𝒓 𝒌 ≥ 𝟑) 的候補。) 

(3) 將剩下的字元填入雙字元區塊中，當每填一個字元進入 𝟐 − 𝒃𝒍𝒐𝒄𝒌時，𝑙3(0)或

 𝑙3(1) 便會增加 1，而為符合𝑙3(0) = 𝑙3(1)，剩餘n − a − 𝑏1 − 𝑏2個字元必為偶數，

0,1各 
n−a−𝑏1−𝑏2

2
 個。令 𝑐 =

𝑛−𝑎−𝑏1−𝑏2

2
 ，為滿足 𝑙3(0) = 𝑙3(1) > 0 ，故 𝑐 ≥ 1 。其

方法數為 𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2,𝑐)，則 

𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2,𝑐) = 𝐻𝑐
𝑏1 × 𝐻𝑐

𝑏2 = ∁𝑐
𝑐+𝑏1−1 × ∁𝑐

𝑐+𝑏2−1. 

其關係式可被歸納為為 

(𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐) {

𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐𝜖ℕ

𝑎 ≥ 2; 𝑏1 ≤ [
𝑎 + 1

2
] ;  𝑏2 ≤ [

𝑎

2
] ;  𝑐 ≥ 1 

𝑎 + 𝑏1 + 𝑏2 + 2𝑐 = 𝑛

 

𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2) ×𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2,𝑐) = ∁𝑏1
[
𝑎+1
2
]
× ∁𝑏2

[
𝑎
2
]
× 𝐻𝑐

𝑏1 × 𝐻𝑐
𝑏2 

將字串對稱後即可得 1 開頭之所有組合。定義一集合 

𝐴𝑛 = {𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2) ×𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2,𝑐)|

𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐𝜖ℕ,

 𝑎 ≥ 2; 𝑏1 ≤ [
𝑎+1

2
] ; 𝑏2 ≤ [

𝑎

2
] ; 𝑐 ≥ 1,

𝑎 + 𝑏1 + 𝑏2 + 2𝑐 = 𝑛

}，則在 

 𝑙3(0) = 𝑙3(1) > 0 之狀況中，二元 3 平衡 𝑛 字串之個數為 2 ∑ 𝑥𝑖
𝑛(𝐴𝑛)
𝑖=1 。 

8



 

綜上， 

𝑆(𝑛,3,0) = 2(𝐹𝑛+1 + ∑ 𝑥𝑖

𝑛(𝐴𝑛)

𝑖=1

). 

我們將上式利用 Python 程式運算 𝑆(𝑛,3,0) 之值，計算 𝑛 = 1 至  𝑛 = 100 ，皆與 OEIS

資料吻合(參考資料四)，其中前幾項為2, 4, 6, 10, 16, 28, 46, 82, 142, 256, 460，由於其規

律隱晦不明，於是我們轉而探討二元 3 非平衡 𝑛 字串之關係式，並觀察其性質。 

 

(三) 二元 𝑟 平衡 𝑛 字串 𝑙𝑟(0) = 𝑙𝑟(1) = 0 之遞迴式探討 

定理二 

二元 𝑟 平衡 𝑛 字串 𝑙𝑟(0) = 𝑙𝑟(1) = 0 個數之遞迴式 𝑟𝑛 為： 

       𝑟𝑛 = ∑ 𝑟(𝑛−𝑖)
𝑟−1
𝑖=1  ,當 𝑛 ≥ 𝑟  

【說明】 

  將滿足 𝑙𝑟(0) = 𝑙𝑟(1) = 0 的二元 𝑟 平衡 𝑛 字串分成 𝑟 − 1 種情況討論： 

1. 若此二元 𝑟 平衡 𝑛 字串的開頭為一長度 1 的 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘，則在此情況下剩餘字元 𝑛 − 1 

個字元的排列方法數須滿足 𝑙𝑟(0) = 𝑙𝑟(1) = 0 ，故方法數為 𝑟(𝑛−1)。 

2. 若此二元 𝑟 平衡 𝑛 字串的開頭為一長度 2 的 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘，則在此情況下剩餘字元 𝑛 − 2 

個字元的排列方法數須滿足 𝑙𝑟(0) = 𝑙𝑟(1) = 0 ，故方法數為 𝑟(𝑛−2)。 

 以此類推， 若此二元 𝑟 平衡 𝑛 字串的開頭為一長度 𝑟 − 1 的 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘，則在此情況下

剩餘字元 𝑛 − 𝑟 + 1 個字元的排列方法數須滿足 𝑙𝑟(0) = 𝑙𝑟(1) = 0 ， 

故方法數為 𝑟(𝑛−𝑟+1)。故二元 𝑟 平衡 𝑛 字串 𝑙𝑟(0) = 𝑙𝑟(1) = 0 之遞迴式 𝑟𝑛 為 

𝑟𝑛 =∑𝑟(𝑛−𝑖)

𝑟−1

𝑖=1

 ,當 𝑛 ≥ 𝑟 
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(四) 二元 3 非平衡 𝑛 字串之關係式探討 

關係式 2 

定義集合 𝐵𝑛 = {∁𝑏2
[
𝑎

2
]
×𝐻𝑐

𝑏2| 

𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐𝜖ℕ0,

𝑎 ≥ 2; 𝑏1 = 0; 1 ≤ 𝑏2 ≤ [
𝑎

2
] ; 𝑐 = 𝑚,

𝑎 + 𝑏2 = 𝑛 −𝑚

}； 

集合 𝐶𝑛 = {∁𝑏1
[
𝑎+1

2
]
× 𝐻𝑐

𝑏1| 

𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐𝜖ℕ0,

𝑎 ≥ 1; 1 ≤ 𝑏1 ≤ [
𝑎+1

2
] ;  𝑏2 = 0; 𝑐 = 𝑚,

𝑎 + 𝑏1 = 𝑛 −𝑚

}； 

集合 𝐷𝑛 = {𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2) ×𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2,𝑐,𝑚)|

𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐𝜖ℕ,

 𝑎 ≥ 2;  1 ≤ 𝑏1 ≤ [
𝑎+1

2
] ; 1 ≤ 𝑏2 ≤ [

𝑎

2
] ; 𝑐 ≥ 𝑚,

𝑎 + 𝑏1 + 𝑏2 + 2𝑐 = 𝑛 +𝑚

}； 

其中，定義𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2)為在[
𝑎+1

2
]個區塊中取𝑏1個區塊、 

[
𝑎

2
]個區塊中取𝑏2個區塊之方法數； 

𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2,𝑐)為在𝑏1個區塊中填入𝑐個0、𝑏2個區塊中填入𝑐 − 𝑚個1 

或在𝑏1個區塊中填入𝑐 − 𝑚個0、𝑏2個區塊中填入𝑐個1之總方法數。 

因此 𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2) = ∁𝑏1
[
𝑎+1

2
]
× ∁𝑏2

[
𝑎

2
]
, 𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2,𝑐,𝑚) = 𝐻𝑐

𝑏1 × 𝐻𝑐−𝑚
𝑏2 + 𝐻𝑐−𝑚

𝑏1 × 𝐻𝑐
𝑏2 , 

 則有以下公式： 

    𝑆(𝑛,3,𝑚) = 2(∑ 𝑥𝑖
𝑛(𝐵𝑛)
𝑖=1 + ∑ 𝑦𝑖

n(𝐶𝑛)
𝑖=1 + ∑ 𝑧𝑖

n(𝐷𝑛)
𝑖=1 ) ,m ≥ 1,  

其中𝑥𝑖 ∈ 𝐵𝑛,  𝑦𝑖 ∈ 𝐶𝑛, 𝑧𝑖 ∈ 𝐷𝑛. 

【說明】 

 我們將二元 3 平衡 n 字串的討論方法延伸以解決此問題，以下變數的涵義亦與上面

證明之定義相同。 

 先考慮 0 為開頭時的個數。假設 |𝑙3(0) − 𝑙3(1)| = 𝑚 ，當 𝑚 = 0 時，字串為一個二

元 3 平衡 𝑛 字串，並非我們要討論的範圍，故 𝑚 ≥ 1 ，且𝑛 ≥ 3。而 max(𝑚) 發生在

字串 𝑛 個字元全部為 0 時，𝑙3(0) = 𝑛 − 2，故可知 𝑚 ≤ 𝑛 − 2 ，因此 1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛 −

2，𝑚 ∈ ℕ 。假設 𝑛 − 2 ≥ 𝑐 ≥ 1，則當 𝑙3(0) = 𝑐 時，𝑙3(1) = 𝑐 − 𝑚；當 𝑙3(0) = 𝑐 − 𝑚 

時，𝑙3(1) = 𝑐。在討論二元 3 平衡 𝑛 字串時，需符合之條件為 𝑙3(0) = 𝑙3(1) = 𝑐 ，而此

狀況為( 𝑙3(0), 𝑙3(1) ) = (𝑐, 𝑐 − 𝑚)或(𝑐 − 𝑚, 𝑐)，故滿足之前狀況的方程式𝑎 + 𝑏1 + 𝑏2 +

2𝑐 = 𝑛須改為 𝑎 + 𝑏1 + 𝑏2 + 𝑐 + (𝑐 − 𝑚) = 𝑛，以下我們將 𝑏1、𝑏2 分成 4 個狀況討論。 

1. 𝑏1 = 𝑏2 = 0 

因為𝑏1 = 𝑏2 = 0，代表字串 𝑙2(0) = 𝑙2(1) = 0 ，由此可知 𝑙3(0) = 𝑙3(1) = 0 , 𝑐 = 0，

所以𝑚 = 0 < 1，矛盾。 

2. 𝑏1 = 0,  𝑏2 > 0 

(1) 因為 𝑏2 > 0，代表此字串必包含 1，故 𝑎 ≥ 2，且根據二元 3 平衡 𝑛 字串之討論，
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 1 ≤ 𝑏2 ≤ [
𝑎

2
]。 

(2) 因為 𝑏1 = 0，則由(一)知 𝑙3(0) = 0，但 𝑐 ≥ 1，故在此狀況下 𝑙3(0) ≠ 𝑐，因此

𝑙3(0),  𝑙3(1)只有 1 種可能，即為 𝑙3(0) = 𝑐 − 𝑚 = 0，𝑙3(1) = 𝑐，並可得 𝑐 = 𝑚。 

(3) (𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐)須滿足方程式 𝑎 + 𝑏1 + 𝑏2 + 𝑐 + (𝑐 − 𝑚) = 𝑎 + 𝑏2 +𝑚 = 𝑛，移項後

得𝑎 + 𝑏2 = 𝑛 −𝑚。 

根據上述，𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2) = ∁𝑏1
[
𝑎+1

2
]
× ∁𝑏2

[
𝑎

2
]
= ∁𝑏2

[
𝑎

2
]
；𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2,𝑐,𝑚) = 𝐻𝑐

𝑏2，故其關係式可歸納

為 

(𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐) {

𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐𝜖ℕ0,

𝑎 ≥ 2; 𝑏1 = 0; 1 ≤ 𝑏2 ≤ [
𝑎

2
] ; 𝑐 = 𝑚,

𝑎 + 𝑏2 = 𝑛 −𝑚

 

 𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2) ×𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2,𝑐,𝑚) = ∁𝑏2
[
𝑎
2
]
× 𝐻𝑐

𝑏2 . 

將字串對稱後即可得 1 開頭之所有組合。定義一集合 

𝐵𝑛 = {∁𝑏2
[
𝑎

2
]
×𝐻𝑐

𝑏2|  

𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐𝜖ℕ0,

𝑎 ≥ 2; 𝑏1 = 0; 1 ≤ 𝑏2 ≤ [
𝑎

2
] ; 𝑐 = 𝑚,

𝑎 + 𝑏2 = 𝑛 −𝑚

} ， 則 在  𝑏1 = 0,  𝑏2 > 0 、

|𝑙3(0) − 𝑙3(1)| = 𝑚 之狀況中，二元 3 平衡 𝑛 字串之個數為2∑ 𝑥𝑖
𝑛(𝐵𝑛)
𝑖=1 ，其中 𝑥𝑖 ∈ 𝐵𝑛。 

3. 𝑏1 > 0,  𝑏2 = 0 

(1) 因為 𝑏2 = 0，代表此字串有可能不包含 1，故 𝑎 ≥ 1。根據二元 3 平衡 𝑛 字串之

討論，可知 1 ≤ 𝑏1 ≤ [
𝑎+1

2
]。 

(2) 因為  𝑏2 = 0，由(一)知 𝑙3(1) = 0，但  𝑐 ≥ 1，故在此狀況下  𝑙3(1) ≠ 𝑐，因此

𝑙3(0),  𝑙3(1)只有 1 種可能，即為 𝑙3(0) = 𝑐, 𝑙3(1) = 𝑐 − 𝑚 = 0，並可得 𝑐 = 𝑚。 

(3) (𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐)須滿足方程式 𝑎 + 𝑏1 + 𝑏2 + 𝑐 + (𝑐 − 𝑚) = 𝑎 + 𝑏1 +𝑚 = 𝑛，移項後

得𝑎 + 𝑏1 = 𝑛 −𝑚。 

根據上述，𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2) = ∁𝑏1
[
𝑎+1

2
]
× ∁𝑏2

[
𝑎

2
]
= ∁𝑏1

[
𝑎+1

2
]
；𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2,𝑐,𝑚) = 𝐻𝑐

𝑏1，故其關係式可歸

納為 

(𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐) {

𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐 𝜖ℕ0,

𝑎 ≥ 1; 1 ≤ 𝑏1 ≤ [
𝑎 + 1

2
] ; 𝑏2 = 0;  𝑐 = 𝑚 

𝑎 + 𝑏1 = 𝑛 −𝑚

, 

 𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2) ×𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2,𝑐,𝑚) = ∁𝑏1
[
𝑎+1
2
]
× 𝐻𝑐

𝑏1 . 
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將字串對稱後即可得 1 開頭之所有組合。定義一集合 

𝐶𝑛 = {∁𝑏1
[
𝑎+1

2
]
× 𝐻𝑐

𝑏1|  

𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐𝜖ℕ0,

𝑎 ≥ 1; 1 ≤ 𝑏1 ≤ [
𝑎+1

2
] ;  𝑏2 = 0; 𝑐 = 𝑚,

𝑎 + 𝑏1 = 𝑛 −𝑚

}，則在 

 𝑏1 > 0,  𝑏2 = 0、|𝑙3(0) − 𝑙3(1)| = 𝑚之狀況中，二元 3 平衡 𝑛 字串之個數為

2∑ 𝑦𝑖
𝑛(𝐶𝑛)
𝑖=1 ，其中 𝑦𝑖 ∈ 𝐶𝑛。 

4. 𝑏1,  𝑏2 > 0 

(1) 因為𝑏1,  𝑏2 > 0，因此 𝑎 ≥ 2。根據二元 3 平衡 𝑛 字串之討論，可知 

1 ≤ 𝑏1 ≤ [
𝑎+1

2
] ; 1 ≤ 𝑏2 ≤ [

𝑎

2
]。 

(2) 𝑏1, 𝑏2 > 0，代表0, 1皆有 𝟐 − 𝒃𝒍𝒐𝒄𝒌，故其皆可再填入最後剩餘字元，因此當

𝑙3(0) = c 時，𝑙3(1) = 𝑐 − 𝑚；𝑙3(0) = 𝑐 − 𝑚 時，𝑙3(1) = 𝑐。 

(3) (𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐)須滿足方程式𝑎 + 𝑏1 + 𝑏2 + 𝑐 + (𝑐 − 𝑚) = 𝑛，移項後得 

 𝑎 + 𝑏1 + 𝑏2 + 2𝑐 = 𝑛 +𝑚 

根據上述，𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2) = ∁𝑏1
[
𝑎+1

2
]
× ∁𝑏2

[
𝑎

2
]
；而放入最後剩餘 2c − m 個字元時會有兩種狀

況，分別是 0 放 𝑐 個，1 放 𝑐 − 𝑚 個，其方法數為 𝐻𝑐
𝑏1 ×𝐻𝑐−𝑚

𝑏2  ，及 0 放 𝑐 − 𝑚 個，

1 放 𝑐 個，其方法數為 𝐻𝑐−𝑚
𝑏1 × 𝐻𝑐

𝑏2 ，故 𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2,𝑐,𝑚) = 𝐻𝑐
𝑏1 × 𝐻𝑐−𝑚

𝑏2 + 𝐻𝑐−𝑚
𝑏1 × 𝐻𝑐

𝑏2，

故其關係式可歸納為 

(𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐) {

𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐𝜖ℕ,

 𝑎 ≥ 2;  1 ≤ 𝑏1 ≤ [
𝑎 + 1

2
] ; 1 ≤ 𝑏2 ≤ [

𝑎

2
] ; 𝑐 ≥ 𝑚 

𝑎 + 𝑏1 + 𝑏2 + 2𝑐 = 𝑛 +𝑚

, 

𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2) ×𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2,𝑐,𝑚) = ∁𝑏1
[
𝑎+1
2
]
× ∁𝑏2

[
𝑎
2
]
× (𝐻𝑐

𝑏1 × 𝐻𝑐−𝑚
𝑏2 + 𝐻𝑐−𝑚

𝑏1 ×𝐻𝑐
𝑏2) 

將字串對稱後即可得 1 開頭之所有組合。定義一集合 

 𝐷𝑛 = {𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2) ×𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2,𝑐,𝑚)|

𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐𝜖ℕ,

 𝑎 ≥ 2;  1 ≤ 𝑏1 ≤ [
𝑎+1

2
] ; 1 ≤ 𝑏2 ≤ [

𝑎

2
] ; 𝑐 ≥ 𝑚,

𝑎 + 𝑏1 + 𝑏2 + 2𝑐 = 𝑛 +𝑚

}，則

在𝑏1, 𝑏2 > 0、|𝑙3(0) − 𝑙3(1)| = 𝑚 之狀況中，二元 3 平衡 𝑛 字串之個數為 2 ∑ 𝑧𝑖
n(𝐷𝑛)
𝑖=1 ，

其中 𝑧𝑖 ∈ 𝐷𝑛。 

 綜上所述， 

𝑆(𝑛,3,𝑚) = 2(∑ 𝑥𝑖

𝑛(𝐵𝑛)

𝑖=1

+ ∑ 𝑦𝑖

n(𝐶𝑛)

𝑖=1

+ ∑ 𝑧𝑖

n(𝐷𝑛)

𝑖=1

) ,m ≥ 1, 

其中 𝑥𝑖 ∈ 𝐵𝑛,  𝑦𝑖 ∈ 𝐶𝑛, 𝑧𝑖 ∈ 𝐷𝑛. 
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(五) 觀察二元 3 非平衡 𝑛 字串改變 𝑚, 𝑛 值時彼此間關係 

1. 利用 Python 跑出 𝑆(𝑛,3,𝑚) 之值，並製成以下表格 

  n  

m 
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

n-2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 

n-3  4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 

n-4   10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 

n-5    20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 

n-6     44 50 56 62 68 74 80 86 92 98 

n-7      84 100 116 132 148 164 180 196 212 

n-8       172 214 258 304 352 402 454 508 

n-9        332 430 536 650 772 902 1040 

n-10         654 876 1122 1392 1686 2004 

n-11          1264 1752 2312 2946 3656 

n-12           2466 3516 4754 6190 

n-13            4760 6972 9652 

n-14             9258 13880 

n-15              17908 

(表一) 

  在表格中我們發現了一些性質並加以探討。以下研究令 𝑚 = 𝑛 − 2 所形成的數列為

 {𝑎𝑛(1)} ， 𝑚 = 𝑛 − (𝑢 + 1) 所形成之數列為 {𝑎𝑛(𝑢)}。 

 

2. {𝑎𝑛(𝑖)} 之階差探討 

性質一 

{𝑎𝑛(3𝑘+1)}, {𝑎𝑛(3𝑘+2)}, {𝑎𝑛(3𝑘+3)}為一 𝑘 階等差數列，k ≥ 0 

【證明】 

由文獻探討及前置研究(四)可知，若一數列{𝑏𝑛}為 𝑝 階等差數列，則有

deg 𝑏𝑛 = 𝑝。因此我們將問題改為：證明 {𝑎𝑛(3𝑘+1)}, {𝑎𝑛(3𝑘+2)}, {𝑎𝑛(3𝑘+3)}一般式之

 deg 𝑎𝑛(3𝑘+1) =  deg 𝑎𝑛(3𝑘+2) =  deg 𝑎𝑛(3𝑘+3) = 𝑘。 

(說明：{𝑎𝑛(3𝑘+1)}為𝑚 =  𝑛 − 2 − 3𝑘, 𝑘 = 0,1, … , [
𝑛−3

3
] , 𝑛 ≥ 3所形成的數列，也就是

此部分字串皆滿足|𝑙3(0) − 𝑙3(1)| = 𝑚 = 𝑛 − 2 − 3𝑘； 
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而{𝑎𝑛(3𝑘+2)}為𝑚 =  𝑛 − 3 − 3𝑘, 𝑘 = 0,1, … , [
𝑛−4

3
] , 𝑛 ≥ 4所形成的數列； 

{𝑎𝑛(3𝑘+3)}則為𝑛 − 4 − 3𝑘, 𝑘 = 0,1, … , [
𝑛−5

3
] , 𝑛 ≥ 5所形成的數列。) 

不失一般性，當 𝑚 = 𝑛 − 𝑖 − 3𝑘，𝑖 = 2, 3, 4 時，假設 𝑙3(0) > 𝑙3(1)、 

𝑙3(1) = 𝑤，則  𝑙3(0) = 𝑚 + 𝑙3(1) = 𝑛 − 𝑖 − 3𝑘 + 𝑤。接著，假設字串中 α ≥ 3 之 𝛼 −

0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 個數為 𝑡，注意到每個區塊中的前 2 個 0 不能構成一000-子字串，從第三

個0起每增加一個0才會多組成一組000子字串，則在 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘  裡0的總數為

𝑙3(0) + 2𝑡 = 𝑛 − 𝑖 − 3𝑘 + 𝑤 + 2𝑡；同樣地，假設 β ≥ 3 之 𝛽 − 1 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 個數為 𝑡′，

則在 𝛽 − 1 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 裡1的總數為 𝑙3(1) + 2 𝑡
′ = 𝑤 + 2 𝑡′，因此，剩餘字元個數為 

 𝑛 − (𝑛 − 𝑖 − 3𝑘 + 𝑤 + 2𝑡) − (𝑤 + 2 𝑡′) = 𝑖 + 3𝑘 − 2𝑤 − 2(𝑡 + 𝑡′)。我們先在  𝑡 個

 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘中各填入 3 個 0，此時 𝑙3(0) = 𝑡，之後在這 𝑡 個區塊中再任意放入 

 𝑛 − 𝑖 − 3𝑘 + 𝑤 − 𝑡 個 0 以滿足 𝑙3(0) = 𝑛 − 𝑖 − 3𝑘 + 𝑤，其方法數為 

 𝐻𝑛−𝑖−3𝑘+𝑤−𝑡
𝑡 = 𝐶𝑡−1

𝑛−𝑖−3𝑘+𝑤−1 ，也就是此時 𝑛 之最高冪次為 𝑡 − 1；而構成 

 𝛽 − 1 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 之字元 1 與剩餘字元可填入 𝑡 − 1個 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 之間隔與字串頭

尾內，共有  𝑡 + 1 個位置可選擇，然而其並不會影響  𝑛 之冪次。因此，得出

 deg 𝑎𝑛(3𝑘+𝑖) = max(𝑡 − 1) , 𝑖 = 1, 2, 3，故我們將問題再改為： 

證明 deg 𝑎𝑛(3𝑘+𝑖) = max(𝑡 − 1) = 𝑘，也就是證明當 

 𝑚 =

{
 
 

 
 𝑛 − 2 − 3𝑘, 𝑘 = 0,1, … , [

𝑛−3

3
] , 𝑛 ≥ 3

𝑛 − 3 − 3𝑘, 𝑘 = 0,1, … , [
𝑛−4

3
] , 𝑛 ≥ 4

𝑛 − 4 − 3𝑘, , 𝑘 = 0,1, … , [
𝑛−5

3
] , 𝑛 ≥ 5

,  𝑙3(0) > 𝑙3(1)時， 

α ≥ 3 之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 個數  𝑡  最多為  𝑘 + 1  個。 

 字串中α ≥ 3之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 個數為 𝑡 ，且 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 內 0 之總數為 

 𝑛 − 2 − 3𝑘 + 𝑤 + 2𝑡 個。再者，這 𝑡 個區塊彼此間必須包含至少 1 個 1 作為間隔，

總共為 𝑡 − 1個，且 𝑙3(1) = 𝑤，故至少需再放 𝑤 + 1個 1 進入 1 個 1 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘內。如

下圖所示：(紅色框代表𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘，黃色框代表𝛽 − 1 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘) 

 

綜合上述，可得出以下關係式 

𝑛 − 𝑖 − 3𝑘 + 𝑤 + 2𝑡 + (𝑡 − 1) + (𝑤 + 1) ≤ 𝑛 

移項後得 

(2𝑤 + 1) + 3𝑡 ≤ 3𝑘 + 1 + 𝑖, 𝑖 = 2,3,4 

當 𝑤 = 0 時 𝑤 + 1 個 1 亦不需放入 1 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 內，此時不等式為 

3𝑡 ≤ 3𝑘 + 1 + 𝑖 ⟶ 𝑡 ≤ 𝑘 + [
1 + 𝑖

3
] , 𝑖 = 2,3,4 ⟶ 𝑡 ≤ 𝑘 + 1 

可得 max(𝑡 − 1) = 𝑘，故得證。 
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3.  𝑘 階等差數列之 ∆𝑘𝑎𝑛 一般式 

性質二 

∆𝑘𝑎𝑛(3𝑘+1) = 2, k ≥ 0. 

【證明】 

由文獻探討及前置研究(三)、(四)可知， 𝑝 階等差數列 {𝑎𝑛} 一般式之 deg 𝑎𝑛 = 𝑝，

且 {∆𝑝+1𝑎𝑛} 為一零數列，因此求 ∆𝑘𝑎𝑛(3𝑘+1) 不須考慮其一般式之 𝑛𝑖  項，其中 

  𝑖 = 0,1, … , 𝑘 − 1。由性質一： {𝑎𝑛(3𝑘+1)}為一 𝑘 階等差數列，意即其一般式之 

 deg 𝑎𝑛 = 𝑘 ，因此我們只需討論 𝑛𝑘項即可，而又由性質一之討論可知：此字串為一

 𝑚 =  𝑛 − 2 − 3𝑘形式之字串，且產生 𝑛𝑘 之字串發生在 𝑤 =  0, 𝑡 = 𝑘 + 1 ，也就是

 字串滿足 𝑙3(0) = 𝑛 − 2 − 3𝑘, 𝑙3(1) = 0 且 α ≥ 3 之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘個數= 𝑘 + 1時。 

以下我們將上述情況之排列方法分為兩個部分來討論，分別是 

 字串滿足 𝑙3(0) = 𝑛 − 2 − 3𝑘, 𝑙3(1) = 0 且 α ≥ 3 之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘個數= 𝑘 + 1時。 

1. α ≥ 3之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 內排列方法的個數 

此時區塊內0的總數為𝑛 − 2 − 3𝑘 + 2𝑡 = 𝑛 − 2 − 3𝑘 + 2(𝑘 + 1) = 𝑛 − 𝑘個，

且因為每個區塊內0之個數必≥ 3，因此我們先在區塊內各填入3個0，則剩餘  

𝑛 − 4𝑘 − 3 個0則可任意填入這 𝑘 + 1 個區塊中，其方法數為 

𝐻𝑛−4𝑘−3
𝑘+1 = 𝐶𝑘

𝑛−3𝑘−3. 

2. 剩餘字元排列方法的個數 

由 1.知所有 α ≥ 3 之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 個數內 0 的總數為 𝑛 − 𝑘 個，故剩餘字元

為 𝑘 個，而 𝑘 + 1 個區塊兩兩間必須用至少 1 個 1 區隔，總共為 𝑘 個，故剩餘字

元之排列方法只有 1 個，所成字串為： 

 

由上述 2 點可得，在 𝑙3(0) = 𝑛 − 2 − 3𝑘, 𝑙3(1) = 0 且 

 α ≥ 3 之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 個數= 𝑘 + 1之條件下，二元 3 非平衡 𝑛 字串排列個數為 

𝐶𝑘
𝑛−3𝑘−3 × 1 = 𝐶𝑘

𝑛−3𝑘−3. 

依據對稱性，𝑙3(1) = 𝑛 − 2 − 3𝑘, 𝑙3(0) = 0且α ≥ 3之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 個數= 𝑘 + 1之個

數亦為 𝐶𝑘
𝑛−3𝑘−3，故其總數為 2𝐶𝑘

𝑛−3𝑘−3。 

由文獻探討及前置研究(五)—差分關係式可知，∆𝐶𝑝
𝑛 = 𝐶𝑝

𝑛+1 − 𝐶𝑝
𝑛 = 𝐶𝑝−1

𝑛 ，由此可延伸

推出：∆𝑝𝐶𝑝
𝑛 = ∆𝑝−1𝐶𝑝−1

𝑛 = ∆𝑝−2𝐶𝑝−2
𝑛 = ⋯ = ∆𝐶1

𝑛 = 𝐶0
𝑛 = 1，故 

∆𝑘𝑎𝑛(3𝑘+1) ≡ ∆𝑘2𝐶𝑘
𝑛−3𝑘−3 = 2∆𝑘𝐶𝑘

𝑛−3𝑘−3 = 2. 

性質三 

∆𝑘𝑎𝑛(3𝑘+2) = 2𝑘 + 4, k ≥ 0.  

【證明】 

由性質一知deg 𝑎𝑛(3𝑘+2) = 𝑘，又由性質二可知：求 ∆𝑘𝑎𝑛(3𝑘+2) 不須考慮其一般

式之 𝑛𝑖  項，其中 𝑖 = 0,1, … , 𝑘 − 1 ，因此在此狀況中也只需考慮 𝑛𝑘 項即可。依性質
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一，其發生於 𝑤 =  0, 𝑡 = 𝑘 + 1 ，也就是字串滿足 𝑙3(0) = 𝑛 − 3 − 3𝑘, 𝑙3(1) = 0且 

α ≥ 3之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 個數= 𝑘 + 1時。 

     以下將上述情況之排列方法分為兩個部分來討論，分別是α ≥ 3之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘

內排列方法的個數和剩餘字元排列方法的個數。 

1. α ≥ 3之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 內排列方法個數 

  此時區塊內0之總數為 𝑛 − 2 − 3𝑘 + 2𝑡 = 𝑛 − 3 − 3𝑘 + 2(𝑘 + 1) = 𝑛 − 𝑘 −

1 個，先在各個區塊內填入3個0，因此剩餘 𝑛 − 4𝑘 − 4 個0可任意填入這 𝑘 + 1 個

區塊中，其方法數為 

𝐻𝑛−4𝑘−4
𝑘+1 = 𝐶𝑘

𝑛−3𝑘−4 

2. 剩餘字元排列方法的個數 

由 1.知所有α ≥ 3之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 內 0 的總數為 𝑛 − 𝑘 − 1 個，故剩餘字元

為 𝑘 + 1 個，而其中有 𝑘 個 1 必須作為 α ≥ 3 之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 間彼此之區隔，而

最後一個字元的擺放方法如下圖所示(紅色區域內不可放置)： 

 

若最後一個字元為0，不難發現不管將它擺放於字串何處都會使 𝑙3(0) 增加 1，

而違反條件，故最後一個字元必為1，且1不能放入α ≥ 3之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 內(紅色

方框範圍)，否則會違反原先規則，並改變𝑙3(0)之值，故它只能放入區塊間的間隙

與頭尾，共 𝑘 + 2 個位置，故剩餘字元之排列方法個數為 𝑘 + 2 個。 

  由上述 2 點可得：在 𝑙3(0) = 𝑛 − 3 − 3𝑘, 𝑙3(1) = 0 且 

α ≥ 3之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 個數= 𝑘 + 1之條件下，二元 3 非平衡 𝑛 字串排列個數為 

𝐶𝑘
𝑛−3𝑘−4 × (𝑘 + 2) = (𝑘 + 2)𝐶𝑘

𝑛−3𝑘−4. 

依據對稱性，𝑙3(1) = 𝑛 − 3 − 3𝑘, 𝑙3(0) = 0且 

α ≥ 3之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 個數= 𝑘 + 1之個數亦為 (𝑘 + 2)𝐶𝑘
𝑛−3𝑘−4，故其總數為 

 (2𝑘 + 4)𝐶𝑘
𝑛−3𝑘−4。因此， 

∆𝑘𝑎𝑛(3𝑘+2) ≡ ∆𝑘(2𝑘 + 4)𝐶𝑘
𝑛−3𝑘−4 = (2𝑘 + 4)∆𝑘𝐶𝑘

𝑛−3𝑘−4 = 2𝑘 + 4. 

性質四 

∆𝑘𝑎𝑛(3𝑘+3) = 𝑘
2 + 5𝑘 + 10.  

【證明】 

由性質一知 𝑎𝑛(3𝑘+3) 為一 𝑘 階多項式，又由性質二之敘述可知，求 ∆𝑘𝑎𝑛(3𝑘+3)不

需考慮其一般式之 𝑛𝑖  項，其中 𝑖 = 0,1, … , 𝑘 − 1 ，因此我們也只需考慮 𝑛𝑘 項即可。

依性質一，其發生於 𝑤 =  0, 𝑡 = 𝑘 + 1 ，也就是字串滿足 

 𝑙3(0) = 𝑛 − 4 − 3𝑘,  𝑙3(1) = 0 且α ≥ 3之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 個數= 𝑘 + 1時。 

 以下分為兩個部分討論上述情況之排列方法。 

1. α ≥ 3之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 內排列方法個數 

此時區塊內0之總數為 𝑛 − 4 − 3𝑘 + 2𝑡 = 𝑛 − 𝑘 − 2 個，且先在各個區塊內

填入3個0，因此剩餘 𝑛 − 4𝑘 − 5 個0可任意填入這 𝑘 + 1 個區塊中，其方法數為 
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𝐻𝑛−4𝑘−5
𝑘+1 = 𝐶𝑘

𝑛−3𝑘−5. 

2. 剩餘字元排列方法的個數 

由 1.知所有 α ≥ 3 之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 內0的總數為 𝑛 − 𝑘 − 2 個，故剩餘字元

為 𝑘 + 2 個，而其中有 𝑘 個1必須作為 α ≥ 3 之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 間彼此之區隔，而

最後兩個字元的擺放方法如下圖所示： 

 
   若最後兩個字元一起填入頭尾，如虛線方框所示，一個位置只有 2 種方法，

總共有 2 個位置，故為 4 種方法；若最後兩個字元一起填入 

 α ≥ 3 之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 之間隙內，如虛線方框所示，一個位置只有 1 種方法，總

共有 𝑘 個位置，故為 𝑘 種方法；若最後兩個字元填入不同位置，則如性質三之討

論，字元皆必須為 1，故其方法數為從 𝑘 + 2 個位置中任取兩個，即 𝐶2
𝑘+2 ，故總

數為 

4 + k + 𝐶2
𝑘+2 =

1

2
𝑘2 +

5

2
𝑘 + 5 

由上述 2 點可得，在 𝑙3(0) = 𝑛 − 4 − 3𝑘, 𝑙3(1) = 0 且 α ≥ 3 之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 個

數= 𝑘 + 1 之條件下，二元 3 平衡 𝑛 字串排列個數為 

𝐶𝑘
𝑛−3𝑘−5 × (

1

2
𝑘2 +

5

2
𝑘 + 5) = (

1

2
𝑘2 +

5

2
𝑘 + 5)𝐶𝑘

𝑛−3𝑘−5 

依據對稱性，𝑙3(1) = 𝑛 − 4 − 3𝑘,  𝑙3(0) = 0 且 α ≥ 3 之  𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 個數=

𝑘 + 1之個數亦為 (
1

2
𝑘2 +

5

2
𝑘 + 5)𝐶𝑘

𝑛−3𝑘−5，故其總數為 (𝑘2 + 5𝑘 + 10)𝐶𝑘
𝑛−3𝑘−5。 

因此， 

∆𝑘𝑎𝑛(3𝑘+3) ≡ ∆
𝑘(𝑘2 + 5𝑘 + 10)𝐶𝑘

𝑛−3𝑘−5 

= (𝑘2 + 5𝑘 + 10)∆𝑘𝐶𝑘
𝑛−3𝑘−5 = (𝑘2 + 5𝑘 + 10) 

 

以下表格為 𝑘 值不同時之 ∆𝑘𝑎𝑛(3𝑘+𝑗), 𝑗 = 1,2,3 

 ∆𝑘𝑎𝑛(3𝑘+1) ∆𝑘𝑎𝑛(3𝑘+2) ∆𝑘𝑎𝑛(3𝑘+3) 

𝑘 = 0 2 4 10 

𝑘 = 1 2 6 16 

𝑘 = 2 2 8 24 

𝑘 = 3 2 20 44 

𝑘 = 4 2 12 56 

𝑘 = 5 2 14 70 

𝑘 = 6 2 16 86 

𝑘 = 7 2 18 104 

(表二) 
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性質五 

    ∆𝑘𝑎𝑛(3𝑘+𝑗) + ∆
𝑘−1𝑎𝑛(3(𝑘−1)+𝑗+1) = ∆

𝑘𝑎𝑛(3𝑘+𝑗+1), 𝑘 ≥ 1, 𝑗 = 1,2  

【證明】 

以下分為 𝑗 = 1, 𝑗 = 2來討論 

1. 𝑗 = 1 

∆𝑘𝑎𝑛(3𝑘+1) + ∆
𝑘−1𝑎𝑛(3(𝑘−1)+2) = 2 + 2(𝑘 − 1) + 4 = 2𝑘 + 4 = ∆𝑘𝑎𝑛(3𝑘+2) 

2. 𝑗 = 2 

∆𝑘𝑎𝑛(3𝑘+2) + ∆
𝑘−1𝑎𝑛(3(𝑘−1)+3) = 2𝑘 + 4 + (𝑘 − 1)2 + 5(𝑘 − 1) + 10 

     = 𝑘2 + 5𝑘 + 10 = ∆𝑘𝑎𝑛(3𝑘+3). 

綜上述兩點，原式得證。 

 

(六)  ∆𝑡𝑎1 求解過程與性質 

以下我們列出一部分在不同 𝑚 值下之 ∆𝑡𝑎1 值： 

m           𝑎1 ∆1𝑎1 ∆2𝑎1 ∆3𝑎1 ∆4𝑎1 ∆5𝑎1 ∆6𝑎1 

n − 2 2       

n − 3 4       

n − 4 10       

n − 5 20 2      

n − 6 44 6      

n − 7 84 16      

n − 8 172 42 2     

n − 9 332 98 8     

n − 10 654 222 24     

n − 11 1246 488 72 2    

n − 12 2466 1050 188 10    

n − 13 4760 2212 468 34    

n − 14 9258 4622 1126 112 2   

n − 15 17908 9528 2612 324 12   

n − 16 34792 19520 5918 874 46   

n − 17 67488 29708 13164 2270 164 2  

n − 18 131232 80402 28790 5642 518 14  

n − 19 255168 162080 62172 13618 1504 60  

n − 20 497062 325796 132828 32106 4174 230 2 

(表三) 

(將每一橫排的 ∆𝑡𝑎1 值帶入前置研究及文獻探討(四)— 

 𝑎𝑛 = 𝑎1 + ∆
1𝑎1𝐶1

𝑛−1 + ∆2𝑎1𝐶2
𝑛−1 +⋯+ ∆𝑝𝑎1𝐶𝑝

𝑛−1中即可得出 

 𝑚 = 𝑛 − 𝑖 − 3𝑘, 𝑖 = 2, 3, 4 時，其形成的 𝑘 階等差數列之組合表達式。) 
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將上表每行直排之  ∆𝑡𝑎1 向上移  3𝑡 格，發現每一橫排會形成一  𝑟 階等差數列    

(𝑟 = 0,1,2… )，其對應到之  ∆𝑡𝑎1 依  𝑚 值不同其值亦不同，紅、綠、藍排分別表示      

𝑚 = 𝑛 − 2 − 3𝑘,𝑚 = 𝑛 − 3 − 3𝑘,𝑚 = 𝑛 − 4 − 3𝑘三種 𝑚 之不同形式。令第一列數列為

𝑏(𝑢,0)，第μ列數列為𝑏(𝑢,𝜇−1)。如下表： 

  𝑎1 ∆1𝑎1 ∆2𝑎1 ∆3𝑎1 ∆4𝑎1 ∆5𝑎1 ∆6𝑎1 ∆7𝑎1 

0 階 
𝑏(𝑢,0) 

2 2 2 2 2 2 2 2 
∆𝑘𝑎1 

1 階 
𝑏(𝑢,1) 

4 6 8 10 12 14 16 18 
∆𝑘𝑎1 

2 階 
𝑏(𝑢,2) 

10 16 24 34 46 60 76 94 
∆𝑘𝑎1 

3 階 
𝑏(𝑢,3) 

20 42 72 112 164 230 312 412 
∆𝑘−1𝑎1 

4 階 
𝑏(𝑢,4) 

44 98 188 324 518 784 1138 1598 
∆𝑘−1𝑎1 

5 階 
𝑏(𝑢,5) 

84 222 468 874 1504 2436 3764 5600 
∆𝑘−1𝑎1 

6 階 
𝑏(𝑢,6) 

172 488 1126 2270 4174 7176 11714 18344 
∆𝑘−2𝑎1 

7 階 
𝑏(𝑢,7) 

332 1050 2612 5642 11048 20112 34596 56866 
∆𝑘−2𝑎1 

8 階 
𝑏(𝑢,8) 

654 2212 5918 13618 28232 54164 97824 168280 
∆𝑘−2𝑎1 

9 階 
𝑏(𝑢,9) 

1246 4622 13164 32106 70200 141438 267320 479822 
∆𝑘−3𝑎1 

(表四) 

 

性質六 

{𝑏(𝑢,𝑠)}為一s階等差數列，s ≥ 0 

【證明】 

依上表可知，證明{𝑏(𝑢,𝑠)}為一s階等差數列，等價於證明當 𝑚 = 𝑛 − 𝑖 − 3𝑘 

(𝑖 = 2, 3, 4)時，{∆𝑘−𝑗𝑎1} (𝑗 = 0, 1, 2…𝑘)為一 3𝑗 + 𝑖′(𝑖′ = 0,1,2)階等差數列，又等價於

證明deg ∆𝑘−𝑗𝑎1 = 3𝑗 + 𝑖
′(在此將∆𝑘−𝑗𝑎1視為一對於 k值之函數)。 

在性質二、三、四中我們已證明了  𝑗 = 0 時之一般式，也就是  ∆𝑘𝑎1 (因為        

 𝑚 = 𝑛 − 𝑖 − 3𝑘 (𝑖 = 2, 3, 4)所形成之數列{ 𝑎𝑛(3𝑘+𝑖′)} (𝑖
′ = 1,2,3) 其 deg  𝑎𝑛(3𝑘+𝑖′) = 𝑘 ，

故 {∆𝑘𝑎𝑛} 為一常數數列，意即∆𝑘𝑎𝑛 = ∆
𝑘𝑎1)，分別是：𝑚 = 𝑛 − 2 − 3𝑘, ∆𝑘𝑎1 = 2 (0階等

差 數 列 ) ； 𝑚 = 𝑛 − 3 − 3𝑘, ∆𝑘𝑎1 = 2𝑘 + 4 ( 1 階 等 差 數 列 ) ； 𝑚 = 𝑛 − 4 − 3𝑘,             
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∆𝑘𝑎1 = 𝑘2 + 5𝑘 + 10(2階等差數列)，其做法皆為在會出現 𝑛𝑘 之狀況中(即字串滿足

 𝑙3(0) = 𝑛 − 2 − 3𝑘, 𝑙3(1) = 0 且  α ≥ 3 之  𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 個 數 = 𝑘 + 1) ， 討 論        

α ≥ 3, 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 外之剩餘字元排列方法數，相似地，在求 deg ∆𝑘−𝑗𝑎1 時，我們考慮

數列{ 𝑎𝑛(3𝑘+𝑖′)} (𝑖
′ = 1,2,3) 一般式之 𝑛𝑘−𝑗 項係數。 

由文獻探討及前置研究(四)-- 𝑝 階等差數列之組合表達式可知，會影響 𝑛𝑘−𝑗 之係數的

有 ∆𝑘𝑎1𝐶𝑘
𝑛−1, ∆𝑘−1𝑎1𝐶𝑘−1

𝑛−1…∆𝑘−𝑗𝑎1𝐶𝑘−𝑗
𝑛−1，且由性質二、三、四可知，𝐶𝑘−𝜇

𝑛−1影響的是n的

冪次(也就是字串 α ≥ 3之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 內排列方法個數)，而 ∆𝑘−𝛾𝑎1 (𝛾 = 0, 1… 𝑗)影響

的則是係數冪次(也就是剩餘字元排列方法個數)。 

 ∆𝑘−𝛾𝑎𝑛 (𝛾 = 0, 1… 𝑗)所對應到的 𝑛 之最高冪次為𝑘 − 𝛾，代表α ≥ 3, 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 個

數= 𝑘 − 𝛾 + 1。假設 𝑙3(0) = 𝑛 − 𝑖 − 3𝑘 + 𝑤, 𝑙3(1) = 𝑤 (𝑖 = 2, 3, 4)，則 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 內

0的總數為 𝑛 − 𝑖 − 3𝑘 + 𝑤 + 2(𝑘 − 𝛾 + 1) = 𝑛 − 𝑖 − 𝑘 + 2 − 2𝛾 + 𝑤 個，因此剩餘個數為

 𝑖 + 𝑘 − 2 + 2𝛾 − 𝑤 個(此時 𝑖, 𝑘 為定值)。顯然，deg 𝒏𝒌−𝒋之係數 (其亦為一對於 k之函數

)發生在剩餘個數最多之時，即max(𝑖 + 𝑘 − 2 + 2𝛾 − 𝑤)，其為字串在𝛾 = 𝑗, 𝑤 = 0之狀況

下，因此max( 𝑖 + 𝑘 − 2 + 2𝛾 − 𝑤) = 𝑖 + 𝑘 − 2 + 2𝑗，也就是deg 𝒏𝒌−𝒋之係數 = deg∆𝑘−𝑗𝑎1。 

以下將其分為 3 個部分來討論： 

1. 當𝑚 = 𝑛 − 2 − 3𝑘， 

此時 𝑖 = 2，α ≥ 3, 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 個數= 𝑘 − 𝑗 + 1,                     

max(剩餘個數) =  𝑖 + 𝑘 − 2 + 2𝑗 = 𝑘 + 2𝑗個，而其中有 𝑘 − 𝑗 個 1 必須作為區塊彼

此間之間隔，則剩餘字元個數為 3𝑗 個，因此剩餘之 3𝑗 個字元可以放入 𝑘 − 𝑗 個間

隔與頭尾 2 個位置中，其方法數為 

𝐻3𝑗
𝑘−𝑗+2

= 𝐶3𝑗
𝑘+2𝑗+1

, 

故得其最高冪次為 3𝑗 ，即 deg 𝒏𝒌−𝒋之係數 = 3𝑗。 

2. 當𝑚 = 𝑛 − 3 − 3𝑘， 

此時 𝑖 = 3，α ≥ 3, 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 個數= 𝑘 − 𝑗 + 1,                      

max(剩餘個數) =  𝑖 + 𝑘 − 2 + 2𝑗 = 𝑘 + 2𝑗 + 1個，而其中有 𝑘 − 𝑗 個 1 必須作為區

塊彼此間之間隔，則剩餘字元個數為 3𝑗 + 1 個，因此剩餘之 3𝑗 + 1 個字元可以放

入 𝑘 − 𝑗 個間隔與頭尾 2 個位置中，其方法數為 

𝐻3𝑗+1
𝑘−𝑗+2

= 𝐶3𝑗+1
𝑘+2𝑗+1

, 

故得其最高冪次為 3𝑗 + 1 ，即 deg 𝒏𝒌−𝒋之係數 = 3𝑗 + 1。 

3. 當𝑚 = 𝑛 − 4 − 3𝑘， 

此時 𝑖 = 4，α ≥ 3, 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 個數= 𝑘 − 𝑗 + 1,                     

max(剩餘個數) =  𝑖 + 𝑘 − 2 + 2𝑗 = 𝑘 + 2𝑗 + 2個，而其中有 𝑘 − 𝑗 個 1 必須作為區

塊彼此間之間隔，則剩餘字元個數為 3𝑗 + 2 個，因此剩餘之 3𝑗 + 2 個字元可以放

入 𝑘 − 𝑗 個間隔與頭尾 2 個位置中，其方法數為 

𝐻3𝑗+2
𝑘−𝑗+2

= 𝐶3𝑗+2
𝑘+2𝑗+1

, 
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故得其最高冪次為 3𝑗 + 1，即 deg 𝒏𝒌−𝒋之係數 = 3𝑗 + 2。 

綜合上述，當𝑚 = 𝑛 − 𝑖 − 3𝑘 (𝑖 = 2, 3, 4)時， 

 deg 𝒏𝒌−𝒋之係數 = 3𝑗 + 𝑖′(𝑖′ = 0,1,2) = deg ∆𝑘−𝑗𝑎1，故性質得證。 

(七) 二元 3 平衡 n 字串個數之表達式 

以下我們列出一些 {𝑏(𝑢,𝑠)}, 𝑠 ≥ 0 之組合表達式： 

𝑏(𝑢,0) 2 

𝑏(𝑢,1) 2𝐶1
𝑢−1 + 4 

𝑏(𝑢,2) 2𝐶2
𝑢−1 + 6𝐶1

𝑢−1 + 10 

𝑏(𝑢,3) 2𝐶3
𝑢−1 + 8𝐶2

𝑢−1 + 22𝐶1
𝑢−1 + 20 

𝑏(𝑢,4) 2𝐶4
𝑢−1 + 10𝐶3

𝑢−1 + 36𝐶2
𝑢−1 + 54𝐶1

𝑢−1 + 44 

𝑏(𝑢,5) 2𝐶5
𝑢−1 + 12𝐶4

𝑢−1 + 52𝐶3
𝑢−1 + 108𝐶2

𝑢−1 + 138𝐶1
𝑢−1 + 84 

𝑏(𝑢,6) 2𝐶6
𝑢−1 + 14𝐶5

𝑢−1 + 70𝐶4
𝑢−1 + 184𝐶3

𝑢−1 + 322𝐶2
𝑢−1 + 316𝐶1

𝑢−1 + 172 

𝑏(𝑢,7) 2𝐶7
𝑢−1 + 16𝐶6

𝑢−1 + 90𝐶5
𝑢−1 + 284𝐶4

𝑢−1 + 624𝐶3
𝑢−1 + 844𝐶2

𝑢−1 + 718𝐶1
𝑢−1 + 332 

(表五) 

接著，將其帶入 𝑎𝑛(𝑢) (𝑢 = 1, 2… )之組合表達式內可得 

𝑎𝑛(3𝑘+1) = 𝑏(𝑘+1,0)𝐶𝑘
𝑛−1 + 𝑏(𝑘,3)𝐶𝑘−1

𝑛−1 +⋯+ 𝑏(1,3𝑘)𝐶0
𝑛−1 =∑𝑏(𝑘+1−𝑖,3𝑖)𝐶𝑘−𝑖

𝑛−1

𝑘

𝑖=0

; 

𝑎𝑛(3𝑘+2) = 𝑏(𝑘+1,1)𝐶𝑘
𝑛−1 + 𝑏(𝑘,4)𝐶𝑘−1

𝑛−1 +⋯+ 𝑏(1,3𝑘+1)𝐶0
𝑛−1 =∑𝑏(𝑘+1−𝑖,3𝑖+1)𝐶𝑘−𝑖

𝑛−1

𝑘

𝑖=0

; 

𝑎𝑛(3𝑘+3) = 𝑏(𝑘+1,2)𝐶𝑘
𝑛−1 + 𝑏(𝑘,5)𝐶𝑘−1

𝑛−1 +⋯+ 𝑏(1,3𝑘+2)𝐶0
𝑛−1 =∑𝑏(𝑘+1−𝑖,3𝑖+2)𝐶𝑘−𝑖

𝑛−1

𝑘

𝑖=0

. 

歸納上式，則 

𝑎𝑛(𝑢) =

{
 
 
 
 

 
 
 
 
∑𝑏(𝑘+1−𝑖,3𝑖)𝐶𝑘−𝑖

𝑛−1

𝑘

𝑖=0

,    𝑢 = 3𝑘 + 1 

∑𝑏(𝑘+1−𝑖,3𝑖+1)𝐶𝑘−𝑖
𝑛−1

𝑘

𝑖=0

,    𝑢 = 3𝑘 + 2

∑𝑏(𝑘+1−𝑖,3𝑖+2)𝐶𝑘−𝑖
𝑛−1

𝑘

𝑖=0

,    𝑢 = 3𝑘 + 3

  . 

 

有了 𝑎𝑛(𝑢) 之表達式後，就能將二元3非平衡 𝑛 字串個數之表達式表示出來。二元 3

非平衡 𝑛 字串之個數為 ∑ 𝑆(𝑛,3,𝑚)
𝑛−2
𝑚=1 ，以下將其令為 𝑆′𝑛(𝑛 ≥ 3)。二元 3 非平衡 𝑛 字串

個數之表達式為： 

 

 

21



 

𝑆′3 𝑎1(1) 

𝑆′4 𝑎2(1) + 𝑎1(2) 

𝑆′5 𝑎3(1) + 𝑎2(2) + 𝑎1(3) 

𝑆′6 𝑎4(1) + 𝑎3(2) + 𝑎2(3) + 𝑎1(4) 

𝑆′7 𝑎5(1) + 𝑎4(2) + 𝑎3(3) + 𝑎2(4) + 𝑎1(5) 

𝑆′8 𝑎6(1) + 𝑎5(2) + 𝑎4(3) + 𝑎3(4) + 𝑎2(5) + 𝑎1(6) 

(表六) 

由上表可得 

𝑆′𝑛 = 𝑎𝑛−2(1) + 𝑎𝑛−3(2) +⋯+ 𝑎1(𝑛−2) = ∑𝑎𝑛−1−𝑖(𝑖)

𝑛−2

𝑖=1

. 

因此，二元平衡 𝑛 字串個數之表達式為 

𝑆(𝑛,3,0) = {   
2,    𝑛 = 1
4,    𝑛 = 2

2𝑛 − 𝑆′𝑛,    𝑛 ≥ 3
  . 

(八) 二元 𝑟 非平衡 𝑛 字串改變 𝑚, 𝑛 值時彼此間關係 

當我們將二元3非平衡 𝑛 字串之特性推廣到二元 𝑟 非平衡 𝑛 字串時，能得出相關特

性與特徵方程式。以下之研究令 𝑚 = 𝑛 − (𝑟 − 1) 所形成的數列為 {𝑐𝑛(1)}，        

 𝑚 = 𝑛 − (𝑟 + 𝑖 − 2) 所形成之數列為 {𝑐𝑛(𝑖)}。 

性質七 

二元 𝑟 非平衡 𝑛 字串{𝑐𝑛(𝑟𝑘+1)}, {𝑐𝑛(𝑟𝑘+2)},… , {𝑐𝑛(𝑟𝑘+𝑟)}為一 𝑘 階等差數列 ，𝑘 ≥ 0 

【證明】 

由性質一之證明可知，證明 {𝑐𝑛(𝑟𝑘+1)}, {𝑐𝑛(𝑟𝑘+2)}, … , {𝑐𝑛(𝑟𝑘+𝑟)}為一 𝑘 階等差數列等

價於證明 deg 𝑐𝑛(𝑟𝑘+1) =  deg 𝑐𝑛(𝑟𝑘+2) = ⋯ =  deg 𝑐𝑛(𝑟𝑘+𝑟) = 𝑘。(此為一關於 n之函數) 

(說明： {𝑐𝑛(𝑟𝑘+1)}為一 m = 𝑛 − (𝑟 − 1) − 𝑟𝑘, 𝑘 = 1,2, … , [
𝑛−𝑟

𝑟
] , 𝑛 ≥ 𝑟 

所形成之數列，也就是此部分字串皆滿足|𝑙𝑟(0) − 𝑙𝑟(1)| = 𝑚 = 𝑛 − (𝑟 − 1) − 𝑟𝑘；而

{𝑐𝑛(𝑟𝑘+2)}為一 𝑛 − 𝑟 − 𝑟𝑘, 𝑘 = 1,2, … , [
𝑛−𝑟−1

𝑟
] , 𝑛 ≥ 𝑟 + 1所形成之數列，以此類推；

{𝑐𝑛(𝑟𝑘+𝑟)}為 m = 𝑛 − (2𝑟 − 2) − 𝑟𝑘, 𝑘 = 1,2, … , [
𝑛−2𝑟+1

𝑟
] , 𝑛 ≥ 2𝑟 − 1所形成之數列。) 

 

 不失一般性，當 𝑚 = 𝑛 − 𝑖 − 𝑟𝑘, 𝑖 = (𝑟 − 1), 𝑟, … , (2𝑟 − 2) 時，假設 

 𝑙𝑟(0) > 𝑙𝑟(1)、 𝑙𝑟(1) = 𝑤，則𝑙𝑟(0) = 𝑚 +  𝑙𝑟(1) = 𝑛 − 𝑖 − 𝑟𝑘 + 𝑤。接著，假設α ≥ r 

之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 個數為 𝑡，注意到每個區塊中的前 r − 1個0不能構成一r-0-子字串，從

第r個0起每增加一個0才會多組成一組r-0子字串，則 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 裡0的總數為 

𝑙𝑟(0) + (𝑟 − 1)𝑡 = 𝑛 − 𝑖 − 𝑟𝑘 + 𝑤 + 𝑟𝑡 − 𝑡個；同理，假設β ≥ 𝑟 之 𝛽 − 1 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 個數

為 𝑡′，則 𝛽 − 1 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 裡1的總數為 𝑙𝑟(1) + (𝑟 − 1)𝑡
′ = 𝑤 + 𝑟𝑡′ − 𝑡′個，因此，剩餘字

元個數為 𝑛 − (𝑛 − 𝑖 − 𝑟𝑘 + 𝑤 + 𝑟𝑡 − 𝑡) − (𝑤 + 𝑟𝑡′ − 𝑡′) = 𝑖 + 𝑟𝑘 − 2𝑤 − (𝑟 − 1)(𝑡 + 𝑡′) 
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個。我們先在𝑡 個 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘中各填入 𝑟 個 0，此時 𝑙𝑟(0) = 𝑡，之後在這 𝑡 個區塊中

再任意填入 𝑛 − 𝑖 − 𝑟𝑘 + 𝑤 − 𝑡 個0以滿足 

 𝑙𝑟(0) = 𝑛 − 𝑖 − 𝑟𝑘 + 𝑤，其方法數為 𝐻𝑛−𝑖−𝑟𝑘+𝑤−𝑡
𝑡 = 𝐶𝑡−1

𝑛−𝑖−𝑟𝑘+𝑤−1，其形成 𝑛 之最高冪

次為 𝑡 − 1，而構成 𝛽 − 1 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 之字元1與剩餘字元可填入 𝑡 − 1個 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 之

間隔與字串頭尾內，共有 𝑡 + 1 個位置可選擇，然而其並不會影響 𝑛 之冪次。因此能得

出 deg 𝑐𝑛(𝑟𝑘+𝑖) = max( 𝑡 − 1) , 𝑖 = 1,2… 𝑟，故我們將問題改為： 

證明deg 𝑐𝑛(𝑟𝑘+𝑖) = max( 𝑡 − 1) = 𝑘，意即證明 max 𝑡 = 𝑘 + 1。 

 字串中α ≥ 𝑟之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 個數為 𝑡 ，且 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 內 0 的總數為𝑛 − 𝑖 −

𝑟𝑘 + 𝑤 + 𝑟𝑡 − 𝑡個。再者，而在 𝑡 個區塊兩兩間至少需填入 1 個 1 作為區隔，總共為

 𝑡 − 1個，且 𝑙𝑟(1) = 𝑤，因此至少需再填入 𝑤 + 𝑟 − 2 個 1 進入其中一個區塊間隔內。

如下圖所示：(紅色框為𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘，黃色框為𝛽 − 1 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘) 

 

故能得出以下關係式 

(𝑛 − 𝑖 − 𝑟𝑘 + 𝑤 + 𝑡𝑟 − 𝑡) + (𝑡 − 1) + (𝑤 + 𝑟 − 2) ≤ 𝑛， 

移項後得 

𝑡𝑟 + (2𝑤 + 𝑟 − 2) ≤ 𝑟𝑘 + 1 + 𝑖, 𝑖 = 𝑟 − 1, 𝑟, … ,2𝑟 − 2 

當 𝑤 = 0 時，𝑤 + 𝑟 − 2個 1 亦不須放入1 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘內，此時不等式為 

𝑡𝑟 ≤ 𝑟𝑘 + 1 + 𝑖, 𝑖 = 𝑟 − 1, 𝑟, … ,2𝑟 − 2 

        ⇒ 𝑡 ≤ 𝑘 + [
𝑗

𝑟
] , 𝑗 = 𝑟, 𝑟 + 1,… ,2𝑟 − 1 

        ⇒ 𝑡 ≤ 𝑘 + 1, 

可得 max(𝑡 − 1) = 𝑘，故得證。 

性質八 

 

(𝑎 = 𝑖 − (𝑟 − 1))  

【證明】 

由性質七知，{𝑐𝑛(𝑟𝑘+1)}, {𝑐𝑛(𝑟𝑘+2)}, … , {𝑐𝑛(𝑟𝑘+𝑟)}一般式之              

 deg 𝑐𝑛(𝑟𝑘+1) =  deg 𝑐𝑛(𝑟𝑘+2) = ⋯ =  deg 𝑐𝑛(𝑟𝑘+𝑟) = 𝑘，且由性質二之敘述可知，求

 ∆𝑘𝑐𝑛(𝑟𝑘+𝑖), 𝑖 = 1,2, … , 𝑟 不需考慮其一般式之 𝑛𝑖
′
 項，其中𝑖′ = 0, 1, … , 𝑘 − 1，因此只需

考慮 𝑛𝑘 項即可。依性質七， 𝑛𝑘 項對應的排列情形為𝑤 = 0, 𝑡 = 𝑘 + 1，也就是字串滿
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足𝑙𝑟(0) = 𝑛 − 𝑖 − 𝑟𝑘 (𝑖 = 𝑟 − 1, 𝑟, … ,2𝑟 − 2),  𝑙𝑟(1) = 0，且α ≥ r之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 個數

為𝑘 + 1時。 

首先討論 𝑙𝑟(0) > 𝑙𝑟(1)之狀況。以下將此排列情形分成兩部分討論。 

1. α ≥ r之𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘內排列方法個數 

此時α ≥ r 之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 內 0 的總數為 𝑛 − 𝑖 − 𝑟𝑘 + (𝑟 − 1)(𝑘 + 1)  =

𝑛 + 𝑟 − 𝑘 − 1 − 𝑖, 𝑖 = 𝑟 − 1, 𝑟, … ,2𝑟 − 2個。我們先在 𝑘 + 1 個區塊內各放入 𝑟 個

0，而剩餘 𝑛 − 𝑟𝑘 − 𝑘 − 1 − 𝑖 個 0 則可任意填入 𝑘 + 1 個區塊內，方法數為： 

𝐻𝑛−𝑟𝑘−𝑘−1−𝑖
𝑘+1 = 𝐶𝑘

𝑛−𝑟𝑘−1−𝑖 

2. 剩餘字元排列方法的個數 

(1) 𝑖 = 𝑟 − 1 ⇒ 𝑚 =  𝑛 − (𝑟 − 1) − 𝑟𝑘 

由 1.知 α ≥ r 之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 內 0 的總數為 𝑛 + 𝑟 − 𝑘 − 1 − 𝑖 =    

𝑛 + 𝑟 − 𝑘 − 1 − (𝑟 − 1) = 𝑛 − 𝑘個，則剩餘字元數為 𝑘 個。在 𝑘 + 1 個區塊

彼此間至少須用 1 個 1 作為區隔，總共為 𝑘 個，故此排列方法為 1 個。其

形式如下： 

 

(2) 𝑖 = 𝑟 ⇒ 𝑚 =  𝑛 − 𝑟 − 𝑟𝑘 

由 1.知α ≥ r 之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 內 0 的總數為 𝑛 + 𝑟 − 𝑘 − 1 − 𝑖 =   

𝑛 + 𝑟 − 𝑘 − 1 − 𝑟 = 𝑛 − 𝑘 − 1個，則剩餘字元數為 𝑘 + 1 個。將 𝑘 個作為

區塊間之間隔後還剩餘 1 個，它可填入方式如下圖所示： 

 

若最後一個字元為 0，不管將它擺放於字串何處都會使𝑙𝑟(0)增加 1，

違反條件，故最後一個字元為 1，且 1 不能放入 α ≥ r 之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 內

(紅色方框範圍)，否則會違反規則且改變 𝑙𝑟(0) 之值，故它只能放入區塊

間的間隙與字串頭尾，共 𝑘 + 2 個位置，因此剩餘字元之排列方法個數為

 𝑘 + 2 個。 

(3) 𝑚 =  𝑛 − 𝑖 − 𝑟𝑘, 𝑖 = 𝑟 + 1, 𝑟 + 2…2𝑟 − 3 

由 1.知𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 內 0 的總數為 𝑛 + 𝑟 − 𝑘 − 1 − 𝑖,              

𝑖 = 𝑟 + 1, r + 2,… ,2r − 3個，故剩餘字元數為 𝑘 + 𝑖 − (𝑟 − 1)個，將 𝑘 個字

元作為區塊間之間隔後還剩下 𝑖 − (𝑟 − 1) 個字元。設 𝑎 = 𝑖 − (𝑟 − 1),   

𝑖 = 𝑟 + 1, 𝑟 + 2…2𝑟 − 3，則 𝑎 = 2,3, … , 𝑟 − 2，其填入字串方法如圖所示： 

 

    字串共有 𝑘 + 2 個位置可使剩餘字元填入，假設填入位置數量為 𝑗,  
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  𝑗 = 1,2, … , 𝑎，則其選擇位置方法有 𝐶𝑗
𝑘+2 種方式。再者，每個選擇的位置

皆會有一個字元與紅色方框相鄰，故其只能填入1以保持 𝑙𝑟(0) 不變，共有j

個 (即虛線方框中的1，前虛線方框為間隙之填法，而後虛線方框為字串頭

尾之填法)，共有 𝑗 個。而剩下 𝑎 − 𝑗 個字元可任意填入 𝑗 個位置內，方法數

為 𝐻𝑎−𝑗
𝑗

= 𝐶𝑗−1
𝑎−1, j = 1,2, … , a，且max(任一間隙中的字元數目) = 𝑎 + 1    

= 𝑟 − 1，無法組成任何一組 𝑟 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 或  𝑟 − 1 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘，故剩餘 𝑎 − 𝑗 

個字元可填入 0 或 1，方法數為 2𝑎−𝑗。令 𝛿 = 𝑎 − 𝑗 ，其總方法數為 

∑𝐶𝑗
𝑘+2 ×

𝑎

𝑗=1

𝐶𝑗−1
𝑎−1 × 2𝑎−𝑗 =∑𝐶𝑎−𝛿

𝑘+2 ×

𝑎−1

𝛿=0

𝐶𝛿
𝑎−1 × 2𝛿  

(4) 𝑖 = 2𝑟 − 2 ⇒ 𝑚 =  𝑛 − (2𝑟 − 2) − 𝑟𝑘 

由 1.知𝛼 ≥ 𝑟 之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 內 0 的總數為                       

𝑛 + 𝑟 − 𝑘 − 1 − 𝑖 = 𝑛 + 𝑟 − 𝑘 − 1 − (2𝑟 − 2) = 𝑛 − 𝑟 − 𝑘 + 1個，故剩餘字

元數為 𝑟 + 𝑘 − 1 個，將 𝑘 個字元作為區塊間之間隔後還剩𝑟 − 1 個字元。

其填入方法與情況三類似，差異在當 𝑗 = 1 時，若其位置為兩兩區塊間的間

隙，且全部字元均為 1，會與原本作為區隔的 1 形成一組 𝑟 − 1 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘，

𝑙𝑟(1) = 1，違反條件，故須扣除此情形，因共有 𝑘 個間隙，故不符合之情

形為 𝑘 個。不符合方法如下圖所示： 

 
在此狀況下 𝑎 = 𝑟 − 1，故總方法數為 

(∑𝐶𝑎−𝛿
𝑘+2 ×

𝑎−1

𝛿=0

𝐶𝛿
𝑎−1 × 2𝛿) − 𝑘 = (∑𝐶𝑟−1−𝛿

𝑘+2 ×

𝑟−2

𝛿=0

𝐶𝛿
𝑟−2 × 2𝛿) − 𝑘. 

依據對稱性，𝑙𝑟(1) > 𝑙𝑟(0)之個數= 𝑙𝑟(0) > 𝑙𝑟(1)之個數，故總數需× 2。由性質

二、三、四可知，∆𝑘𝐶𝑘
𝑛−𝑟𝑘−1−𝑖 = 1，故 

∆𝑘𝑐𝑛(𝑟𝑘+𝑠), 𝑠 = 1,2, … , 𝑟 = 2 × (剩餘字元排列方法的個數) 

 

 

(九) 二元平衡 𝑛 字串、二元 3 平衡 𝑛 字串之 lim
𝑛→∞

𝑆(𝑛,𝑖,0)

𝑆(𝑛−1,𝑖,0)
 (𝑖 = 2, 3)之探討 

1. 二元平衡 𝑛 字串之 lim
𝑛→∞

𝑆(𝑛,2,0)

𝑆(𝑛−1,2,0)
探討 

定理三 

二元平衡 𝑛 字串之 lim
𝑛→∞

𝑆(𝑛,2,0)

𝑆(𝑛−1,2,0)
= 2 

25



 

【證明】 

由研究結果二可得二元平衡 𝑛 字串個數之一般式為 {
𝑆(1,2,0) = 𝑆(2,2,0) = 2

  𝑛 ≥ 3, 𝑆(𝑛,2,0) = 2𝐶
[
𝑛

2
]−1

𝑛−2  ，以

下將 𝑛 分為奇偶來證明。 

1.  𝑛 為奇數 

lim
𝑛→∞

𝑆(𝑛,2,0)

𝑆(𝑛−1,2,0)
= lim

𝑛→∞

2𝐶
[
𝑛
2
]−1

𝑛−2

2𝐶
[
𝑛−1
2
]−1

𝑛−3 = lim
𝑛→∞

𝐶𝑛−3
2

𝑛−2

𝐶𝑛−3
2

𝑛−3

= lim
𝑛→∞

(𝑛 − 2)!

(
𝑛 − 3
2 ) ! (

𝑛 − 1
2 ) !

×
(
𝑛 − 3
2 ) ! (

𝑛 − 3
2 ) !

(𝑛 − 3)!
= lim

𝑛→∞

𝑛 − 2

𝑛 − 1
2

= 2. 

2.  𝑛 為偶數 

lim
𝑛→∞

𝑆(𝑛,2,0)

𝑆(𝑛−1,2,0)
= lim

𝑛→∞

2𝐶
[
𝑛
2
]−1

𝑛−2

2𝐶
[
𝑛−1
2
]−1

𝑛−3 = lim
𝑛→∞

𝐶𝑛−2
2

𝑛−2

𝐶𝑛−4
2

𝑛−3

= lim
𝑛→∞

(𝑛 − 2)!

(
𝑛 − 2
2 ) ! (

𝑛 − 2
2 ) !

×
(
𝑛 − 4
2 ) ! (

𝑛 − 2
2 ) !

(𝑛 − 3)!
= lim

𝑛→∞

𝑛 − 2

𝑛 − 2
2

= 2. 

故得證。 

2. 二元 3 平衡 𝑛 字串之 lim
𝑛→∞

𝑆(𝑛,3,0)

𝑆(𝑛−1,3,0)
探討 

在這個狀況中我們尚無法給出完整的證明，但將 
𝑆(𝑛,3,0)

𝑆(𝑛−1,3,0)
 值製作成折線圖，如下： 

 

由折線圖可以觀察到，隨著 𝑛 值變大，
𝑆(𝑛,3,0)

𝑆(𝑛−1,3,0)
 會漸趨近於 2，因此我們推測

lim
𝑛→∞

𝑆(𝑛,3,0)

𝑆(𝑛−1,3,0)
= 2。 

 

 

0
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1

1.5

2
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1 7 13 19 25 31 37 43 49 55 61 67 73 79 85 91 97

n

值

𝑆 (𝑛
,3,

0)
𝑆 (𝑛

−1
,3,

0)
 

 

𝑆(𝑛 ,3,0) 𝑆(𝑛−1,3,0)  
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四、 討論及未來展望 

(一) 嘗試利用遞迴式解決本研究問題 

 在進行本研究時，我們曾嘗試不同方式來解決二元 3 平衡 𝑛 字串之一般式。我們從

討論α ≥ 3, 𝜶 − 𝟎 − 𝒃𝒍𝒐𝒄𝒌的數目，發現其不同數目之排列情形可前後對應，據此推導出

滿足 𝒍𝟑(𝟎) = 𝒎, 𝒍𝟑(𝟏) = 𝟎之二元 3 非平衡 𝒏 字串個數之遞迴式，我們將會在附錄中提

供此遞迴式的完整推導過程。這方法雖然突破了先前方法無法求得的結果。然而其缺點

在於當𝑙3(1)變大時，需討論的排列狀況會越來越繁雜，故我們也還未能利用此法解決二

元 3 平衡 𝑛 字串之一般式。 

 

(二) 證明 𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

𝑺(𝒏,𝟑,𝟎)

𝑺(𝒏−𝟏,𝟑,𝟎)
= 𝟐 之可能辦法 

 本研究希望利用 lim
𝑛→∞

𝑆(𝑛,3,0)

𝑆(𝑛−1,3,0)
來估算二元3平衡𝑛字串個數之成長速度。而我們認為未

來可以先利用證明當字串數目增加𝟏時，排列方法數增加的量不會比原本字串數目之排

列方法數多，證明
𝑆(𝑛,3,0)

𝑆(𝑛−1,3,0)
會收斂，接著可以嘗試利用夾擠定理探討 lim

𝑛→∞

𝑆(𝑛,3,0)

𝑆(𝑛−1,3,0)
之值。 

 

(三) 針對多列階差數列所組成之表格進行延伸探討 

 我們在研究前述的多列階差數列所形成的表格(表四)中，發現了一個有趣的性質：

將任一個由多列階差數列各項所形成的表格持續經由一個特定方式的操作後，原表格將

會收斂至另一個表格，且會呈現巴斯卡三角形的性質。我們的專題現在遇到的困難為無

法求出表四中多列階差數列所組成的數字，這個性質對我們專題的幫助在於它使我們的

表格由發散變為收斂，這使我們需要計算的數字量變少很多，我們認為只要再加些初始

條件，應會有很大的突破。這個性質將會在附錄提供完整的介紹與證明。 

 

(四) 未來展望 

 未來，我們除了繼續探討二元 3 平衡 𝑛 字串之一般式外，也希望能將二元 3 平衡 𝑛 

字串諸多性質延伸至二元 𝑟 平衡 𝑛 字串上，最後能推導出二元 𝑟 平衡 𝑛 字串之一般式。 

 

五、 結論與應用 

(一) 結論 

 我們先給出二元平衡 𝑛 字串的新解法，接著延伸探討二元 3 平衡 𝑛 字串、二元 3 非

平衡 𝑛 字串之個數，給出其關係式並用 𝑝𝑦𝑡ℎ𝑜𝑛 跑出其值，其關係式如下： 

1. 二元平衡 𝑛 字串個數之一般式為 {   
𝑆(1,2,0) = 𝑆(2,2,0) = 2

𝑆(𝑛,2,0) = 2𝐶
[
𝑛

2
]−1

𝑛−2 , 𝑛 ≥ 3 。 
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2. 二元 3 平衡 𝑛 字串個數之關係式為  

𝑆(𝑛,3,0) = 2(𝐹𝑛+1 + ∑ 𝑥𝑖

𝑛(𝐴𝑛)

𝑖=1

) 

其中 𝑥𝑖 ∈ 𝐴𝑛 {𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2) ×𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2,𝑐)|

𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐𝜖ℕ

𝑎 ≥ 2; 𝑏1 ≤ [
𝑎+1

2
] ; 𝑏2 ≤ [

𝑎

2
] ; 𝑐 ≥ 1 

𝑎 + 𝑏1 + 𝑏2 + 2𝑐 = 𝑛

}, 

𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2) ×𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2,𝑐) = ∁𝑏1
[
𝑎+1
2
]
× ∁𝑏2

[
𝑎
2
]
×𝐻𝑐

𝑏1 × 𝐻𝑐
𝑏2 . 

3. 二元 𝑟 平衡 𝑛 字串 𝑙𝑟(0) = 𝑙𝑟(1) = 0 個數之遞迴式 𝑟𝑛 為 

𝑟𝑛 =∑𝑟(𝑛−𝑖)

𝑟−1

𝑖=1

 ,當 𝑛 ≥ 𝑟. 

4. 二元 3 非平衡 𝑛 字串個數之關係式為  

𝑆(𝑛,3,𝑚) = 2(∑ 𝑥𝑖

𝑛(𝐵𝑛)

𝑖=1

+ ∑ 𝑦𝑖

n(𝐶𝑛)

𝑖=1

+ ∑ 𝑧𝑖

n(𝐷𝑛)

𝑖=1

) ,m ≥ 1 

其中𝑥𝑖 ∈ 𝐴𝑛  =  {∁𝑏2
[
𝑎

2
]
×𝐻𝑐

𝑏2| 

𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐𝜖ℕ0,

𝑎 ≥ 2; 𝑏1 = 0; 1 ≤ 𝑏2 ≤ [
𝑎

2
] ; 𝑐 = 𝑚,

𝑎 + 𝑏2 = 𝑛 −𝑚

}； 

 𝑦𝑖 ∈ 𝐵𝑛 = {∁𝑏1
[
𝑎+1

2
]
× 𝐻𝑐

𝑏1| 

𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐𝜖ℕ0,

𝑎 ≥ 1; 1 ≤ 𝑏1 ≤ [
𝑎+1

2
] ; 𝑏2 = 0; 𝑐 = 𝑚,

𝑎 + 𝑏1 = 𝑛 −𝑚

}； 

𝑧𝑖 ∈  𝐶𝑛 = {𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2) ×𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2,𝑐,𝑚)|

𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐𝜖ℕ,

 𝑎 ≥ 2;  1 ≤ 𝑏1 ≤ [
𝑎+1

2
] ; 1 ≤ 𝑏2 ≤ [

𝑎

2
] ; 𝑐 ≥ 𝑚,

𝑎 + 𝑏1 + 𝑏2 + 2𝑐 = 𝑛 +𝑚

}； 

 𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2) = ∁𝑏1
[
𝑎+1
2
]
× ∁𝑏2

[
𝑎
2
]
, 𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2,𝑐,𝑚) = 𝐻𝑐

𝑏1 × 𝐻𝑐−𝑚
𝑏2 + 𝐻𝑐−𝑚

𝑏1 × 𝐻𝑐
𝑏2 . 

 接著，我們發現二元 3 非平衡 𝑛 字串個數在不同 𝑛,𝑚 值時會產生如下之特性： 

5. {𝑎𝑛(3𝑘+1)}, {𝑎𝑛(3𝑘+2)}, {𝑎𝑛(3𝑘+3)}為一 𝑘 階等差數列，𝑘 ≥ 0。 

6. 𝑘 階等差數列之 ∆𝑘𝑎𝑛 一般式：{

∆𝑘𝑎𝑛(3𝑘+1) = 2

∆𝑘𝑎𝑛(3𝑘+2) = 2𝑘 + 4

∆𝑘𝑎𝑛(3𝑘+3) = 𝑘2 + 5𝑘 + 10

, 𝑘 ≥ 0. 

7. ∆𝑘𝑎𝑛(3𝑘+𝑗) + ∆
𝑘−1𝑎𝑛(3(𝑘−1)+𝑗+1) = ∆

𝑘𝑎𝑛(3𝑘+𝑗+1), 𝑘 ≥ 1, 𝑗 = 1,2. 

 進一步地，我們探討∆𝑡𝑎1的性質： 

8. {𝑏(𝑢,𝑠)}為一s階等差數列，s ≥ 0。  

 

 綜合上述性質，將二元 3 平衡 𝑛 字串之表達式表示出來： 
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9. 以下列出一些 {𝑏(𝑛,𝑠−1)} 之組合表達式： 

𝑏(𝑛,0) 2  

𝑏(𝑛,1) 2𝐶1
𝑛−1 + 4  

𝑏(𝑛,2) 2𝐶2
𝑛−1 + 6𝐶1

𝑛−1 + 10  

𝑏(𝑛,3) 2𝐶3
𝑛−1 + 8𝐶2

𝑛−1 + 22𝐶1
𝑛−1 + 20  

𝑏(𝑛,4) 2𝐶4
𝑛−1 + 10𝐶3

𝑛−1 + 36𝐶2
𝑛−1 + 54𝐶1

𝑛−1 + 44  

𝑏(𝑛,5) 2𝐶5
𝑛−1 + 12𝐶4

𝑛−1 + 52𝐶3
𝑛−1 + 108𝐶2

𝑛−1 + 138𝐶1
𝑛−1 + 84  

𝑏(𝑛,6) 2𝐶6
𝑛−1 + 14𝐶5

𝑛−1 + 70𝐶4
𝑛−1 + 184𝐶3

𝑛−1 + 322𝐶2
𝑛−1 + 316𝐶1

𝑛−1 + 172  

10. 𝑎𝑛(𝑢) 之表達式： 

𝑎𝑛(𝑢) =

{
 
 
 
 

 
 
 
 
∑𝑏(𝑘+1−𝑖,3𝑖)𝐶𝑘−𝑖

𝑛−1

𝑘

𝑖=0

,    𝑢 = 3𝑘 + 1 

∑𝑏(𝑘+1−𝑖,3𝑖+1)𝐶𝑘−𝑖
𝑛−1

𝑘

𝑖=0

,    𝑢 = 3𝑘 + 2

∑𝑏(𝑘+1−𝑖,3𝑖+2)𝐶𝑘−𝑖
𝑛−1

𝑘

𝑖=0

,    𝑢 = 3𝑘 + 3

  . 

11. 二元 3 非平衡 𝑛 字串⇒二元 3 平衡 𝑛 字串個數之表達式： 

𝑆′𝑛 = ∑𝑎𝑛−1−𝑖(𝑖)

𝑛−2

𝑖=1

  ⇒   𝑆(𝑛,3,0) = {   
2,    𝑛 = 1
4,    𝑛 = 2

2𝑛 − 𝑆′𝑛,    𝑛 ≥ 3
  . 

 我們將其推廣到二元非 𝑟 平衡 𝑛 字串，發現也有類似性質。如下： 

12. 二元 𝑟 平衡 𝑛 字串{𝑐𝑛(𝑟𝑘+1)}, {𝑐𝑛(𝑟𝑘+2)}, … , {𝑐𝑛(𝑟𝑘+𝑟)}為一 𝑘 階等差數列， 

  其中𝑘 ≥ 0。 

13. 二元 𝑟 平衡 𝑛 字串之最高階差一般式  ( 以下𝑎 = 𝑖 − (𝑟 − 1) ) 

∆𝑘𝑐𝑛(𝑢) =

{
 
 
 

 
 
 

2, 𝑢 = 𝑟𝑘 + 1
2𝑘 + 4, 𝑢 = 𝑟𝑘 + 2

2 × (∑𝐶𝑎−𝛿
𝑘+2 ×

𝑎−1

𝛿=0

𝐶𝛿
𝑎−1 × 2𝛿) , 𝑢 = 𝑟𝑘 + 𝑖 (𝑖 = 3,4… 𝑟 − 1) 

2 × [(∑𝐶𝑟−1−𝛿
𝑘+2 ×

𝑟−2

𝛿=0

𝐶𝛿
𝑟−2 × 2𝛿) − 𝑘] , 𝑢 = 𝑟𝑘 + 𝑟

 

 最後，我們探討二元平衡 𝑛 字串、二元 3 平衡 𝑛 字串之 lim
𝑛→∞

𝑆(𝑛,𝑖,0)

𝑆(𝑛−1,𝑖,0)
, 𝑖 = 2, 3。如下： 

14. 二元平衡 𝑛 字串之 lim
𝑛→∞

𝑆(𝑛,2,0)

𝑆(𝑛−1,2,0)
= 2。 

15. 推測二元 3 平衡 𝑛 字串之 lim
𝑛→∞

𝑆(𝑛,3,0)

𝑆(𝑛−1,3,0)
= 2。 
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 總結來說，本研究以三個部分來探討二元 3 平衡 𝑛 字串個數的問題，其成果分別為：直

接推導出算式：可將數學表達式輸入 python，計算二元 3 平衡/非平衡 n 字串之符合個數，

幫助我們發現非平衡時字串的諸多性質；反面解法：此為本研究重點，發現、證明了非平衡

字串個數彼此間存在漂亮的階差性質，並嘗試利用這些性質推導二元 3 平衡 n 字串個數的一

般式；個數成長速度：推論當 𝑛 很大時，二元 3 平衡 𝑛 + 1 字串的個數大約為二元 3 平衡 𝑛 

字串的個數的 2 倍。 

 再者，此專題是探討有關 0, 1 排列的問題，未來若有進一步的研究與探討，可以將其應

用在密碼學上，拓展加解密之方法。 
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附錄 

一、二元 3 平衡 𝑛 字串之個數及其前後項比值 

 
二、二元 3 非平衡 𝑛 字串之個數及前後項差值(即數列{𝑎𝑛(𝑢)}, {∆

1𝑎𝑛(𝑢)}, {∆
2𝑎𝑛(𝑢)}) 

⚫ 𝑎𝑛(𝑢) 

 
⚫ ∆1𝑎𝑛(𝑢) 

 
 

31



 

⚫ ∆2𝑎𝑛(𝑢) 

 

⚫ ∆3𝑎𝑛(𝑢) 

 

 

三、二元 4 非平衡 𝑛 字串之個數 

 

32



 

四、二元非平衡 𝑛 字串、二元 3 非平衡 𝑛 字串個數之程式碼 

(二元 4 非平衡 𝑛 字串個數之程式碼同理) 

 

 

五、滿足 𝑙3(0) = 𝑚, 𝑙3(1) = 0之二元 3 非平衡 𝑛 字串個數--遞迴式推導過程 

引理一 

若有兩二元字串，滿足其長度和為 𝑑、首位字元固定，且兩字串𝑙3(0) = 𝑙3(1) = 0，

則滿足條件之方法數 

 

【證明】 

由研究結果三-(一)可知，一個二元 𝑛 字串，滿足 𝑙3(0) = 𝑙3(1) = 0，其排列方

法數為 2𝐹𝑛+1。依據對稱性，首位字元為 1 之方法數=首位字元為 0 之方法數，故

當首位字元固定時，其方法數為 𝐹𝑛+1。現有首位固定之兩字串，長度和為 𝑑，令兩

字串長度各為 𝑛1, 𝑛2，則 (𝑛1, 𝑛2) = (0, 𝑑), (1, 𝑑 − 1)… (𝑑, 0)。令總方法數為 𝑓𝑑，

二元非平衡 𝑛 字串個數之程式碼 

二元 3 非平衡 𝑛 字串之程式碼 
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則： 

𝑓𝑑 = 𝐹1𝐹𝑑+1 + 𝐹2𝐹𝑑 +⋯+ 𝐹𝑑+1𝐹1 = 𝑓𝑑 = ∑𝐹𝑖 × 𝐹𝑑+2−𝑖

𝑑+1

𝑖=1

 

𝑓𝑑 =∑𝐹𝑖 × 𝐹𝑑+2−𝑖

𝑑+1

𝑖=1

 

引理二 

若一個二元 𝑛 字串，滿足頭尾字元固定且相同，且 𝑙3(0) = 𝑙3(1) = 0，則其方法數

𝐴𝑛為： 

 

【證明】 

假設首尾字元皆為 0，𝐴1 = 1(0), 𝐴2 = 1(00), 𝐴3 = 1(010),                

𝐴4 = 3(0010,0100,0110)。當𝑛 ≥ 4時，為滿足 𝑙3(0) = 𝑙3(1) = 0，當一字串出現兩

個連續字元時，下個字元必為相異字；當剩餘字串出現原條件形式時，即停止繼續

討論。考慮以下 4 個狀況： 

 

由圖可知，二元 𝑛 字串最後回到原形式時分別用去了 3 個、4 個、2 個、3 個字元，

故： 

𝐴𝑛 = 𝐴𝑛−2 + 2𝐴𝑛−3 + 𝐴𝑛−4, 𝑓𝑜𝑟 𝑛 ≥ 5 

 

推導過程 

 假設字串共可組成 𝑡 個α ≥ 3, 𝜶 − 𝟎 − 𝒃𝒍𝒐𝒄𝒌。以下兩部分來討論，分別是  α ≥ 3之

 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 內排列方法的個數與剩餘字元之排列方法個數。 

 

1. α ≥ 3之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 內排列方法的個數 

 因為 𝑙3(0) = 𝑚，α ≥ 3, 𝜶 − 𝟎 − 𝒃𝒍𝒐𝒄𝒌的個數= 𝑡，故此時區塊內0的總數為 𝑙3(0) +

2𝑡 = 𝑚 + 2𝑡個，且因為每個區塊內0之個數必≥ 3，因此我們先在區塊內各填入3個0，

則剩餘 𝑚 − 𝑡 個0則可任意填入這 𝑡 個區塊中，其方法數為： 

𝐻𝑚+2𝑡
𝑡 = 𝐶𝑡−1

𝑚+3𝑡−1 
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2. 剩餘字元之排列方法個數。 

 由 1.知剩餘字元數為𝑛 − (𝑚 + 2𝑡) = 𝑛 −𝑚 − 2𝑡個，其可填入的位置為t − 1個𝜶 −

𝟎 − 𝒃𝒍𝒐𝒄𝒌的間隙與字串頭尾。(以下令𝜶 − 𝟎 − 𝒃𝒍𝒐𝒄𝒌的個數= 𝑡，且剩餘字元個數為𝑢

時，其排列方法數為𝐵(𝑢,𝑡)) 

(1) 當𝑡 = 1時 

     剩餘字元數為𝑛 −𝑚 − 2𝑡 = 𝑛 −𝑚 − 2個，可放在字串頭尾，形成兩 

 𝑙3(0) = 𝑙3(1) = 0，長度和為 𝑛 − 𝑚 − 2 且與區塊相鄰之字元必為 1 之子字串，由引

理一可知，其方法數為𝑓𝑛−𝑚−2 = 𝐵(𝑛−𝑚−2,1)。 

(2) 當𝑡 = 2時 

     剩餘字元數為𝑛 −𝑚 − 2𝑡 = 𝑛 −𝑚 − 4個，可放在三個位置，分別是1個 

𝜶 − 𝟎 − 𝒃𝒍𝒐𝒄𝒌的間隙與字串頭跟字串尾。假設放在𝜶 − 𝟎 − 𝒃𝒍𝒐𝒄𝒌間隙之字元數目為

γ個，1 ≤ γ ≤ 𝑛 −𝑚 − 4，則放在字串頭尾之字元數為𝑛 −𝑚 − 4 − γ個。依據引理

一、引理二，得其排列方法數為： 

𝐵(𝑛−𝑚−4,2) = ∑ 𝐴γ × 𝑓𝑛−𝑚−4−γ

𝑛−𝑚−4

γ=1

= ∑ 𝐴γ × 𝐵(𝑛−𝑚−4,1)

𝑛−𝑚−4

γ=1

 

(3) 當𝑡 = 3時 

     剩餘字元數為𝑛 −𝑚 − 2𝑡 = 𝑛 −𝑚 − 6個，可放在四個位置，分別是2個 

𝜶 − 𝟎 − 𝒃𝒍𝒐𝒄𝒌的間隙與字串頭尾。假設放在第一個𝜶 − 𝟎 − 𝒃𝒍𝒐𝒄𝒌間隙之字元數目為

γ個，1 ≤ γ ≤ 𝑛 −𝑚 − 6，則放在字串頭尾與第二個𝜶 − 𝟎 − 𝒃𝒍𝒐𝒄𝒌間隙之字元數為

𝑛 −𝑚 − 6 − 𝛾個。依據引理一、引理二，得其排列方法數為： 

𝐵(𝑛−𝑚−6,3) = ∑ 𝐴γ × 𝐵(𝑛−𝑚−6−𝛾,2)

𝑛−𝑚−6

γ=1

 

 

※ 以此類推，可歸納出𝜶 − 𝟎 − 𝒃𝒍𝒐𝒄𝒌的個數= 𝑡, 𝑡 ≥ 2，且剩餘個數為𝑢時，其排列方

法數為 

𝐵(𝑢,𝑡) =∑𝐴γ × 𝐵(𝑢−𝛾,𝑡−1)

𝑢

γ=1

 

因為剩餘字元數𝑛 −𝑚 − 2𝑡 ≥ 0，故max 𝑡 = [
𝑛−𝑚

2
]，因此二元 3 非平衡 𝑛 字串在

  𝑙3(0) = 𝑚, 𝑙3(1) = 0時之排列個數為 

∑ 𝐵(𝑛−𝑚−2𝑡,𝑡) × 𝐶𝑡−1
𝑚+3𝑡−1

[
𝑛−𝑚
2

]

𝑡=1

 

其中𝐵(𝑢,1) = 𝑓𝑢, 𝐵(𝑢,𝑡) = ∑ 𝐴γ × 𝐵(𝑢−𝛾,𝑡−1)
𝑢
γ=1 , 𝑓𝑜𝑟 𝑡 ≥ 2。 
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六、多列階差數列所形成表格之性質 

 對於 𝑠 排階差數列，滿足第一排是常數數列，第𝑘 + 1排比第𝑘牌多一個階差，如以

下此表： 

𝑎1(𝑘) = 2. 

𝑎2(𝑘) = 𝑘 + 1. 

𝑎3(𝑘) = 2𝑘
2 + 3𝑘 − 1. 

𝑎4(𝑘) = 𝑘
3. 

𝑎5(𝑘) = 𝑘
4 − 2𝑘2 + 5. 

… 

 接著我們對於這些數列進行以下的操作： 

(1) 先列出這些數列的每一項，如以下：將此表格稱為「表 a」。 

 k=1 k =2 k=3 k=4 k=5 k=6 … 

𝑎1(𝑘) 2 2 2 2 2 2 … 

𝑎2(𝑘) 2 3 4 5 6 7 … 

𝑎3(𝑘) 4 13 26 43 64 89 … 

𝑎4(𝑘) 1 8 27 64 125 216 … 

𝑎5(𝑘) 4 13 68 229 580 1229 … 

… … … … … … … … 

 

 (2) 以以下形式構造新的數列，得出新的數列𝑏𝑖(𝑘)： 

  𝑏1(𝑘) = 𝑎1(1) = 2. 

  𝑏2(𝑘) = 𝑎2(1) + 𝑎1(2)𝐶1
𝑘−1 = 2 + 2𝐶1

𝑘−1. 

  𝑏3(𝑘) = 𝑎3(1) + 𝑎2(2) × 𝐶1
𝑘−1 + 𝑎1(3) × 𝐶2

𝑘−1 = 4 + 3𝐶1
𝑘−1 + 2𝐶2

𝑘−1. 

𝑏4(𝑘) = 𝑎4(1) + 𝑎3(2) × 𝐶1
𝑘−1 + 𝑎2(3) × 𝐶2

𝑘−1 + 𝑎1(4) × 𝐶3
𝑘−1 

              = 1 + 13𝐶1
𝑘−1 + 4𝐶2

𝑘−1 + 2𝐶3
𝑘−1. 

𝑏5(𝑘) = 𝑎5(1) + 𝑎4(2) × 𝐶1
𝑘−1 + 𝑎3(3) × 𝐶2

𝑘−1 + 𝑎2(4) × 𝐶3
𝑘−1 + 𝑎1(5) × 𝐶4

𝑘−1 

               = 4 + 8𝐶1
𝑘−1 + 26𝐶2

𝑘−1 + 5𝐶3
𝑘−1 + 2𝐶4

𝑘−1. 

… 

 

 (3) 以以下形式構造新的數列，得出新的數列𝑏𝑖(𝑘)： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 k=1 k =2 k=3 k=4 k=5 k=6 … 

𝑏1(𝑘) 2 2 2 2 2 2 … 

𝑏2(𝑘) 2 4 6 8 10 12 … 

𝑏3(𝑘) 4 7 12 19 28 39 … 

𝑏4(𝑘) 1 14 31 54 85 126 … 

𝑏5(𝑘) 4 12 46 111 214 364 … 

… … … … … … … … 
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 (4) 重複步驟(2)構造新的數列： 

  𝑐1(𝑘) = 𝑏1(1) = 2. 

  𝑐2(𝑘) = 𝑏2(1) + 𝑏1(2)𝐶1
𝑘−1 = 2 + 2𝐶1

𝑘−1. 

  𝑐3(𝑘) = 𝑏3(1) + 𝑏2(2) × 𝐶1
𝑘−1 + 𝑏1(3) × 𝐶2

𝑘−1 = 4 + 4𝐶1
𝑘−1 + 2𝐶2

𝑘−1. 

𝑐4(𝑘) = 𝑏4(1) + 𝑏3(2) × 𝐶1
𝑘−1 + 𝑏2(3) × 𝐶2

𝑘−1 + 𝑏1(4) × 𝐶3
𝑘−1 

              = 1 + 7𝐶1
𝑘−1 + 6𝐶2

𝑘−1 + 2𝐶3
𝑘−1. 

𝑐5(𝑘) = 𝑏5(1) + 𝑏4(2) × 𝐶1
𝑘−1 + 𝑏3(3) × 𝐶2

𝑘−1 + 𝑏2(4) × 𝐶3
𝑘−1 + 𝑏1(5) × 𝐶4

𝑘−1 

              = 4 + 14𝐶1
𝑘−1 + 12𝐶2

𝑘−1 + 8𝐶3
𝑘−1 + 2𝐶4

𝑘−1. 

… 

 

(5) 再將新數列各項列出：將此表格稱為「表 c」 

 k=1 k =2 k=3 k=4 k=5 k=6 … 

𝑐1(𝑘) 2 2 2 2 2 2 … 

𝑐2(𝑘) 2 4 6 8 10 12 … 

𝑐3(𝑘) 4 8 14 22 32 44 … 

𝑐4(𝑘) 1 8 21 42 73 116 … 

𝑐5(𝑘) 4 18 44 90 166 284 … 

… … … … … … … … 

 

(6) 重複步驟(2)構造新的數列： 

𝑑1(𝑘) = 𝑐1(1) = 2. 

𝑑2(𝑘) = 𝑐2(1) + 𝑐1(2)𝐶1
𝑘−1 = 2 + 2𝐶1

𝑘−1. 

𝑑3(𝑘) = 𝑐3(1) + 𝑐2(2) × 𝐶1
𝑘−1 + 𝑐1(3) × 𝐶2

𝑘−1 = 4 + 4𝐶1
𝑘−1 + 2𝐶2

𝑘−1. 

𝑑4(𝑘) = 𝑐4(1) + 𝑐3(2) × 𝐶1
𝑘−1 + 𝑐2(3) × 𝐶2

𝑘−1 + 𝑐1(4) × 𝐶3
𝑘−1 

               = 1 + 8𝐶1
𝑘−1 + 6𝐶2

𝑘−1 + 2𝐶3
𝑘−1. 

𝑑5(𝑘) = 𝑐5(1) + 𝑐4(2) × 𝐶1
𝑘−1 + 𝑐3(3) × 𝐶2

𝑘−1 + 𝑐2(4) × 𝐶3
𝑘−1 + 𝑐1(5) × 𝐶4

𝑘−1 

               = 4 + 8𝐶1
𝑘−1 + 14𝐶2

𝑘−1 + 8𝐶3
𝑘−1 + 2𝐶4

𝑘−1. 

… 

 

(7) 再將新數列各項列出：將此表格稱為「表 d」 

 k=1 k =2 k=3 k=4 k=5 k=6 … 

𝑑1(𝑘) 2 2 2 2 2 2 … 

𝑑2(𝑘) 2 4 6 8 10 12 … 

𝑑3(𝑘) 4 8 14 22 32 44 … 

𝑑4(𝑘) 1 9 23 45 77 121 … 

𝑑5(𝑘) 4 12 34 78 154 274 … 

… … … … … … … … 
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(8) 觀察以下此表：第一橫排為𝑎1(𝑘), 𝑘 = 1,2,3, …，第一直排為𝑎𝑖(1), 𝑖 = 1,2,3,…，   

    除了第一橫排和第一直排外，其他數字皆為其上以及其左數值的和，亦即滿足巴斯 

    卡三角形的條件： 

 k=1 k =2 k=3 k=4 k=5 k=6 … 

𝑃1(𝑘) 2 2 2 2 2 2 … 

𝑃2(𝑘) 2 4 6 8 10 12 … 

𝑃3(𝑘) 4 8 14 22 32 44 … 

𝑃4(𝑘) 1 9 23 45 77 121 … 

𝑃5(𝑘) 4 13 36 81 158 279 … 

… … … … … … … … 

 將此表格稱為「表 P」。 

 

 將表 a、表 b、表 c、表 d 和表 P 比較，可以發現表 a、表 b、表 c、表 d 和表 P 的

相似度越來越高，每操作一次，原表格和表 P 的吻合度即多一個橫排。 

 表 a 和表 P 相同處： 

 k=1 k =2 k=3 k=4 k=5 k=6 … 

𝑎1(𝑘) 2 2 2 2 2 2 … 

𝑎2(𝑘) 2 3 4 5 6 7 … 

𝑎3(𝑘) 4 13 26 43 64 89 … 

𝑎4(𝑘) 1 8 27 64 125 216 … 

𝑎5(𝑘) 4 13 68 229 580 1229 … 

… … … … … … … … 

 表 b 和表 P 相同處： 

 k=1 k =2 k=3 k=4 k=5 k=6 … 

𝑏1(𝑘) 2 2 2 2 2 2 … 

𝑏2(𝑘) 2 4 6 8 10 12 … 

𝑏3(𝑘) 4 7 12 19 28 39 … 

𝑏4(𝑘) 1 14 31 54 85 126 … 

𝑏5(𝑘) 4 12 46 111 214 364 … 

… … … … … … … … 

 表 c 和表 P 相同處： 

 k=1 k =2 k=3 k=4 k=5 k=6 … 

𝑐1(𝑘) 2 2 2 2 2 2 … 

𝑐2(𝑘) 2 4 6 8 10 12 … 

𝑐3(𝑘) 4 8 14 22 32 44 … 

𝑐4(𝑘) 1 8 21 42 73 116 … 

𝑐5(𝑘) 4 18 44 90 166 284 … 

… … … … … … … … 
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 表 d 和表 P 相同處： 

 k=1 k =2 k=3 k=4 k=5 k=6 … 

𝑑1(𝑘) 2 2 2 2 2 2 … 

𝑑2(𝑘) 2 4 6 8 10 12 … 

𝑑3(𝑘) 4 8 14 22 32 44 … 

𝑑4(𝑘) 1 9 23 45 77 121 … 

𝑑5(𝑘) 4 12 34 78 154 274 … 

… … … … … … … … 

 於是我們認為此操作模式有將表格內的個數值向巴斯卡三角形收斂的趨勢。 

 

  表 a 滿足巴斯卡三角形的部分(除了第一橫排和第一直排外，其他數字皆為其上以

 及其左數值的和)： 

 k=1 k =2 k=3 k=4 k=5 k=6 … 

𝑎1(𝑘) 2 2 2 2 2 2 … 

𝑎2(𝑘) 2 3 4 5 6 7 … 

𝑎3(𝑘) 4 13 26 43 64 89 … 

𝑎4(𝑘) 1 8 27 64 125 216 … 

𝑎5(𝑘) 4 13 68 229 580 1229 … 

… … … … … … … … 

  

 表 b 滿足巴斯卡三角形的部分： 

 k=1 k =2 k=3 k=4 k=5 k=6 … 

𝑏1(𝑘) 2 2 2 2 2 2 … 

𝑏2(𝑘) 2 4 6 8 10 12 … 

𝑏3(𝑘) 4 7 12 19 28 39 … 

𝑏4(𝑘) 1 14 31 54 85 126 … 

𝑏5(𝑘) 4 12 46 111 214 364 … 

… … … … … … … … 

  

 

 表 c 滿足巴斯卡三角形的部分： 

 k=1 k =2 k=3 k=4 k=5 k=6 … 

𝑐1(𝑘) 2 2 2 2 2 2 … 

𝑐2(𝑘) 2 4 6 8 10 12 … 

𝑐3(𝑘) 4 8 14 22 32 44 … 

𝑐4(𝑘) 1 8 21 42 73 116 … 

𝑐5(𝑘) 4 18 44 90 166 284 … 

… … … … … … … … 
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 表 d 滿足巴斯卡三角形的部分： 

 k=1 k =2 k=3 k=4 k=5 k=6 … 

𝑑1(𝑘) 2 2 2 2 2 2 … 

𝑑2(𝑘) 2 4 6 8 10 12 … 

𝑑3(𝑘) 4 8 14 22 32 44 … 

𝑑4(𝑘) 1 9 23 45 77 121 … 

𝑑5(𝑘) 4 12 34 78 154 274 … 

… … … … … … … … 

 

證明 

 一表格中，滿足第一橫排是常數數列，第 𝑘 + 1 排比第 𝑘 牌多一個階差，持續將此表格

進行上述的操作後，該表格將滿足巴斯卡三角形的性質(除了第一橫排和第一直排外，其他

數字皆為其上以及其左數值的和)。 

 

令初始的數值表格中第 𝑖 橫排第 𝑗 個數為 𝑎(𝑖,𝑗)，如以下： 

𝑎(1,1) 𝑎(1,2) 𝑎(1,3) 𝑎(1,4) 
… 

𝑎(2,1) 𝑎(2,2) 𝑎(2,3) 𝑎(2,4) 
… 

𝑎(3,1) 𝑎(3,2) 𝑎(3,3) 𝑎(3,4) 
… 

𝑎(4,1) 𝑎(4,2) 𝑎(4,3) 𝑎(4,4) 
… 

… … … … … 

 其中𝑎(1,1)、𝑎(1,2)、𝑎(1,3)、𝑎(1,4)…是常數數列；𝑎(2,1)、𝑎(2,2)、𝑎(2,3)、𝑎(2,4)… 

是一階階差數列(等差數列)；𝑎(3,1)、𝑎(3,2)、𝑎(3,3)、𝑎(3,4)…是二階階差數列；𝑎(4,1)、

𝑎(4,2)、𝑎(4,3)、𝑎(4,4)…是三階階差數列，而且上表格中𝑎(2,1) + 𝑎(1,2) ≠ 𝑎(2,2)。 
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現將上表格操作一次後，原表格各排的一般式變為如下： 

𝑎(1,1). 

𝑎(2,1) + 𝑎(1,2) × 𝐶1
𝑘−1. 

𝑎(3,1) + 𝑎(2,2) × 𝐶1
𝑘−1 + 𝑎(1,3) × 𝐶2

𝑘−1. 

𝑎(4,1) + 𝑎(2,3) × 𝐶1
𝑘−1 + 𝑎(3,2) × 𝐶2

𝑘−1 + 𝑎(1,4) × 𝐶3
𝑘−1. 

… 

 

故新表格如下： 

𝑎(1,1) 𝑎(1,1) 𝑎(1,1) 𝑎(1,1) … 

𝑎(2,1) 𝑎(2,1) + 𝑎(1,2) 𝑎(2,1) + 2𝑎(1,2) 𝑎(2,1) + 3𝑎(1,2) … 

𝑎(3,1) 𝑎(3,1) + 𝑎(2,2) 
𝑎(3,1) + 2𝑎(2,2)

+ 𝑎(1,3) 

𝑎(3,1) + 3𝑎(2,2)

+ 3𝑎(1,3) 
… 

𝑎(4,1) 𝑎(4,1) + 𝑎(2,3) 
𝑎(4,1) + 2𝑎(2,3)

+ 𝑎(3,2) 

𝑎(4,1) + 3𝑎(2,3)

+ 3𝑎(3,2) + 𝑎(1,4) 
… 

… … … … … 

 

 可以發現圖中著色的部分(三個斜排)已經滿足巴斯卡三角形( 𝑎(2,1) +𝑎(1,2) = 𝑎(2,1) +

𝑎(1,1))，再將上表操作一次，各橫排數列的一般式變為如下： 

𝑎(1,1). 

𝑎(2,1) + 𝑎(1,1) × 𝐶1
𝑘−1. 

𝑎(3,1) + [𝑎(2,1) + 𝑎(1,2)] × 𝐶1
𝑘−1 + 𝑎(1,1) × 𝐶2

𝑘−1. 

𝑎(4,1) + [𝑎(3,1) + 𝑎(2,2)] × 𝐶1
𝑘−1 + [𝑎(2,1) + 2𝑎(1,2)] × 𝐶2

𝑘−1 + 𝑎(1,1) × 𝐶3
𝑘−1. 

… 
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故新表格如下： 

𝑎(1,1) 𝑎(1,1) 𝑎(1,1) 𝑎(1,1) 
… 

𝑎(2,1) 𝑎(2,1) + 𝑎(1,2)  𝑎(2,1) + 2𝑎(1,2) 𝑎(2,1) + 3𝑎(1,2) 
… 

𝑎(3,1) 
𝑎(3,1) +

[𝑎(2,1) + 𝑎(1,2)]  

𝑎(3,1) + 2[𝑎(2,1) + 𝑎(1,2)] +

𝑎(1,1). 

𝑎(3,1) + 

3[𝑎(2,1) + 𝑎(1,2)] + 3𝑎(1,1). 

… 

𝑎(4,1) 
𝑎(4,1) +

[𝑎(3,1) + 𝑎(2,2)]  

𝑎(4,1) + 2[𝑎(3,1) + 𝑎(2,2)] +

[𝑎(2,1) + 2𝑎(1,2)]  

𝑎(4,1) + 3[𝑎(3,1) + 𝑎(2,2)] +

3[𝑎(2,1) + 2𝑎(1,2)] + 𝑎(1,1)  

… 

… … … … … 
可以發現圖中著色的部分(4 個斜排)已經滿足巴斯卡三角形的特徵。 

 

 現假設操作𝑛 − 2 (𝑛 ≥ 2)次後，第 𝑖 排第 𝑗 個數為𝑚(𝑖,𝑗)，前 𝑛 斜排滿足巴斯卡三角形，

如下表綠色的部分： 

𝑚(1,1) 𝑚(1,2) 𝑚(1,3) 𝑚(1,4) 𝑚(1,5) 
… 

𝑚(1,𝑛−1) 𝑚(1,𝑛) 𝑚(1,𝑛+1) 

𝑚(2,1) 𝑚(2,2) 𝑚(2,3) 𝑚(2,4) 𝑚(2,5) 
… 

𝑚(2,𝑛−1) 𝑚(2,𝑛) 𝑚(2,𝑛+1) 

… 

 

… … … … … … … … 

… … … … … … … … … 

 

𝑚(𝑛−3,1) 𝑚(𝑛−3,2) 𝑚(𝑛−3,3) 𝑚(𝑛−3,4) 𝑚(𝑛−3,5) 
… … … … 

 

𝑚(𝑛−2,1) 𝑚(𝑛−2,2) 𝑚(𝑛−2,3) 𝑚(𝑛−2,4) 𝑚(𝑛−2,5) 
… … … … 

𝑚(𝑛−1,1) 𝑚(𝑛−1,2) 𝑚(𝑛−1,3) 𝑚(𝑛−1,4) 𝑚(𝑛−1,5) 
… … … … 

𝑚(𝑛,1) 𝑚(𝑛,2) 𝑚(𝑛,3) 𝑚(𝑛,4) 𝑚(𝑛,5) 
… … … … 

𝑚(𝑛+1,1) 𝑚(𝑛+1,2) 𝑚(𝑛+1,3) 𝑚(𝑛+1,4) 𝑚(𝑛+1,5) 
… … … … 

 

 現在欲證明：再操作一次(共操作 𝑛 − 1 次)後，上表的第 𝑛 + 1 斜排也會滿足巴斯卡三

角形的形式，亦即證明操作過後， 

𝑚(𝑖,𝑛+2−𝑖)
′ = 𝑚(𝑖,𝑛+1−𝑖) +𝑚(𝑖−1,𝑛+2−𝑖)，1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 + 1。 
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 又操作過後， 

𝑚(𝑖,𝑗)
′ = 𝑚(𝑖,𝑛+2−𝑖)

′ = 𝑚(𝑖,1) +𝑚(𝑖−1,2) × 𝐶1
𝑗−1

+𝑚(𝑖−2,3) × 𝐶2
𝑗−1

⋯𝑚(1,𝑖) × 𝐶𝑖−1
𝑗−1

 

=∑[𝑚(𝑖−𝑘+1,𝑘) × 𝐶𝑘−1
𝑗−1
]

𝑖

𝑘=1

=∑[𝑚(𝑖−𝑘+1,𝑘) × 𝐶𝑘−1
𝑛+1−𝑖]

𝑖

𝑘=1

 

 因為前 𝑛 排滿足巴斯卡三角形，所以對於 𝑥, 𝑦 ∈ ℕ, 𝑥 > 1,𝑦 > 1, 𝑥 + 𝑦 ≤ 𝑛−1， 

必有： 

𝑚(𝑥,𝑦) = 𝑚(𝑥−1,𝑦) +𝑚(𝑥,𝑦−1) 

 因此， 

       𝑚(𝑖,𝑛+1−𝑖) +𝑚(𝑖−1,𝑛+2−𝑖) 

= [𝑚(𝑖−1,𝑛+1−𝑖) +𝑚(𝑖,𝑛−𝑖)] + [𝑚(𝑖−2,𝑛+2−𝑖) +𝑚(𝑖−1,𝑛+1−𝑖)] 

= 𝑚(𝑖,𝑛−𝑖) + 2𝑚(𝑖−1,𝑛+1−𝑖) +𝑚(𝑖−2,𝑛+2−𝑖) 

= [𝑚(𝑖−1,𝑛−𝑖) +𝑚(𝑖,𝑛−𝑖−1)] + 2[𝑚(𝑖−2,𝑛+1−𝑖) +𝑚(𝑖−1,𝑛−𝑖)] 

     +[𝑚(𝑖−3,𝑛+2−𝑖) +𝑚(𝑖−2,𝑛+1−𝑖)]  

= 𝑚(𝑖−3,𝑛+2−𝑖) + 3𝑚(𝑖−2,𝑛+1−𝑖) + 3𝑚(𝑖−1,𝑛−𝑖) +𝑚(𝑖,𝑛−𝑖−1) 

⋮ 

⋮ 

= ∑ [𝑚(𝑖−𝑘+1,𝑘) ×𝐶𝑘−1
𝑛+1−𝑖

]

𝑖

𝑘=1

 

 故 𝑚(𝑖,𝑛+2−𝑖)
′ = 𝑚(𝑖,𝑛+1−𝑖) +𝑚(𝑖−1,𝑛+2−𝑖)。 

  
由數學歸納法可知此等式對於所有正整數 n 皆成立，故原命題得證。 

∎ 
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【評語】010009 

作者利用區塊(block)的概念，去討論二元 3平衡/非平衡的關

係式。之所以說是關係式，而不是公式，是因為關係式中 An, Bn, Cn, 

Dn等解集合僅為形式描述，不具有具體可驗證之方法或數學分析。

就算用 Python程式去幫助計算，二元 3平衡 n字串的個數，網路

也已經計算到 500項，作者卻只跑到 100項。作品後半部觀察二元

3非平衡n字串的m, n表格，發現每三橫列都具有階差數列的性質，

且作者都可以求出公差的公式，算是整個作品的亮點。由於作者分

析平衡和非平衡的技巧手法類似，不知道是不是可以將平衡和非平

衡放在一起討論？畢竟，當 n=k，m=n-k=0時，就是平衡的狀態。 
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