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摘要 

高中所學的單擺及鉛直簡諧振動，都是在假設擺繩及彈簧沒質量的情況下掛重物的

運動模式，本研究使用有質量的彈簧圈，在不掛重物的情況下進行擺動及振動實驗。實

驗中發現有質量彈簧的振動週期與擺動週期非常接近，而且同時運作的情況下會有穩定

的共振運動模式。經過我們仔細的實驗觀察，發現這樣的複合運動共振態，在單邊擺動

一定的次數後，經由似橢圓形變換過程，產生換邊擺動的有趣情況，對照多種不同擺動

模擬的結果(複擺、錐動擺)，我們推測振動為此模態周期的主要影響機制。 

壹、研究動機 

在讀高中物理的簡諧運動單元時，我手上正好有不同的彈簧能夠拿來做實驗簡單的實

驗，我發現手邊的彈簧圈在沒有加上重物的情況下也能振動，而且不同長度、不同彈簧間有

不同的振動週期。在仔細的觀測有質量彈簧的鉛直運動後，無意間發現配合小角度的擺動有

很特殊的共振模式，我請教老師也查了資料，確定並沒有相關的發現與研究。這一年我開始

仔細的去了解不同的振動模式，與老師一起努力實驗歸納，理解微積分還有數值模擬軟體等

數學工具，初步理解出振動模態中對應的物理機制。 

貳、研究目的 

一、藉由觀察我們所發現的彈簧特殊的擺動方式所對應到的頻率(或週期)，與物理基本

量是否有相關性。 

二、參考課本或網路許多網站理想彈簧的數值解，並試著解出我們實驗觀察到的現象中

的物理機制。 

參、研究方法 

一、先量取不同彈簧的基本物理特性，如彈力係數、長度、寬度、每圈質量等等。 

二、架設實驗裝置，以觀察我們所發現的彈簧特殊的擺動方式。 

三、整理實驗結果，就目前已知的物理理論來找到相對應的物理機制。 
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肆、研究結果與發現 

一、彈簧的基本特性 

 

 

編號 1 編號 2 

  

編號 3 編號 4 

 
 

編號 5 所有彈簧 

圖一、各式不同種類的彈簧 

 

表一、完整彈簧的基本參數 

彈簧 cm 編號 1 編號 2 編號 3 編號 4 編號 5 

彈簧圈數 40 73 42 40 98 

直徑(cm) 6.7 6.8 11.7 7.6 5.6 

重量(gw) 41.90 133.30 381.49 117.61 202.73 

每圈的重量(gw) 1.05 1.83 9.08 2.94 2.07 

原長(cm) 6.5 15 14.2 9 6.7 

自然長度(cm) 127 272 257 99 153.7 

彈力常數 (kgw/m) 0.17 0.26 0.79 0.65 0.69 
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本實驗使用的 5 個彈簧除了基本可量測的物理量以外，我們再藉由高中物理上的知識來

求得彈力係數 k 值，使用極限的數學方法我們先把彈簧切成 n 段，且虎克定律 F=k․x，當彈

力常數為定值，總重量 mg 的彈簧段數趨近無窮時伸長量𝛥𝑙 = lim
𝑛→∞

𝑚𝑔(𝑛+1)

2𝑛𝑘
=
𝑚𝑔

2𝑘
，由此可知彈

力係數為重量除以兩倍的伸長量。(歐陽瑩芸，民 106) 

不過表一的彈力常數為整顆彈簧受自身重量所完全伸長所計算出的 K 值，但不同圈數下

的彈簧伸長的長度不同。因此，我們做了在不同圈數時的彈力常數值如表二，由表二可以觀

察到，彈簧 K 值會隨著圈數的增加而減少。 

 

圖二、測得各彈簧長度變化量 

 

 

表二、各圈數在在下的對應彈力常數 

 (kgw/m) 編號 1 編號 2 編號 3 編號 4 編號 5 

10 圈在下 0.49 1.52 2.35 1.81 5.80 

15 圈在下 0.41 1.31 1.92 1.36 3.79 

20 圈在下 0.26 0.96 1.33 1.04 2.79 

25 圈在下 0.25 0.77 1.19 0.85 2.32 

30 圈在下 0.20 0.66 0.95 0.74 2.03 

35 圈在下 0.19 0.55 0.86 0.65 1.76 
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二、有質量彈簧的鉛直運動 

最初我只是想簡單驗證鉛直彈簧的簡諧運動，随手拿起手邊塑膠彈簧圈後發現還沒掛上

重物就已經開始振動，而這樣的振動模式在全國科展中也有被深入研究過(陳惠玲等，民

75)。不過，為了實驗方便還有後續的延伸實驗，用擋板來控制實際振動彈簧的圈數，來控制

我們的實驗變因，以做為本文後續探討的實驗數據庫。 

 
圖三、彈簧圈鉛直振動的實驗方式 
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實驗裝置如圖三，我們由擋板來控制擋板下的彈簧圈數，靜置至自然長度後，施加外力

再伸長後，觀察其鉛直的振動，基本上振動週期與施加外力再伸長的長度無關，不過可以觀

察到振動的圈數愈多(質量大)，週期呈現增加的趨勢。過程如圖四。 

 
圖四、實驗振動最高與最低點的疊加 

 

表三、拉長 10cm 與 15cm 後鉛直彈簧的振動週期 

拉長 10cm，時間單位(秒) 拉長 15cm，時間單位(秒) 

單位(s) 編號 1 編號 2 編號 3 編號 4 編號 5 單位(s) 編號 1 編號 2 編號 3 編號 4 編號 5 

10 圈在下 0.5 0.42 0.8 0.45 0.27 10 圈在下 0.5 0.42 0.8 0.45 0.27 

15 圈在下 0.74 0.67 0.895 0.59 0.33 15 圈在下 0.74 0.67 0.895 0.59 0.33 

20 圈在下 0.92 0.75 1.14 0.84 0.42 20 圈在下 0.92 0.75 1.14 0.84 0.42 

25 圈在下 1.13 1.02 1.47 0.98 0.53 25 圈在下 1.13 1.02 1.47 0.98 0.53 

30 圈在下 1.32 1.16 1.86 1.18 0.62 30 圈在下 1.32 1.15 1.86 1.18 0.62 

35 圈在下 1.58 1.29 
 

1.31 0.77 35 圈在下 1.58 1.29  1.31 0.77 
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三、有質量彈簧在自然長度下的複擺(compound pendulum)運動 

 

 
圖五、複擺振動左右最高點與最低點的疊加 

 

表四、控制彈簧不振動的複擺週期 

單位(s) 編號 1 編號 2 編號 3 編號 4 編號 5 

10 圈在下 0.47 0.43 0.73 0.44 0.295 

15 圈在下 0.68 0.58 0.885 0.6 0.29 

20 圈在下 0.97 0.71 1.37 0.76 0.42 

25 圈在下 1.12 0.94 1.57 1.06 0.52 

30 圈在下 1.37 1.17 2.07 1.22 0.62 

35 圈在下 1.65 1.3  1.4 0.71 

 

實驗過程與裝置如圖五，我們由擋板來控制擋板下的彈簧圈數，靜置至自然長度後，施

加一點外力，並小心不要造成振動的效應，觀察有質量彈簧的來回擺動，週期與長度(圈數)

基本上呈現正相關的增加趨勢，也與表一鉛直振動的週期非常接近。 
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四、有質量彈簧複擺與振動的穩定態複合運動(斜角擺動) 

 

圖六、彈簧的斜角共振模態 Tracker 軌跡(用黑膠帶標示於彈簧尾端做軌跡紀錄) 

 

  

金屬彈簧共振模態 塑膠彈簧共振模態 

圖七、金屬與塑膠彈簧的共振模態(斜角擺動)最高與最低點合成照 

 

表五、振動與擺動的共振週期 

單位(s) 編號 1 編號 2 編號 3 編號 4 編號 5 

10 圈在下 0.58 0.42 0.86 0.45 0.26 

15 圈在下 0.75 0.61 0.92 0.63 0.32 

20 圈在下 0.91 0.81 1.24 0.85 0.43 

25 圈在下 1.12 0.91 1.53 1.02 0.5 

30 圈在下 1.31 1.11 1.56 1.15 0.6 

35 圈在下 1.55 1.26  1.29 0.69 

實驗過程與裝置如圖六，我們由擋板來控制擋板下的彈簧圈數，靜置至自然長度後，施

加一點外力，讓彈簧有些微的伸長及偏移，觀察有質量彈簧的運動週期，週期與長度(圈數)

基本上呈現正相關的增加趨勢，也與表三、表四的週期非常接近。 
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五、有質量彈簧單擺與振動的換邊共振 

在我們觀察到單擺與振動同時進行時，會有一邊高、一邊低的共振現象後(斜角擺動)，

我們再長時間觀察下去後發現，這樣的共振現象會有換邊繼續擺動的情況，而換場中的運動

模態基本上就是繞橢圓軌跡，但每圈都不一樣，直到換邊成功後繼續共振。其中，我們發現

金屬彈簧的來回擺動共振模式可以持續數十分鐘之久。 

 

 

 

左     ↔     轉換     ↔     右 

 

金屬換場過程軌跡 換邊穩定態的來回交換過程示意圖 塑膠換場過程軌跡 

圖八、換邊繼續反方向穩定態的交換過程示意圖(本次實驗觀察到的結果) 

 

表六、左邊共振↔轉換圈數↔右邊共振之次數計算 

彈簧編號 編號 1 編號 2 編號 3 編號 4 編號 5 

維持次數 左 轉換 右 左 轉換 右 左 轉換 右 左 轉換 右 左 轉換 右 

10 圈在下 3 1 3 2 1 2 3 1 3 3 1 3 1 0 1 

15 圈在下 4 6 4 2 2 2 3 3 3 3 1 3 1 1 1 

20 圈在下 5 5 5 6 6 6 6 8 6 3 3 3 3 4 3 

25 圈在下 6 7 6 6 6 6 6 8 6 3 3 3 3 4 3 

30 圈在下 6 3 6 10 14 10 7 10 7 4 4 4 4 4 4 

35 圈在下 4 2 4 14 18 14    10 10 10 4 4 4 
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由參考資料 5(The Spring Pendulum)得知，彈簧擺來回的振動軌跡路徑會類似蝴蝶狀的圖

案，不過這模擬的圖案是無質量彈簧配上有質量物體的模擬結果，雖然由(李文堂，民 74、陳

惠玲等，民 75)的資料與我們之後討論部份中的計算結果可以得知，有質量彈簧的鉛直振動週

期只需要做常數項的修正即可，但若以二維的複合式運動軌跡來看，是無法只加入修正項就

可以對應我們實驗結果的軌跡。不過由模擬圖可以觀察到，確實有兩邊的斜角擺動進行互

換，只是振動的次數約為 2-3 次。 

 

 

 

彈簧擺示意圖 彈簧擺網站模擬之經過軌跡 

圖九、單一彈簧擺來回的振動軌跡(參考資料 3) 

 

而由參考資料 6(Simple Harmonic Motion)的單擺模擬結果，無質量彈簧掛重物的振盪是可

以上下振動與來回擺動進行互換(也是一種共振轉換的模擬結果)。當然，也有相關的振動轉

換關係如威爾伯福斯擺(Wilberforce pendulum)，就是一個轉動與振動互振的關係可以參考，不

過威爾伯福斯擺是有掛重物刻意去調整的，但至少自然界中，我們確實是有找到類似週期很

接近的共振轉換現象。因此，本實驗的發現在物理上是絕對合理的，只是我們還要努力找到

所對應的模擬參數。 
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威爾伯福斯擺，取自 WIKIPEDIA(參考資料 7) 

 

六、錐動擺與振動 

 

錐動擺的週期為：𝑇 = 2𝜋√
𝐿𝑐𝑚𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑔
 

 

為考慮二維以外的振動模態，我們也做了錐動擺的實驗觀察，來看我們實驗上的運動是

否會受到第三維度，也就是縱向的影響。方法就是讓錐動過程中帶入振動效果。實驗的觀察

中，可以觀察錐動擺的週期與理論接近，我們得知錐動擺中的錐擺和振動互為獨立事件。因

此也可以確定，我們的實驗若是 3 維的運動則不會產生週期一致的現象，因此本文的斜角運

動的週期現象一定要在平面觀測，也一定會是平面的運動模式。 
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伍、實驗結果與討論 

一、初步結果分析 

1、週期比較  

我們參考(陳惠玲等，民 75，李文堂，民 74)的理論公式，得知有質量彈簧的振動週期為

2𝜋√
1

3

𝑚

𝑘
，不過若我們只參考表一的彈力常數值，並依不同圈數情況下代入質量做理論值的計

算，就會與實際的有所差異。 

因此，我們的彈力常數理論值需參考表二各自伸長量對應的平均彈力常數，並比較表

三、表四、表五的實驗結果可以發現，每個彈簧的實驗週期就會非常接近，並以我們的理論

值週期的趨勢線斜率對照表二 10cm 伸長後的振動週期斜率比較。 

 
圖十、編號 1 彈簧理論週期與各式振動週期比較 

 

由圖九可知，編號 1 的彈簧在自然垂放 10、15、20、25、30、35 的圈數下，進行(1)往下

拉長 10cm 及 15cm 的垂置振盪、(2)純單擺擺動、(3)複擺(compound pendulum 混合振盪的複合

運動(斜角擺動)，可發現週期非常一致，與理論值也非常接近，而圖十中編號 2、編號 3、編

號 4、編號 5 的理論與實驗結果，也都非常接近。 
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編號 2 彈簧 編號 3 彈簧 

 
 

編號 4 彈簧 編號 5 彈簧 

圖十一、編號 2、3、4、5 彈簧理論週期與各式振動週期比較(X-Y 軸單位同圖十) 

 

  由理論振動公式2𝜋√
1

3

𝑚

𝑘
，隨圈數增加的斜率，k 值也會有不同的變化，對照實驗結

果，不同伸長量代入不同的 k 值是相當重要的，因為與實驗結果非常的吻合。 
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2、換場次數 

由表五的實驗結果，有些地方似乎不太容易解釋，這部份我們可以再花時間進行多次的

實驗來確認是否有些微小細節會影響換場的週期變化。不過整體而言，由表五可以看出左邊

與右邊的共振次數是一致的，換場過程轉的圈數也差異不大，且可以觀察到塑膠彈簧的共振

持續的次數有隨著長度而增加，金屬彈簧的共振持續的次數則比較穩定，較不隨長度有明顯

的變化。 

 

斜角共振左邊與右邊的振動次數基本上是一次的，且初步觀察到長度愈長的彈簧，斜角

共振的次數就愈高，但編號 1 彈簧在高圈數的情況下斜角共振的次數卻沒有增加，目前初步

觀察編號 1 的彈簧特別輕、短，彈力常數最小，這樣的情況似乎值得深入觀察這樣特質的彈

簧為何共振次數與長度沒有正相關的特性。 

 

表六、左邊共振↔轉換圈數↔右邊共振之次數計算 

彈簧編號 編號 1 編號 2 編號 3 編號 4 編號 5 

維持次數 左 轉換 右 左 轉換 右 左 轉換 右 左 轉換 右 左 轉換 右 

10 圈在下 3 1 3 2 1 2 3 1 3 3 1 3 1 0 1 

15 圈在下 4 6 4 2 2 2 3 3 3 3 1 3 1 1 1 

20 圈在下 5 5 5 6 6 6 6 8 6 3 3 3 3 4 3 

25 圈在下 6 7 6 6 6 6 6 8 6 3 3 3 3 4 3 

30 圈在下 6 3 6 10 14 10 7 10 7 4 4 4 4 4 4 

35 圈在下 4 2 4 14 18 14    10 10 10 4 4 4 
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二、有質量彈簧的振動週期計算 

1、有質量彈簧的振動週期計算 

 

 

彈簧原長及伸長量的關係 

圖十二、有質量彈簧的對應參數( 𝑙為坐標，𝑑為振輻) 

 

每單位質量的動能為：𝐸𝑘 =
1

2
𝑑𝑚 ∙ 𝑣(𝑙)2 

其中𝑑𝑚 = 𝜌 =
𝑚

𝐿
，(𝑚為彈簧總質量) 

設最長值為 L，可得位置 𝑥(𝑙) =
𝑙

𝐿
𝑑 ∙ cos(𝜔𝑡)  

微分得速度 𝑣(𝑙) =
𝑙𝑑

𝐿
𝜔 ∙ [−sin(𝜔𝑡)] 

最大動能𝐸𝑘𝑚𝑎𝑥 在 𝑠𝑖𝑛
2(𝜔𝑡) = 1 時最大 

∫
1

2

𝑚

𝐿
(
𝑙2

𝐿2
𝑑2𝜔2𝑠𝑖𝑛2(𝜔𝑡))

𝐿

0

𝑑𝑙 =
1

2

𝑚

𝐿3
𝑑2
𝐿3

3
𝜔2 =

1

2
𝑘𝑑2  得 𝜔2 =

3𝑘

𝑚
 

由角度速𝜔 =
2𝜋

𝑇
，得知週期 𝑇 = 2𝜋√

1

3

𝑚

𝑘
 

 

以上的計算結果與參考資料 2(陳惠玲等，民 75)的實驗結果完全穩合，也補足參考資料中

經驗公式的理論依據。 

而在參考資料 1(李文堂，民 74)中的實驗結果，對照這理論公式則是有進行常數修正的。

我們的實驗結果原先也是以總長度的平均彈力常數為基礎，但與實驗值就會有常數項的修正

量。因此，或許由我們的研究可以推測，參考資料中用的彈簧在不同長度時，彈力常數有不

同數值，這樣就可以合理的解釋這樣的現象。  
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2、有質量彈簧的單擺週期計算 

 

 

 

質心位置𝐿𝑐𝑚，𝐿為原長 彈簧自然伸長後的質量分配𝜌與坐標𝑙關係 

 

圖十三、有質量彈簧自然伸長後的質心位置， 𝐿𝑐𝑚 =
2

3
𝐿 

 

密度與長度呈正比：𝜌(𝑙) = 𝛼 ∙ 𝑙 

𝑚 = ∫ 𝛼 ∙ 𝑙 𝑑𝑙 =
1

2
𝛼𝐿2   , 得 𝛼 =

2𝑚

𝐿2

𝐿

0

 

由先前推導可知伸請長與彈力彈數質量關係 

∆𝐿 =
𝑚𝑔

𝑛𝑘
(
1

𝑛
+
2

𝑛
+⋯+

𝑛

𝑛
) =

𝑚𝑔

2𝑘
 

𝐼 = ∫𝜌(𝑙) 𝑙2 𝑑𝑙 =
2𝑚

𝐿2
∫ 𝑙3𝑑𝑙 =

2𝑚𝐿4

4𝐿2
=
𝑚𝐿2

2

2

0

 

由物理擺(compound pendulum)，或稱複擺週期公式 

設伸長量遠小於原長，可換出以質量與彈力常數表達的週期關係 

𝑇 = 2𝜋√
𝐼

𝑔𝑚𝐿𝑐𝑚
= 2𝜋√

𝑚𝐿2

2

𝑚𝑔
2
3𝐿

= 2𝜋√
3𝐿

4𝑔

𝑖𝑓𝐿0>∆𝐿
⇒     2𝜋√

3

8
× √

𝑚

𝑘
 

計算結果與複擺不同，有質量彈簧自然伸長的擺動週期，初步發現與質量還有彈力常數

是有關係的。再來，繼續比較有質量彈簧的鉛直振動週期為𝑇 = 2𝜋√
1

3

𝑚

𝑘
，可以得知兩者的週

期非常的接近2𝜋√
1

3

𝑚

𝑘
≅ 2𝜋√

3

8

𝑚

𝑘
，這應該就是複擺(compound pendulum)與鉛直簡諧產生共振運

動(本篇的斜角共振運動)的主要原因。 
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3、理想彈簧擺的數值解 

我們參考 WIKIPEDIA(參考資料 5)的無質量彈簧掛重物的彈簧擺，以 mathematica 12 寫出

參數模擬出數值解，簡單整理出隨時間變化的幾個軌跡，可以發現這樣的振動模擬是一直在

繞圈圈循環的(每次週期的路徑都不太一樣)，不過大致與網站(參考資料 6)上的結果相符。 

 
 

 

Tm=4.5 Tm=8 Tm=10 

   
Tm=15 Tm=18 Tm=20 

圖十四、自行寫參數模擬彈簧擺隨時間的軌跡記錄 

 

我們實驗的結果類似於威爾伯福斯擺，都有共振轉換的現象，因此我們可以推測，這樣

的頻率共振或許與彈簧本身並非為直線鋼體(如圖十四)，且由我們的實驗結果(如圖六)，擺動

中可觀察到運動過程中有彎曲的情況發生，或許就是在讓單擺頻率2𝜋√
3

8

𝑚

𝑘
與有質量彈簧鉛直

振動頻率2𝜋√
1

3

𝑚

𝑘
，能調整至一致而共振的結果。 

 
圖十五、真實的斜角共振情形 
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另外，在有質量彈簧複擺中，我們也觀察到過程因張力的變化，運動過程的軌跡不是圓

弧形的，主要是因為在最低點時的運動速率最快，而力圖去分析彈簧的受力情況，彈簧擺動

到最低點時張力 T 低= mg +
𝑚𝑣2

𝐿
，彈簧擺動到最高點時張力 T 高= mgcosθ，而這樣的微小差

異或許有可能也能做為週期互相協調的機制之一，也因太過微小以至於用照片無法拍出這微

弱效果。 

  

圖十六、複擺(compound pendulum)的運動分析 

 

陸、結論 

本研究發現，不同伸長量換算出來的平均彈力常數代入振動理論的週期，理論與實驗結

果非常穩合，因此各伸長量的彈力常數變化需納入實驗的考量，就能找到有質量彈簧圈的振

動模式數值。 

在有質量彈簧的複合運動中，在轉換期有如蝴蝶型(或橢圓圈)，但左右的穩定共振次數

是對稱且穩定的，這樣的共振結果我們推測多少有彎曲的情況產生，也就是說從二維的運動

軌跡來看，複擺(compound pendulum)與振動的週期接近能產生換場的共振效果。 
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附錄一、程式相關 

一、mathematica 程式碼 

 

 

彈簧擺 耦合擺 

2、Double pendulum | Chaos | Butterfly effect | Computer simulation 影片連結： 

https://www.youtube.com/watch?v=d0Z8wLLPNE0 

3、Wilberforce pendulum 影片連結：https://www.youtube.com/watch?v=UDXcYJldOYc 

 

  

https://www.youtube.com/watch?v=d0Z8wLLPNE0
https://www.youtube.com/watch?v=UDXcYJldOYc
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附錄二、未來展望與軌跡分析 

我們希望以本文章為基礎，調整出參數會有質量彈簧，且沒有掛重物的運動形態，來看

是否會有運動路徑上的差異。但就目前初步的觀察，應該還要考慮的部份還不少，因此我們

持續把各種可能都考慮進來後，希望這段時間通盤的考慮到各種情況，來調整所有可能在運

動中造成我們實驗結果的數值解。 

數值解的好處是可以解決我們無法計算的問題，但本次實驗彈簧的數值解可能還要考慮

的是我們的單擺並不是絕對的鋼體，多少都會有類似雙擺(Double Pendulum)的效果，因此，這

部份若能考慮進去，或許就能完備我們的程式有，機會解出我們實驗出來的結果，並進行實

驗與理論的相對應模擬。 

 
雙擺。取自 WIKIPEDIA(參考資料 5) 

 

雙擺的運動結果我們參考網站(參考資料 5)，把 m1/m2 的值設定成 1/3，讓他大致符合我

們實驗的質量分配，發現小角度的擺動還是接近單擺，但應該還是對整個週期有一點影響，

因此我們找到一個參數來試試耦合擺的模擬結果。 

  

我們設定的耦合擺示意圖 耦合擺模擬之經過軌跡(約 3 個週期時間) 

附圖、自行寫參數模擬耦合擺隨時間的軌跡記錄 

0.6 0.4 0.2 0.2 0.4 0.6
x

2.0

1.5

1.0

0.5

y
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由我們模擬出一條剛體及一條彈簧的耦合擺結果可知，整個運動的軌跡就複雜多了，但

也可以確定我們在多重參數下的模擬實驗是可行的。因此，我們的目標就是整合 Tracker、

Mathematica、網路資料的整合，必要時可能要考慮到側向的形變常數，不斷的修正並配合實

驗來找到模擬對應，用彈簧的基本物理性質(如彈力常數、每圈重量等等…)，可以直接計算

出這樣複雜擺動的週期公式，這樣我們可以帶入彈簧的基本量後，得到相對應的週期公式。 

不過我們初步模擬彈簧擺與一條鋼體和一條彈簧的耦合擺運動軌跡，希望可以在配合大

量也穩定正確的實驗結果下，利用電腦做模擬實驗來找出對應的週期公式。 

 

對照不同模式的擺動模擬結果(單擺、複擺、雙擺、彈簧擺、等…)，我們….. 

 



051815-評語 

【評語】051815  

本作品探討有質量彈簧的運動模式，特別是使用有質量的彈簧

圈在不掛重物情況下進行擺動及振動實驗。發現有質量彈簧的振動

週期與擺非常接近，而且同時運作的情況下會有穩定的共振運動模

式，有一些複雜的運動，作品的定量分析做得還完整，但整個系統

應可視為 3 個簡諧震盪的耦合，理論分析還可以改進。



 

 

 

 

 

 

 

 

 

作品簡報



有質量彈簧圈的複合振動與擺動



研究動機
在讀高中物理的簡諧運動單元時，

發現手邊的彈簧圈在沒有加上重物的情況下
也能振動，而且不同長度、不同彈簧間有不
同的振動週期。在仔細的觀測有質量彈簧的
鉛直運動後，無意間發現配合小角度的擺動
有很特殊的共振模式，我請教老師也查了資
料，確定並沒有相關的發現與研究。

彈簧cm 編號1 編號2 編號3 編號4 編號5

彈簧圈數 40 73 42 40 98

直徑(cm) 6.7 6.8 11.7 7.6 5.6

重量(gw) 41.9 133.3 381.49 117.61 202.73

每圈的重量(gw) 1.05 1.83 9.08 2.94 2.07

原長(cm) 6.5 15 14.2 9 6.7

自然長度(cm) 127 272 257 99 153.7

彈力常數 
(kgw/m)

0.17 0.26 0.79 0.65 0.69

 

 

編號 1 編號 2 

  

編號 3 編號 4 

 
 

編號 5 所有彈簧 

 



研究結果
 (kgw/m) 編號1 編號2 編號3 編號4 編號5

10圈在下 0.49 1.52 2.35 1.81 5.8

15 圈在下 0.41 1.31 1.92 1.36 3.79

20圈在下 0.26 0.96 1.33 1.04 2.79

25 圈在下 0.25 0.77 1.19 0.85 2.32

30 圈在下 0.2 0.66 0.95 0.74 2.03

35 圈在下 0.19 0.55 0.86 0.65 1.76



有質量彈簧單擺與振動的穩定態複合運動
(斜角擺動)



實驗結果與討論



  

編號 2 彈簧 編號 3 彈簧 

 
 

編號 4 彈簧 編號 5 彈簧 

 

每單位質量的動能為：𝐸𝐸𝑘𝑘 = 1
2
𝑑𝑑𝑑𝑑 � 𝑣𝑣 𝑙𝑙 2

其中𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝜌𝜌 = 𝑚𝑚
𝐿𝐿
，(𝑚𝑚為彈簧總質量)

設最長值為L，可得位置 𝑥𝑥 𝑙𝑙 = 𝑙𝑙
𝐿𝐿
𝑑𝑑 � cos 𝜔𝜔𝜔𝜔

微分得速度 𝑣𝑣 𝑙𝑙 =
𝑙𝑙𝑙𝑙
𝐿𝐿
𝜔𝜔 � [−sin(𝜔𝜔𝜔𝜔)]

最大動能𝐸𝐸𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 在 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝜔𝜔𝜔𝜔 = 1 時最大

∫0
𝐿𝐿 1
2
𝑚𝑚
𝐿𝐿

(𝑙𝑙
2

𝐿𝐿2
𝑑𝑑2𝜔𝜔2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝜔𝜔𝜔𝜔 ) 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1

2
𝑚𝑚
𝐿𝐿3
𝑑𝑑2 𝐿𝐿

3

3
𝜔𝜔2 =

1
2
𝑘𝑘𝑑𝑑2 得 𝜔𝜔2 = 3𝑘𝑘

𝑚𝑚
。由角度速𝜔𝜔 = 2𝜋𝜋

𝑇𝑇
，得知週期

𝑇𝑇 = 2𝜋𝜋 1
3
𝑚𝑚
𝑘𝑘

振動理論公式

複擺理論公式

𝑇𝑇 = 2𝜋𝜋
3
8
𝑚𝑚
𝑘𝑘
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換場次數

彈簧編號 編號 1 編號 2 編號 3 編號 4 編號 5 

維持次數 左 轉換 右 左 轉換 右 左 轉換 右 左 轉換 右 左 轉換 右 

10 圈在下 3 1 3 2 1 2 3 1 3 3 1 3 1 0 1 

15 圈在下 4 6 4 2 2 2 3 3 3 3 1 3 1 1 1 

20 圈在下 5 5 5 6 6 6 6 8 6 3 3 3 3 4 3 

25 圈在下 6 7 6 6 6 6 6 8 6 3 3 3 3 4 3 

30 圈在下 6 3 6 10 14 10 7 10 7 4 4 4 4 4 4 

35 圈在下 4 2 4 14 18 14    10 10 10 4 4 4 

 

 
 

 

Tm=4.5 Tm=8 Tm=10 

   
Tm=15 Tm=18 Tm=20 
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真實的斜角共振情形 實際的小角度擺動 擺動的力學圖



結論

本研究發現，不同伸長量換算出來的平均彈力常數代入振動
理論的週期，理論與實驗結果非常穩合，因此各伸長量的彈力常
數變化需納入實驗的考量，就能找到有質量彈簧圈的振動模式數
值。

在有質量彈簧的複合運動中，在轉換期有如蝴蝶型(或橢圓
圈)，但左右的穩定共振次數是對稱且穩定的，這樣的共振結果
我們推測多少有彎曲的情況產生，也就是說從二維的運動軌跡來
看，複擺(類單擺)與振動的週期接近能產生換場的共振效果。
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