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摘要 

本研究由柏拉圖立體疊合體出發，分解其結構為旋轉軸與單一柏拉圖立體，接著利用幾

何推論以及向量證明在柏拉圖立體中存在的旋轉軸，並命名為 𝑛 重軸。在了解旋轉軸存在於

柏拉圖立體中的情形與其分布位置後嘗試利用 SketchUp 軟體將柏拉圖立體圖形以特定旋轉

軸旋轉複製形成正多面體疊合體，本研究藉由柏拉圖立體所形成的相異疊合體型態，進而發

現其對稱特性與對稱面存在的共同性，並推導出疊合體其對稱面總數之通式。 

壹、前言 

一、研究動機 

在一次學校開設的 SketchUp 軟體研習中，由授課講師林義強老師給予的講義中關於疊

合體的特殊結構與其製作方法發想，期望找出各種疊合體製作的基礎規則，因此在課後自行

操作軟體製作疊合體並探討背後隱藏的數學性質。 

二、研究目的 

(一) 探討在柏拉圖立體中存在的旋轉軸種類與數量。 

(二) 探討以特定旋轉軸為法向量時，以平面上等分角度旋轉形成之疊合體數量。 

(三) 探討研究(二)中疊合體之對稱面個數。 

貳、研究設備及器材 

一、硬體：紙、筆、電腦。 

二、軟體：SketchUp (3D 繪圖軟體)、AMA (Activate Mind and Attention)。 
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參、研究過程與方法 

一、研究流程 

 

二、名詞定義 

(一) SketchUp 空間中三個軸向，實線為正，虛線為負。 

1. 𝑥 軸：紅色軸。 

2. 𝑦 軸：綠色軸。 

3. 𝑧 軸：藍色軸。 

(二) 疊合體：是數個在空間中互相交錯疊合而成的形體，由本身與幾個多面體共享的一 

個共同幾何中心的多面體。 

1. 正多面體：柏拉圖多面體。 

2. 正多面體疊合體：是一個共心的對稱正多面體疊合體。 
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(三) 鏡面對稱：一物件和其變換的像為不可分時，即稱此為鏡面對稱。 

(四) 模型框架：正立方體模型放大 1.5 倍後的正立方體稜線。 

(五) 正多面體中的 𝑛 重軸：一立體模型以此軸為旋轉軸，旋轉 
1

𝑛
 圈 ，即 

360°

𝑛
 ，與原立

體模型重合，稱此軸為正多面體中的 𝑛 重軸。 

三、研究主題： 

(一) 利用幾何推論在柏拉圖立體中存在的旋轉軸。 

1. 旋轉軸存在特性： 

(1) 通過幾何中心 𝑂 點。 

(2) 以旋轉軸作法向量的平面，與柏拉圖立體之表面相交可能為點或線，同一平面 

上的點或線皆與法向量等距。 

(3) 柏拉圖立體中存在三種立體面：正三角形、正方形、正五邊形。 

(4) 柏拉圖立體中與頂點相接的面有三種情形：頂點交於三面、頂點交於四面、頂 

點交於五面。 

2. 根據上述特性可知， 𝑛 重軸與柏拉圖立體相交有五種情形： 

(1) 有一面上與軸交於一點，如圖(一)。 

 

圖(一) 
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(2) 有一邊與軸交於一點，如圖(二)。 

(3) 有三邊與軸交於一點，如圖(三)。 

(4) 有四邊與軸交於一點，如圖(四)。 

(5) 有五邊與軸交於一點，如圖(五)。 

                    

      圖(二)           圖(三)             圖(四)             圖(五) 

3. 設交點為 𝑃，則 𝑂𝑃⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ 為旋轉軸。通過交點 𝑃，作一平面 𝐸 垂直 𝑂𝑃⃑⃑ ⃑⃑  ⃑。 

(1) 將與 𝑃 點相交的邊投影至平面 𝐸 上，則平面 𝐸 有以下 7 種情形： 

                      

圖(六)         圖(七)            圖(八) 

                  

         圖(九)             圖(十)               圖(十一)           圖(十二) 
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(2) 分析上述平面上向量，可以發現圖(九)中單一直線向量經過旋轉 180°可以與原 

向量重合，因此該軸為二重軸；圖(六)與圖(十)中單一直線向量經過旋轉 120° 

可以與原向量重合，因此該軸為三重軸；圖(七)與圖(十一) 中單一直線向量經 

過旋轉 90°可以與原向量重合，因此該軸為四重軸；圖(八)與圖(十二)中單一直 

線向量經過旋轉 72°可以與原向量重合，因此該軸為五重軸。 

(3) 承 (2)，得證柏拉圖立體中旋轉軸存在二、三、四、五重軸。 

4. 柏拉圖立體中： 

(1) 觀察正四面體，立體與旋轉軸可能存在交點情況有圖(一)、圖(二)，由研究(一) 

之 3.可知向量平移後存在圖(六)、圖(九) 、圖(十)，推得存在二重軸、三重軸 

，四重軸和五重軸不存在。 

(2) 觀察正六面體，立體與旋轉軸可能存在交點情況有圖(一)、圖(二)、圖(三)，由 

研究(一)之 3.可知向量平移後存在圖(七)、圖(九)、圖(十)，推得存在二重軸、 

三重軸、四重軸，而五重軸不存在。 

(3) 觀察正八面體，立體與旋轉軸可能存在交點情況有圖(一)、圖(二)、圖(四)，由 

研究(一)之 3.可知向量平移後存在圖(六)、圖(九)、圖(十一)，推得存在二重軸 
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、三重軸、四重軸，而五重軸不存在。 

(4) 觀察正十二面體，立體與旋轉軸可能存在交點情況有圖(一)、圖(二)、圖(三)， 

由研究(一)之 3.可知向量平移後存在圖(八)、圖(九)、圖(十)，推得存在二重軸、 

三重軸、五重軸，而四重軸不存在。 

(5) 觀察正二十面體，立體與旋轉軸可能存在交點情況有圖(一)、圖(二)、圖(五)， 

由研究(一)之 3.可知向量平移後存在圖(六)、圖(九)、圖(十二)，推得存在二重 

軸、三重軸、五重軸，而四重軸不存在。 

正四面體

圖(十三) 

正六面體

圖(十四) 

紅色虛線為二重軸 

藍色虛線為三重軸 

紫色虛線為四重軸 

橘色虛線為五重軸 

正八面體 

圖(十五) 

正十二面體 

圖(十六) 

正二十面體

圖(十七) 

表(一) 柏拉圖立體中存在的旋轉軸 

 



7 

旋轉軸 

柏拉 

圖立體 

二重軸 三重軸 四重軸 五重軸 

正四面體 
對稜中點連線 

3 組 

頂點與對面中心連線 

4 組 

不存在 不存在 

正六面體 
對稜中點連線 

6 組 

對角頂點連線 

4 組 

對面中心點連線 

3 組 
不存在 

正八面體 
稜線中點連線 

6 組 

對面中心點連線 

4 組 

對角頂點連線 

3 組 
不存在 

正十二面體 
稜線中點連線 

15 組 

對角頂點連線 

10 組 
不存在 

對面中心點連線 

6 組 

正二十面體 
稜線中點連線 

15 組 

對面中心點連線 

10 組 
不存在 

對角頂點連線 

6 組 

表(二) 柏拉圖立體中存在旋轉軸 

(二) 利用向量證明在柏拉圖立體中存在的旋轉軸： 

以下證明為選定柏拉圖立體中任一存在之旋轉軸為代表。 

(設黃金比例 φ =
√5+1

2
) 
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1. 向量證明的通則： 

(1) 選定柏拉圖立體所有邊長的投影面。 

(2) 利用存在於投影面上的兩向量與選定旋轉軸垂直的特性。 

(3) 證明選定的旋轉軸即為該投影面的法向量。 

(4) 計算兩向量的旋轉夾角。 

(5) 根據名詞定義(五)證明選定的旋轉軸為正多面體中的 𝑛 重軸， 並求得𝑛值。 

2. 二重軸 

正四面體                               

                                       

圖(十八) 

(1) 將正四面體所有邊長投影至 𝐴𝐵𝐶𝐷 平面，因為 𝑀𝑁 ⊥ 𝐴𝐵 又 𝑀𝑁 ⊥ 𝐴𝐶，故平面 𝐴𝐵𝐶𝐷 

上通過點 𝑀 的法向量為 𝑀𝑁⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑，設 𝑀𝐷⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑   與 𝑀𝐵⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑   的夾角為 𝜃1，因為 
𝑀𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ 𝑀𝐵⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑ 

|𝑀𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑|| 𝑀𝐵⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑|
=

 
(1,1,0) ∙ (−1,−1,0)

√2×√2
= −1，得𝜃1 = 180°，根據名詞定義(五)，正四面體以𝑀𝑁⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑為旋轉軸旋轉

 180° 即可與原正四面體重合，所以  𝑀𝑁⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑為正四面體的二重軸。 

(2) 其他柏拉圖立體之二重軸向量證明皆以上述(1)類推。 
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正六面體                             

                                                                        

圖(十九) 

正八面體                                       

                                             

圖(二十)  

正十二面體                                   

                                           

圖(二十一) 



10 

正二十面體                                       

                                               

圖(二十二) 

 

3. 三重軸 

正四面體                            

                                  

圖(二十三) 

(1) N 為FG̅̅̅̅ 中點 𝑁𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ = (1,1,2)、|𝑁𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ | = √6、𝑁𝐵⃑⃑⃑⃑⃑⃑ = (−1,−1,2)， 

故 𝑁𝐵⃑⃑⃑⃑⃑⃑  在  𝑁𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ 上的正射影 = (
𝑁𝐵⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ∙ 𝑁𝐷⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑   

|𝑁𝐷⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑   |
2 )𝑁𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ =

2

6
(1,1,2) = (

1

3
,
1

3
,
2

3
)， 

所以 𝑃座標為(0,0, −1) + (
1

3
,
1

3
,
2

3
) = (

1

3
,
1

3
,
−1

3
)， 
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𝑃𝐺⃑⃑⃑⃑  ⃑ = (
2

3
, −

4

3
, −

2

3
)、𝑃𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ = (−

4

3
, −

4

3
,
4

3
)，可得𝑃𝐺 ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ∙  𝑃𝐵⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = 0， 

故 𝑃𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ ⊥ 𝑃𝐺⃑⃑⃑⃑  ⃑又𝑃𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ 垂直 𝑃𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ， 

所以平面 𝐷𝐹𝐺過點 𝐵 的法向量為 𝐵𝑃⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ， 

將正四面體所有邊長投影至 𝐷𝐹𝐺 平面， 

設 𝑃𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ 與  𝑃𝐺⃑⃑⃑⃑  ⃑ 的夾角為 𝜃2， 

因為  
𝑃𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ∙   𝑃𝐺⃑⃑⃑⃑  ⃑

|𝑃𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑   ||𝑃𝐺⃑⃑⃑⃑  ⃑|
=  

(
2

3
,
2

3
,
4

3
) ∙ (

2

3
,−

4

3
,−

2

3
)

2√6

3
×

2√6

3

= −
1

2
 ，所以 𝜃2 = 120°， 

故正四面體以旋轉軸旋轉 120° 即可與原正四面體重合， 

所以 𝐺𝐵⃡⃑⃑⃑  ⃑ 為正四面體的三重軸。 

(2) 其他柏拉圖立體之三重軸向量證明皆以上述(1)類推。 

正六面體                                     

                                             

圖(二十四) 
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正八面體                                           

                                             

圖(二十五) 

正十二面體            

                    

圖(二十六) 

正二十面體                                        

                                                

圖(二十七) 
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4. 四重軸 

正六面體                                     

                                               

圖(二十八) 

(1) 將正六面體所有邊長投影至 𝐸𝐹𝐺𝐻平面， 

因為 𝐼𝐽⃑⃑⃑  = (0,0, −2)，𝐸𝐺⃑⃑⃑⃑  ⃑ = (2,0,0)，𝐻𝐹⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = (0, −2,0)， 

𝐼𝐽⃑⃑⃑  ∙ 𝐸𝐺⃑⃑⃑⃑  ⃑ = 0，𝐼𝐽⃑⃑⃑  ⊥ 𝐸𝐺⃑⃑⃑⃑  ⃑，𝐼𝐽⃑⃑⃑  ⋅ 𝐻𝐹⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = 0，𝐼𝐽⃑⃑⃑  ⊥ 𝐻𝐹⃑⃑ ⃑⃑  ⃑， 

故平面 𝐸𝐹𝐺𝐻上通過點 𝐽 的法向量為 𝐼𝐽⃑⃑⃑  ，設 𝐽𝐹⃑⃑⃑⃑   與 𝐽𝐻⃑⃑⃑⃑  的夾角為 𝜃3， 

因為
𝐽𝐹⃑⃑⃑⃑ ∙ 𝐽𝐻⃑⃑⃑⃑ 

|𝐽𝐹⃑⃑⃑⃑ ||𝐽𝐻⃑⃑⃑⃑ |
=  

(−1,−1,0) ∙ (1, −1,0)

√2 × √2
= 0，所以 𝜃3 = 90°， 

故正六面體以 𝐼𝐽⃑⃑⃑  為旋轉軸，旋轉 90°即可與原正六面體重合， 

故 𝐼𝐽⃑⃑⃑  為正六面體的四重軸。 

(2) 拉圖立體之四重軸向量證明皆以上述(1)類推。 
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正八面體                                                    

                                                                               

圖(二十九) 

 

5. 五重軸  

正十二面體                                         

                                                      

圖(三十) 

(1) 因為平面𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸、平面𝐹𝐺𝐻𝐼𝐽與𝑥𝑦平面平行， 

又因為 𝐾𝐴⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = (1, sin 36° , 0)、𝐾𝐵⃑⃑⃑⃑⃑⃑ = (1, −sin 36° , 0)、 

𝐾𝐿⃑⃑⃑⃑  ⃑ = (0,0, −2φ)、𝐿𝐼⃑⃑  ⃑ = (−1,−sin 36° , 0)、𝐿𝐽⃑⃑  ⃑ = (−1, sin 36° , 0)，  
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𝐾𝐴⃑⃑ ⃑⃑  ⃑  ∙  𝐾𝐿⃑⃑⃑⃑  ⃑ = 0 且 𝐾𝐵⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ∙  𝐾𝐿⃑⃑⃑⃑  ⃑ = 0 且 𝐿𝐼⃑⃑  ⃑  ∙  𝐾𝐿⃑⃑⃑⃑  ⃑ = 0 且 𝐿𝐽⃑⃑  ⃑  ∙  𝐾𝐿⃑⃑⃑⃑  ⃑ = 0， 

所以 𝐾𝐴⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ⊥ 𝐾𝐿⃑⃑⃑⃑  ⃑ 且 𝐾𝐵⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ⊥ 𝐾𝐿⃑⃑⃑⃑  ⃑ 且 𝐿𝐼⃑⃑  ⃑ ⊥ 𝐾𝐿⃑⃑⃑⃑  ⃑ 且 𝐿𝐽⃑⃑  ⃑ ⊥ 𝐾𝐿⃑⃑⃑⃑  ⃑， 

故通過平面𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸上的 𝐾點的法向量為𝐾𝐿⃑⃑⃑⃑  ⃑， 

所以設𝐾𝐴⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ 與 𝐾𝐵⃑⃑⃑⃑⃑⃑  的夾角為 θ11， 

因為
𝐾𝐵⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ∙ 𝐾𝐴⃑⃑ ⃑⃑  ⃑

|𝐾𝐵⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ||𝐾𝐴⃑⃑ ⃑⃑  ⃑|
=  

(1, − sin 36° , 0)  ∙  (1, sin 36° , 0)

√12 + sin2 36° × √12 + sin2 36°
=

√5 − 1

4
， 

故 θ11 = 72°， 

所以正十二面體以 𝐾𝐿⃡⃑⃑⃑  ⃑ 為旋轉軸， 

旋轉 72°即可與原正十二面體重合， 

故 𝐾𝐿⃡⃑⃑⃑  ⃑ 為正十二面體的五重軸。 

(2) 其他柏拉圖立體之四重軸向量證明皆以上述(1)類推。 

正二十面體                                

                                             

圖(三十一) 
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(三) 探討以特定旋轉軸為法向量時，以平面上等分角度旋轉所形成之疊合體數量。 

承疊合體定義與研究(一)，我們了解到以旋轉軸為法向量旋轉可得到若干種疊合體，相

當於尋找以旋轉軸為中心，將柏拉圖立體旋轉不同次數。承續研究(一)、(二)，可知以𝑛重軸

為法向量作一平面，則該柏拉圖立體稜線正射影至平面時，稜線間依據 n 重軸 𝑛 值不同而有

不同夾角：二重軸、三重軸、四重軸與五重軸分別對應180°、120°、90°、72°。因此當我們

期望找到具有最多對稱面的單一重軸旋轉之疊合體，若將指定重軸下的對應角度作等分，便

可得到所求。在立體狀況下這樣的想法是抽象的，不妨先以平面視角思考問題： 

                                                             

圖(三十二) 

以上圖為例，以正四面體三重軸𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑為例，當𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑為法向量時，設想我們由𝐴點看向𝐵

點，可以發現如下圖： 

                                                    

圖(三十三) 

我們期望在旋轉一次的情況下製成最多對稱軸的方法便是以 A 點為中心旋轉60°，

如下： 
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圖(三十四) 

由此我們可以推知將正六面體以三重軸為中心旋轉60°後與原正六面體疊合可得到

同樣以三重軸為中心旋轉且限制兩個正六面體疊合下最多的對稱面，以此我們知道當依

各重軸之對應角度等分則有特定數量限制下最多的對稱面，我們將角度設為𝜃，𝑚是疊

合數量(含初始模型)，𝑛是等分角度，有式如下： 

𝜃 = 𝑚 ∙ 𝑛°, 𝑚, 𝑛 ∈ 𝑁 

設𝐶為一組因數，且此組兩因數積等於𝜃，則𝐶即為一種指定數量下旋轉等分角度之

疊合體種類。以此可推算出以二重軸、三重軸、四重軸與五重軸為中心旋轉下，𝐶分別

有 18 種組合、16 種組合、12 種組合與 12 種組合。 

(四) 探討疊合體其對稱面的個數 

1. 研究綱要： 

在柏拉圖多面體中，令任一多面體形成𝑡疊合 (𝑡 ≥ 2且𝑡 ∈ 𝑁)，探討 𝑡 疊合根據不 

同旋轉軸產生的疊合體其對稱面的個數。 

2. 研究方法： 

藉由繪製疊合體俯視圖所見的平面，證明平面其分割角度推廣至立體後疊合體對 

稱面數量關係，並進一步推得通式。 
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3. 證明： 

承研究(一)中將平面上的向量平移後的情形，我們知道二重軸、三重軸、四重軸與 

五重軸的存在，以旋轉軸為中心，柏拉圖立體通過旋轉特定角度後疊合產生的疊合 

體從平面上觀察帶有對稱性。 

(1) 以平面上軸心為二重軸為例，若進行二疊合，即向量複製後旋轉 90°，      

如圖(三十五)所示。 

                                             

圖(三十五) 

則平面上觀察可以發現該圖存在對稱軸有 4 條推知𝑡疊合下，對稱軸存在 2𝑡

條，推廣至立體中，設二重軸為𝑧軸，幾何中心為原點，則柏拉圖立體以𝑥𝑦平

面為鏡面對稱(正四面體除外)，故以二重軸旋轉的𝑡疊合(正四面體除外)存在對

稱面共有：2𝑡 + 1，而正四面體𝑡疊合(𝑡 = 2𝑘 + 1, 𝑘 ≥ 1且𝑘 ∈ N)有存在對稱

面：2𝑡，在正四面體𝑡疊合(𝑡 = 2𝑘, 𝑘 ≥ 1且𝑘 ∈ N)下，疊合體存在以𝑥𝑦平面為

鏡面對稱，對稱面有：2𝑡 + 1。 

(2) 再觀察三重軸，若進行二疊合，即向量複製後旋轉 60°，                  

如圖(三十六)所示。 

                                             

圖(三十六) 
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則平面上觀察可以發現該圖存在對稱軸有 6 條。推知 𝑡 疊合下，對稱軸存在3𝑡 

條，推廣至立體中，設三重軸為z軸，幾何中心為原點，則柏拉圖立體以𝑥𝑦平面

在𝑡疊合(𝑡 = 2𝑘 + 1, 𝑘 ≥ 1且𝑘 ∈ 𝑁)時不存在鏡面對稱，故以三重軸旋轉的𝑡疊合存

在對稱面：3𝑡，但柏拉圖立體(正四面體以外)在𝑡疊合(𝑡 = 2𝑘, 𝑘 ≥ 1且𝑘 ∈ 𝑁)下，

疊合體存在以𝑥𝑦平面為鏡面對稱，則對稱面有：3𝑡 + 1。 

(3) 再觀察四重軸，若進行二疊合，即向量複製後旋轉 45°，                    

如圖(三十七)所示。 

                                 

圖(三十七) 

則平面上觀察可以發現該圖存在對稱軸有 8 條。推知𝑡疊合下，對稱軸存在4𝑡 

條，推廣至立體中，設四重軸為𝑧軸，幾何中心為原點，則柏拉圖立體以𝑥𝑦平面

為鏡面對稱，故以四重軸旋轉的𝑡疊合存在對稱面共有：4𝑡 + 1。 

(4) 再觀察五重軸，若進行二疊合，即向量複製後旋轉 36°，                   

如圖(三十八)所示。 

                                

圖(三十八) 
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則平面上觀察可以發現該圖存在對稱軸有10條，推知 𝑡疊合下，對稱軸存在 5𝑡

條，推廣至立體中，設五重軸為𝑧軸，幾何中心為原點，以𝑥𝑦平面在𝑡疊合(𝑡 =

2𝑘 + 1, 𝑘 ≥ 1且𝑘 ∈ N)時不存在鏡面對稱，故以五重軸旋轉的𝑡疊合存在對稱

面：5𝑡，但在𝑡疊合(𝑡 = 2𝑘, 𝑘 ≥ 1且𝑘 ∈ N)下，疊合體存在𝑥𝑦平面為鏡面對稱，

則對稱面有：5𝑡 + 1。 

 

肆、研究結果 

下表(三)為以 sketchup 製作的柏拉圖立體 3 疊合，表中註明該疊合體以幾重軸旋轉。 

正四面體 

 

二重軸 

 

三重軸 

 

正六面體 

 

二重軸 

 

三重軸 

 

四重軸 
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正八面體 

 
二重軸 

 
三重軸 

 
四重軸 

正十二面體 

 

二重軸 

 

三重軸 

 

五重軸 

正二十面體 

 
二重軸 

 
三重軸 

 

五重軸 

表(三) SketchUp 製作的柏拉圖立體三疊合 
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伍、結論與未來展望 

我們由以上探討過程中，統整出以下三種發現： 

一、柏拉圖立體因為形態上的差別而各自存在不同旋轉軸，其存在之旋轉軸與數量如表(一) 

二、正多面體疊合體存在鏡面對稱性，以限定正多面體數量下去疊合出最多對稱面為目標， 

可得到旋轉角度與疊合數量組合分別為二重軸 18 種組合、三重軸 16 種組合、四重軸 

12 種組合與五重軸 12 種組合。 

三、承續研究(四)之正多面體𝑡疊合 (𝑡 ≥ 2 且𝑡 ∈ N)存在之對稱面有通式如下： 

(一) 二重軸之正多面體𝑡疊合(正四面體除外)：2𝑡 + 1， 

正四面體𝑡疊合(𝑡 = 2𝑘 + 1, 𝑘 ≥ 1且𝑘 ∈ N)：2𝑡， 

正四面體𝑡疊合(𝑡 = 2𝑘, 𝑘 ≥ 1且𝑘 ∈ N)下：2𝑡 + 1。 

(二) 三重軸之正多面體𝑡疊合(𝑡 = 2𝑘 + 1, 𝑘 ≥ 1且𝑘 ∈ N)：3𝑡； 

除正四面體外，正多面體𝑡疊合(𝑡 = 2𝑘, 𝑘 ≥ 1且𝑘 ∈ N)下：3𝑡 + 1。 

(三) 四重軸之正多面體𝑡疊合：4𝑡 + 1。 

(四) 五重軸之正多面體 𝑡 疊合(𝑡 = 2𝑘 + 1, 𝑘 ≥ 1且𝑘 ∈ N)：5𝑡； 

正多面體 𝑡 疊合(𝑡 = 2𝑘, 𝑘 ≥ 1且𝑘 ∈ N)下：5𝑡 + 1。 

四、經過這次對於正多面體疊合體的探究，我們從疊合體有趣的結構找出重要的兩項基礎： 
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軸與旋轉之正多面體，然而疊合體仍存在由兩個以上旋轉軸做不同角度旋轉形成的對稱

疊合體，含有許多值得深入探究的數學性質和藝術價值。接下來我們透過三個面向：柏

拉圖立體(初始模型)、模型框架、旋轉軸去分析與思考柏拉圖立體疊合體的結構，嘗試

繪製更多樣化的對稱性質疊合體： 

 

(一) 柏拉圖立體初始模型：分為正四面體、正六面體、正八面體、正十二面體與正二 

十面體，且初始模型考慮在空間中的方向位置。 

(二) 模型框架：分為正四面體稜線、正六面體稜線、正八面體稜線、正十二面體稜線 

與正二十面體稜線，各稜線皆為同一種類柏拉圖立體放大 1.5 倍。 

(三) 旋轉軸：旋轉軸分為柏拉圖立體初始模型與模型框架對應之旋轉軸。 

五、參考資料並以此發想，我們整理出四種柏拉圖立體初始模型+模型框架如表(四)： 

正四面體 

+ 

正十二面體稜線 

正六面體 

+ 

正六面體稜線 

正六面體 

+ 

正十二面體稜線 

正八面體 

+ 

正十二面體稜線 

    

表(四) 柏拉圖立體初始模型+模型框架 
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依據這上述四種框架，我們製作四種類型的疊合體： 

(一) 正四面體+正十二面體稜線 

正四面體五疊合 

 

SketchUp 製作步驟 

1.載入(正四面體+正十二面體稜線) 

2.旋轉複製(正四面體,  𝑧軸, 72°) *4 

旋轉軸 

1.五重軸(𝑧軸) 

正四面體十疊合 

 

             

重合 3 重軸 

SketchUp 製作步驟 

1. 載入(正四面體+正十二面體稜線) 

2. 旋轉複製(正四面體, 重合 3 重軸, 60°) 

3. 旋轉複製(正四面體*2,  z軸, 72°) *4 

旋轉軸 

1.稜線與初始模型之重合三重軸(重合三重軸) 

2.五重軸(z軸) 
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(二) 正六面體+正六面體稜線 

正六面體三疊合 

 

SketchUp 製作步驟 

1. 載入(正六面體+正六面體稜線) 

2. 旋轉(正六面體實體,  𝑧軸, 45°) 

3. 旋轉複製(正六面體實體, 三重軸, 120°)*2 

旋轉軸 

1. 四重軸(𝑧軸) 

2. 三重軸(三重軸) 

正六面體四疊合 

 

SketchUp 製作步驟 

1. 載入(正六面體+正六面體稜線) 

2. 旋轉(正六面體實體, 三重軸, 60°) 

3. 旋轉複製(正六面體實體,  𝑧軸, 90°)*3 

旋轉軸 

1. 三重軸(三重軸) 

2. 四重軸(𝑧軸) 

正六面體五疊合 1 

 

SketchUp 製作步驟 

1. 載入(正六面體+正六面體稜線) 

2. 旋轉複製(正六面體實體, 三重軸, 60°) 

3. 旋轉複製(正六面體實體, 𝑧軸, 90°)*3 

旋轉軸 

1. 三重軸(三重軸) 

2. 四重軸(𝑧軸) 

file:///C:/Users/88692/Downloads/n疊合/正立方體稜線/三疊合/正立方體三疊合.skp
file:///C:/Users/88692/Downloads/n疊合/正立方體稜線/四疊合/正立方體四疊合.skp
file:///C:/Users/88692/Downloads/n疊合/正立方體稜線/五疊合/正立方體五疊合2.skp
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正六面體五疊合 2 

 

SketchUp 製作步驟 

1. 載入(正六面體+正六面體稜線) 

2. 旋轉(正六面體實體, 二重軸, 90°) 

3. 旋轉複製(正六面體實體, 𝑧軸, 90°)*3 

旋轉軸 

1. 二重軸(二重軸)     2. 四重軸(𝑧軸) 

正六面體六疊合 

 

SketchUp 製作步驟 

1. 載入(正六面體+正六面體稜線) 

2. 旋轉(正六面體實體, 𝑧軸, 45°) 

3. 旋轉複製(正六面體實體, 𝑥軸, 45°) *3 

4. 旋轉複製(正六面體實體, 𝑦軸, 90°) 

5. 旋轉複製(正六面體實體, 𝑦軸, 270°) 

旋轉軸 

1. 四重軸(𝑧軸, 𝑥軸, 𝑦軸, 𝑦軸) 

正六面體七疊合 

 

SketchUp 製作步驟 

1. 載入(正六面體+正六面體稜線) 

2. 旋轉複製(正六面體實體, 𝑧軸, 45°) 

3. 旋轉複製(正六面體實體, 𝑥軸, 45°) *3 

4. 旋轉複製(正六面體實體, 𝑦軸, 90°) 

5. 旋轉複製(正六面體實體, 𝑦軸, 270°) 

旋轉軸 

1. 四重軸(𝑧軸, 𝑥軸, 𝑦軸, 𝑦軸) 

file:///C:/Users/88692/Downloads/n疊合/正立方體稜線/五疊合/正立方體五疊合(正立方體稜線)1.skp
file:///C:/Users/88692/Downloads/n疊合/正立方體稜線/六疊合/正立方體六疊合.skp
file:///C:/Users/88692/Downloads/n疊合/正立方體稜線/七疊合/正立方體七疊合.skp
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(三)正六面體+正十二面體稜線 

正六面體五疊合 3 

 

SketchUp 製作步驟 

1. 載入(正六面體+正十二面體稜線) 

2. 旋轉複製(正六面體實體, 𝑧軸,72°) *4 

旋轉軸 

1. 五重軸(𝑧軸) 

正六面體十疊合 1 

 

                      

重合 3 重軸 

SketchUp 製作步驟 

1. 載入(正六面體+正十二面體稜線) 

2. 旋轉(正六面體實體,重合三重軸,A,B) 

3. 旋轉複製(正六面體實體,二重軸,180°) 

4. 旋轉複製(正六面體實體*2, z軸,72°)*4 

A(基準點)：立方體上與 3 重軸相鄰的頂點 

B(目標點)：12 面體稜線上的相鄰頂點 

旋轉軸 

1. 稜線與初始模型之重合三重軸(重合三重軸) 

2. 二重軸(二重軸) 

3. 五重軸(𝑧軸) 

file:///C:/Users/88692/Downloads/n疊合/正十二面體稜線/五疊合/正立方體五疊合.skp
file:///C:/Users/88692/Downloads/n疊合/正十二面體稜線/十疊合/正立方體十疊合1.skp
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正六面體十疊合 2 

 

SketchUp 製作步驟 

1. 載入(正六面體+正十二面體稜線) 

2. 旋轉(正六面體實體,重合三重軸,A,M) 

3. 旋轉複製(正六面體實體,二重軸,180°) 

4. 旋轉複製(正六面體實體*2, 𝑧軸,72°)*4 

A(基準點)：立方體上與 3 重軸相鄰的頂點 

M(目標點)：12 面體稜線上的相鄰五邊形對邊中

點 

旋轉軸 

1. 稜線與初始模型之重合三重軸(重合三重軸) 

2. 二重軸(二重軸) 

3. 五重軸(z軸) 

(四)正八面體+正十二面體稜線 

正八面體五疊合 

 

SketchUp 製作步驟 

1. 載入(正八面體+正十二面體稜線) 

2. 旋轉複製(正八面體, z軸,72°)*4 

旋轉軸 

1. 五重軸(z軸) 

 

file:///C:/Users/88692/Downloads/n疊合/正十二面體稜線/十疊合/正立方體十疊合2.skp
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綜合上述，我們發現疊合體可隨初始模型狀態與模型框架而發生差異，也涉及旋轉軸的

選定，產生之疊合體可有均勻對稱之性質，含有許多值得深入探究的數學性質和藝術價值，

我們期望未來可以針對在不同角度下的原模型作旋轉複製獲得之疊合體在三維空間中的不同

型態作分析研究，進一步尋找其規則性，並嘗試創作更加複雜的均勻對稱正多面體疊合體。 

陸、參考資料 

【研習講義】林義強 ( 2021年12月1日)。使用 SketchUp 繪製多面體模型講義 

(SketchUp approach for Polycube&Polyhedral models)。高雄：高雄市立高雄女子高級中學 

【課本】許志農 (109年9月初版)。108 課綱龍騰數學課本 4A。台北：國立臺灣師範大學 



050416-評語 

【評語】050416  

本作品由柏拉圖多面體出發，討論他們的對軸，對於各種對稱

給予相當具體清楚的描述，雖然這部分的工作算是古典已知的結

果，但是作者將其完整清楚的利用現今的高中數學工具呈現，也算

是不錯的呈現。但是疊合體的部分的討論與研究相對的就比較初

步，數學部分的使用較少是較為可惜之處。若能有更多的進展和發

揮，會是優秀的作品。



 

 

 

 

 

 

 

 

 

作品簡報



柏拉圖立體疊合體之
旋轉軸證明與應用

高級中等學校組

數學科



一、研究流程

研究過程與方法

旋轉軸

疊合體種類與數量

正多面體疊合體

存在對稱面數量通式

存在之𝑛重軸 單一柏拉圖立體

結構

推廣

推廣

證明



二、名詞定義

1. SketchUp空間中三個軸向，實線為正，虛線為負。

• 𝑥軸：紅色軸

• 𝑦軸：綠色軸

• 𝑧軸：藍色軸

2. 疊合體：是數個在空間中互相交錯疊合而成的形體，由本身與幾個多面體共享的一個共同幾何中

心的多面體。

• 柏拉圖立體：又稱正多面體，由正多邊形組成的立體，共存在五種，分別為正四面體、正六面

體、正八面體、正十二面體和正二十面體。

• 柏拉圖立體疊合體：是一個共心的對稱正多面體疊合體。

3. 正多面鏡面對稱：一物件和其變換的像為不可分時，即稱此為鏡面對稱。

4. 模型框架：正立方體模型放大 1.5 倍後的正立方體稜線。

5. 正多面體中的𝑛重軸：一立體模型以此軸為旋轉軸，旋轉
1

𝑛
圈 ，即

360°

𝑛
，與原立體模型重合，稱

此軸為正多面體中的𝑛重軸。

正四面體二重軸三疊合



(一) 利用幾何推論在柏拉圖立體中存在的旋轉軸

三、研究主題

旋轉軸存在特性

1. 通過幾何中心 𝑂點(紅點)。

2. 以旋轉軸作法向量的平面，與柏拉圖立體之表面相交可能為點或線，同一平面上的點或線皆與法向

量等距。

3. 柏拉圖立體中存在三種立體面。

4. 柏拉圖立體中與頂點相接的面有三種情形。

根據上述特性可知，旋轉軸與柏拉圖立體相交有三種情形。

推得平面向量，可得證柏拉圖立體中旋轉軸存在二、三、四、五重軸。



(一)利用幾何推論在柏拉圖立體中存在的旋轉軸

正四面體 正六面體 正八面體

正十二面體 正二十面體 圖例

紅色虛線為二重軸

藍色虛線為三重軸

紫色虛線為四重軸

橘色虛線為五重軸



(二)利用向量證明在柏拉圖立體中存在的旋轉軸

向量證明的通則

1. 選定柏拉圖立體所有邊長的投影面。

2. 利用存在於投影面上的兩向量與選定旋轉軸垂直的特性。

3. 證明選定的旋轉軸即為該投影面的法向量。

4. 計算兩向量的旋轉夾角。

5. 根據名詞定義 5證明選定的旋轉軸為柏拉圖立體中的𝑛

重軸， 並求得𝑛值。
正四面體二重軸



旋轉軸 旋轉夾角(度) 種類

二重軸 180° 18

三重軸 120° 16

四重軸 90° 12

五重軸 72° 12

(三)探討以特定旋轉軸為法向量時， 以平面上等分角度旋轉形成之疊合體數量。

由𝐴點看向𝐵點 以𝐴點為中心旋轉60°
A

設角度為𝜃，

疊合數量(含初始模型)為𝑚，

等分角度為𝑛。

公式：𝜃 = 𝑚 𝑛° (𝑚, 𝑛𝜖Ν)



在柏拉圖多面體中，令任一多面體形成𝑡疊合(𝑡 ≥ 2且𝑡 ∈ 𝑁)，

探討𝑡疊合根據不同旋轉軸產生的疊合體其對稱面的個數。

以二重軸為例：

結論：

以二重軸旋轉的𝑡疊合(正四面體除外)存在對稱面共有2𝑡 + 1

正四面體𝑡疊合(𝑡 = 2𝑘 + 1, 𝑘 ≥ 1且𝑘 ∈ 𝑁)有存在對稱面共有2𝑡

在正四面體𝑡疊合(𝑡 = 2𝑘 , 𝑘 ≥ 1且𝑘 ∈ 𝑁)下， 疊合體存在以𝑥𝑦平面為鏡面對稱，對稱面共有2𝑡 + 1

(四)探討疊合體其對稱面的個數



研究結果
正四面體 正六面體 正八面體 正十二面體 正二十面體

二
重
軸

三
重
軸

四
重
軸

不存在 不存在 不存在

五
重
軸

不存在 不存在 不存在



1. 柏拉圖立體因為形態上的差別而各自存在不同旋轉軸。

2. 正多面體疊合體存在鏡面對稱性，以限定正多面體數量下去疊合出最多對稱面為目標，可得到旋轉

角度與疊合數量組合分別為二重軸18種組合、三重軸16種組合、四重軸12種組合與五重軸12種組合。

3. 承續研究(四)之正多面體𝑡疊合(𝑡 ≥ 2且𝑡 ∈ 𝑁)存在之對稱面通式

• 二重軸之正多面體𝑡疊合(正四面體除外)：2𝑡 + 1

正四面體𝑡疊合(𝑡 = 2𝑘 + 1, 𝑘 ≥ 1且𝑘 ∈ 𝑁)：2𝑡

正四面體𝑡疊合(𝑡 = 2𝑘, 𝑘 ≥ 1且𝑘 ∈ 𝑁)下：2𝑡 + 1

• 三重軸之正多面體𝑡疊合(𝑡 = 2𝑘 + 1, 𝑘 ≥ 1且𝑘 ∈ 𝑁)：3𝑡

除正四面體，正多面體𝑡疊合(𝑡 = 2𝑘, 𝑘 ≥ 1且𝑘 ∈ 𝑁)下：3𝑡 + 1

• 四重軸之正多面體𝑡疊合：4𝑡 + 1

• 五重軸之正多面體 𝑡疊合(𝑡 = 2𝑘 + 1, 𝑘 ≥ 1且𝑘 ∈ 𝑁)：5𝑡

正多面體 𝑡疊合(𝑡 = 2𝑘, 𝑘 ≥ 1且𝑘 ∈ 𝑁)下：5𝑡 + 1

結論



未來展望
正四面體+正十二面體稜線 正四面體五疊合 正四面體十疊合 重合三重軸 正八面體+正十二面體稜線 正八面體五疊合

正六面體三疊合 正六面體三疊合 正六面體四疊合 正六面體五疊合1 正六面體五疊合2 正六面體六疊合 正六面體七疊合

正六面體+正十二面體稜線 正六面體五疊合3 正六面體十疊合1 重合三重軸 正六面體十疊合2

file:///C:/Users/88692/Downloads/n疊合/正立方體稜線/三疊合/正立方體三疊合.skp
file:///C:/Users/88692/Downloads/n疊合/正立方體稜線/三疊合/正立方體三疊合.skp
file:///C:/Users/88692/Downloads/n疊合/正十二面體稜線/五疊合/正立方體五疊合.skp
file:///C:/Users/88692/Downloads/n疊合/正十二面體稜線/五疊合/正立方體五疊合.skp
file:///C:/Users/88692/Downloads/n疊合/正十二面體稜線/十疊合/正立方體十疊合1.skp
file:///C:/Users/88692/Downloads/n疊合/正十二面體稜線/十疊合/正立方體十疊合1.skp
file:///C:/Users/88692/Downloads/n疊合/正十二面體稜線/十疊合/正立方體十疊合2.skp
file:///C:/Users/88692/Downloads/n疊合/正十二面體稜線/十疊合/正立方體十疊合2.skp
file:///C:/Users/88692/Downloads/n疊合/正立方體稜線/四疊合/正立方體四疊合.skp
file:///C:/Users/88692/Downloads/n疊合/正立方體稜線/四疊合/正立方體四疊合.skp
file:///C:/Users/88692/Downloads/n疊合/正立方體稜線/五疊合/正立方體五疊合2.skp
file:///C:/Users/88692/Downloads/n疊合/正立方體稜線/五疊合/正立方體五疊合2.skp
file:///C:/Users/88692/Downloads/n疊合/正立方體稜線/五疊合/正立方體五疊合(正立方體稜線)1.skp
file:///C:/Users/88692/Downloads/n疊合/正立方體稜線/五疊合/正立方體五疊合(正立方體稜線)1.skp
file:///C:/Users/88692/Downloads/n疊合/正立方體稜線/六疊合/正立方體六疊合.skp
file:///C:/Users/88692/Downloads/n疊合/正立方體稜線/六疊合/正立方體六疊合.skp
file:///C:/Users/88692/Downloads/n疊合/正立方體稜線/七疊合/正立方體七疊合.skp
file:///C:/Users/88692/Downloads/n疊合/正立方體稜線/七疊合/正立方體七疊合.skp


參考資料
【研習講義】林義強 (2021年12月1日)。

使用𝑆𝑘𝑒𝑡𝑐ℎ𝑈𝑝繪製多面體模型講義(𝑆𝑘𝑒𝑡𝑐ℎ𝑈𝑝 𝑎𝑝𝑝𝑟𝑜𝑎𝑐ℎ 𝑓𝑜𝑟 𝑃𝑜𝑙𝑦𝑐𝑢𝑏𝑒&𝑃𝑜𝑙𝑦ℎ𝑒𝑑𝑟𝑎𝑙𝑚𝑜𝑑𝑒𝑙𝑠)。

高雄：高雄市立高雄女子高級中學

【課本】許志農 (109年9月初版)。

108課綱龍騰數學課本4𝐴。

台北：國立臺灣師範大學

未來展望

1. 多重軸旋轉下柏拉圖立體疊合體存在的性質與規律

2. 不同柏拉圖立體與模型框架之間存在規律與產生的疊合體之間性質關聯

3. 疊合體的對稱性質深入探究(旋轉對稱、鏡面對稱、均勻對稱)
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