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摘 要 

研究的方向是從「雙週一題」108 第一學期的第三題出發：數列滿足 X0=2 與

│xk│=│xk-1+1│，k≧1，求│x1+x2+…+x2019│的最小值。題目只做 2019 項的相

加，我們想延伸到n項相加，若從「雙週一題」公布的解析思考，每換一個n值

都要一個推導過程，才能得到答案，不那麼直接，少了｢公式｣精簡過程的精神。

故我們要找一個代入 n值就能得到答案的通式。 

將分支做了定義，框出各層得到最小值的所有路徑，找出層間共通路徑，

並由此推出最小值的通式。之後嘗試用程式－貪婪法與窮舉法、雙週一題概念、

數學理論等方法驗證最小值通式、路徑的正確性。 

   數學式子猜想與通式，從無到有，經發想、找尋、推導到證明，完成了這份

研究。 
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壹、 前言 

    數學是一門嚴謹的科學，自古以來被歸納出的通式皆是從看似無跡可循的數群中一層層

分析推敲而得來的，我們想探討的，也不外乎從一個有無限多種可能性且難以推敲的算式中，

找出可能隱含的規律性，並試著寫出通式。 

 

108 學年度第一學期，中山大學應用數學系所舉辦的「雙週一題」第三題(108.10.18 公布 

108.11.01 截止)，題目及公布的解法如下： 

設一數列滿足 X0=2 與 │xk│=│xk-1+1│， k≧1，試求│x1+x2+…+x2019│的最小值。       

   

 

 

 

 

 

 

 

  

 

    公布的解析，剩一個變數要找，不過要解出 }2022,2020,...,46,44,...,2020,2022{2020 x ，

再找平方後最接近 2028 的數。如果改任意 n項相加，n為正整數，找 |...| 21 nxxx  最小值，

如公布的解析，要先找最末項，例、 }5,3,1,1,3,5{3 x ， }6,4,2,0,2,4,6{4 x ，

}7,5,3,1,1,5,7{5 x ， }8,6,4,2,0,2,4,6,8{6 x …，再找平方後最接近 9n 的數。 

所以要求 |...| 21 nxxx  最小值，先找 1nx }3,1),...,1(),3({  nnnn ，(1)若 1n 為

偶數，找範圍內偶數(2)若 1n 為奇數，找範圍內奇數，平方後最接近 9n 的數。但這樣的方

法， n值改都要再推算一下，才能得到答案。所以在想是否存在一種規律、一個通式，只要

代入 n值就能得到答案﹖ 
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貳、 研究過程及方法 

一、研究目的 

「設一數列滿足 20 x 且 1|,1||| 1   kxx kk ，試求 |...| 21 nxxx  的最小值」 

(一)是否有特定路徑的走法，使 |...| 21 nxxx  為最小值，對任意正整數 n。 

    (二)找出 |...| 21 nxxx  最小值的通式，對任意正整數 n。 

(三)呈(二)，當起始值 0x 為任意實數， |...| 21 nxxx  最小值通式 

 

二、研究方法 

(一)定義：















1),()1(

0),(1
)1(|1|||

1

1

11
記為路徑定向右下走

記為路徑定向左下走

kk

kk

kkkk
xx

xx
xxxx

 

(二)  

 

 

 

 

 

 

 

          例 || 321 xxx  的所有情況有 8222  種： 12|543|  、 2|)5(43|  、

4|)3()4(3|  、 4|3)4(3|  、 6|)1()2()3(|  、 4|1)2()3(|  、

2|32)3(|  、 2|)3(23| 
 

          最小值為 2，上面能得最小值的對應走法分別為 001、110、111，下一頁統整幾層， 

來找共通路徑的規律。 
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|...| 21 nxxx   20 x  過程選擇 最小值 路徑 

 

 

|| 21 xx   

2  

)4,3( ，值 7 

)4,3(  ，值 1 

)2,3(  ，值 5 

)2,3( ，值 1 

 

1 
 

 

00 

01 

10 

11 

 

 

 

 

|| 321 xxx   

 

2  

)5,4,3( ，值 12 

)5,4,3(  ，值 2 

)3,4,3(  ，值 4 

)3,4,3(  ，值 2 

)1,2,3(  ，值 6 

)1,2,3(  ，值 4 

)3,2,3( ，值 2 

)3,2,3(  ，值 4 

 

 

 

2 
 

 

000 

001 

010 

011 

100 

101 

110 

111 

 

 

 

 

 

 

 

 

|| 4321 xxxx   

2  

)6,5,4,3( ，值 18 

)6,5,4,3(  ，值 6 

)4,5,4,3(  ，值 2 

)4,5,4,3(  ，值 6 

)2,3,4,3(  ，值 6 

)2,3,4,3(  ，值 2 

)4,3,4,3(  ，值 6 

)4,3,4,3(  ，值 2 

)0,1,2,3(  ，值 6 

)2,1,2,3(  ，值 2 

)2,1,2,3(  ，值 6 

)4,3,2,3( ，值 6 

)4,3,2,3(  ，值 2 

)2,3,2,3(  ，值 6 

)2,3,2,3(  ，值 2 
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0000 

0001 

0010 

0011 

0100 

0101 

0110 

0111 

1000 

1010 

1011 

1100 

1101 

1110 

1111 

 

 

 

 

 

|...| 521 xxx   

2  

)7,6,5,4,3( ，值 25 

)7,6,5,4,3(  ，值 11 

)5,6,5,4,3(  ，值 1 

)5,6,5,4,3(  ，值 11 

)3,4,5,4,3(  ，值 5 

)3,4,5,4,3(  ，值 1 

)5,4,5,4,3(  ，值 11 

)5,4,5,4,3(  ，值 1 

 

 

 

 

1 
 

 

00000 

00001 

00010 

00011 

00100 

00101 

00110 

00111 
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|...| 21 nxxx   20 x  過程選擇 最小值 路徑 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

|...| 521 xxx   
 

 

 

 

 

2  

)1-2,3,4,3(  ，值 7 

)1,2,3,4,3(  ，值 5 

)3,2,3,4,3(  ，值 1 

)3,2,3,4,3(  ，值 5 

)5,4,3,4,3(  ，值 11 

)5,4,3,4,3(  ，值 1 

)3,4,3,4,3(  ，值 5 

)3,4,3,4,3(  ，值 1 

)1,0,1,2,3(  ，值 5 

)1,0,1,2,3(  ，值 7 

)1,0,1,2,3(  ，值 5 

)1,0,1,2,3(  ，值 7 

)3,2,1,2,3(  ，值 1 

)3,2,1,2,3(  ，值 5 

)1,2,1,2,3(  ，值 7 

)1,2,1,2,3(  ，值 5 

)5,4,3,2,3( ，值 11 

)5,4,3,2,3(  ，值 1 

)3,4,3,2,3(  ，值 5 

)3,4,3,2,3(  ，值 1 

)1,2,3,2,3(  ，值 7 

)1,2,3,2,3(  ，值 5 

)3,2,3,2,3(  ，值 1 

)3,2,3,2,3(  ，值 5 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1 
 

 

 

01000 

01001 

01010 

01011 

01100 

01101 

01110 

01111 

10000 

10001 

10010 

10011 

10100 

10101 

10110 

10111 

11000 

11001 

11010 

11011 

11100 

11101 

11110 

11111 

 

 

 

 

 

|...| 621 xxx   

2  

),7,86,5,4,3( ，值 33 

),7,-86,5,4,3( ，值 17 

),-7,-66,5,4,3( ，值 5 

),-5,-46,5,4,3(  ，值 3 

),-3,-24,5,4,3(  ，值 7 

),-1,02,3,4,3(  ，值 7 

)6,5,4,3,2,3( ，值 17 

),-7,-66,5,4,3( ，值 5 

),-5,46,5,4,3(  ，值 5 

),-3,24,5,4,3(  ，值 3 
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000000 

000001 

000010 

000100 

001000 

010000 

100000 

000011 

000101 

001001 
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(三) 找出共同有的規律走法 

           由第(二)部分，任意正整數 n， |...| 21 nxxx  最小值，對應到的路徑，觀察彼

此間皆有的特定規律，挑出其中一條容易推最小值的路徑整理一起，如下 

|...| 21 nxxx   最小值 有規律的路徑 

|| 1x  
|| 21 xx   

|| 321 xxx   

|...| 421 xxx   

|...| 521 xxx   

|...| 621 xxx   

|...| 721 xxx   

|...| 821 xxx   

|...| 921 xxx   

|...| 1021 xxx   

|...| 1121 xxx   

|...| 1221 xxx   

|...| 1321 xxx   

|...| 1421 xxx   

|...| 1521 xxx   

|...| 1621 xxx   

|...| 1721 xxx   

|...| 1821 xxx   

|...| 1921 xxx   

|...| 2021 xxx   

|...| 2121 xxx   

|...| 2221 xxx   
|...| 2321 xxx   
|...| 2421 xxx   
|...| 2521 xxx   

|...| 2621 xxx   

|...| 2721 xxx   

|...| 2821 xxx   

|...| 2921 xxx   

|...| 3021 xxx   

|...| 3121 xxx   

|...| 3221 xxx   

|...| 3321 xxx   

          

3 

1 

2 

2 

1 

3 

0 

4 

1 

3 

2 

2 

3 

1 

4 

0 

5 

1 

4 

2 

3 

3 

2 

4 

1 

5 

0 

6 

1 

5 

2 

4 

3 

  

0 

01 

001 

0010 

00010 

000100 

0000100 

00000100 

000001000 

0000001000 

00000010000 

000000010000 

0000000100000 

00000000100000 

000000001000000 

0000000001000000 

00000000001000000 

000000000010000000 

0000000000010000000 

00000000000100000000 

000000000000100000000 

0000000000001000000000 

00000000000001000000000 

000000000000010000000000 

0000000000000010000000000 

00000000000000100000000000 

000000000000000100000000000 

0000000000000000100000000000 

00000000000000001000000000000 

000000000000000001000000000000 

0000000000000000010000000000000 

00000000000000000010000000000000 

000000000000000000100000000000000 
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参、研究結果 

一、路徑：1 前面有幾個 0 之探討 

滿足 1|,1||| 1   kxx kk 且 20 x ，對任意正整數n，找使 |...| 21 nxxx  為最小

值的共通路徑。由前幾項發現並猜想有其一規律路徑：前面 y 個 0、1 個 1、再 yn 1

個 0(即一直向左下走，到某點向右下轉，再一直向左下走直到最後一數 nx )，看似比較

容易推得最小值的通式。 

|...| 21 nxxx   最小值 路徑 y  
na  








 

2

1n
 

備註 

|| 1x  
|| 21 xx   

|| 321 xxx   

|...| 421 xxx   

|...| 521 xxx   

|...| 621 xxx   

|...| 721 xxx   

3 

1 

2 

2 

1 

3 

0 

0 

01 

001 

0010 

00010 

000100 

0000100 

1 

1 

2 

2 

3 

3 

4 

 

 

 

1a  

1 

1 

2 

2 

3 

3 

4 

y 值欄

除了框

起的數 

，其餘

兩兩

同。可

用高斯

符號









2

解決(同

理，若

同數出

現三次

就用÷

3，再取

高斯符

號來做) 

|...| 821 xxx   

|...| 921 xxx   

|...| 1021 xxx   

|...| 1121 xxx   

|...| 1221 xxx   

|...| 1321 xxx   

|...| 1421 xxx   

|...| 1521 xxx   

|...| 1621 xxx   

4 

1 

3 

2 

2 

3 

1 

4 

0 

00000100 

000001000 

0000001000 

00000010000 

000000010000 

0000000100000 

00000000100000 

000000001000000 

0000000001000000 

5 

5 

6 

6 

7 

7 

8 

8 

9 

 

 

 

 

2a  

4 

5 

5 

6 

6 

7 

7 

8 

8 

|...| 1721 xxx   
|...| 1821 xxx   
|...| 1921 xxx   
|...| 2021 xxx   
|...| 2121 xxx   
|...| 2221 xxx   
|...| 2321 xxx   
|...| 2421 xxx   
|...| 2521 xxx   
|...| 2621 xxx   
|...| 2721 xxx 
 

5 

1 

4 

2 

3 

3 

2 

4 

1 

5 

0 

00000000001000000 

000000000010000000 

0000000000010000000 

00000000000100000000 

000000000000100000000 

0000000000001000000000 

00000000000001000000000 

000000000000010000000000 

0000000000000010000000000 

00000000000000100000000000 

000000000000000100000000000 

10 

10 

11 

11 

12 

12 

13 

13 

14 

14 

15 

 

 

 

 

 

3a
 

9 

9 

10 

10 

11 

11 

12 

12 

13 

13 

14 
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|...| 21 nxxx   最小值 路徑 y  
na  








 

2

1n
 

備註 

|...| 2821 xxx   
|...| 2921 xxx   

|...| 3021 xxx   

|...| 3121 xxx   

|...| 3221 xxx   

         

6 

1 

5 

2 

4 

  

0000000000000000100000000000 

00000000000000001000000000000 

000000000000000001000000000000 

0000000000000000010000000000000 

00000000000000000010000000000000 

  

16 

16 

17 

17 

18 

  

 

 

4a  

14 

15 

15 

16 

16 

  

 

 
   【說明】推 y 值的步驟 

(一)除了 |...| 21 nxxx  和的最小值為 0 各列， y 值欄由上往下每兩兩同，可用 

(二)由表中 






 

2

1n
、 y 欄知，有些 







 


2

1n
y ，但發現作些修改就能代表 y  

   (1) 1a 區(第一區) 對 y 值的修改︰ 






 

2

01n
 

(2) 2a 區(第二區) 對 y 值的修改︰ 






 

2

11n
 

(3) 3a 區(第三區) 對 y 值的修改︰ 






 

2

21n
 

(4) 4a 區(第四區) 對 y 值的修改︰ 






 

2

31n
  

(5)以此類推， ka 區(第 k 區) 求 y 值的修改︰ 






 

2

)1(1 kn
 

(三)求 k  

各區的數量依序為 7 個、9 個、11 個、13 個、…，成等差數列(先假設後面項也成等 

差，由此推導得的結果再做證明確認)。第 ka 區的第一項 n大於前 11 ~ kaa 區的總數 

 
2

)1(2 公差項數首項項數 
n

 

                  

  

9292

2

))5((14164

2

))5((14164

0)5(4

)5)(1(

2

21)1(72)1(

2
















nkn

n
k

n

nkk

kkn

kk
n

 

  92  nk    取正  

得 931  nk  








 

2

1n

8



     1k 為正整數，取整數可用高斯符號來幫忙，所以要修正的 1k  93  n 。 ka 區 

     (第 k 區) y 值為 






 

2

)1(1 kn
。求得 |...| 21 nxxx  前有  

 







 

2

931 nn
個 0 

 

二、研究結果的應用 

中山大學「雙週一題」第三題 108.10.18 公布，108.11.01 截止，答案為 44 

設一數列滿足 X0=2 與 │xk│=│xk-1+1│， k≧1，試求│x1+x2+…+x2019│的最小值。 

【解】■用自己算出的規律算式，路徑由前面
 








 

2

931 nn
個 0、1 個 1、再

1n
 








 

2

931 nn
個 0，得到一樣的答案。 

■因
 

1031
2

2062

2

92019312019

















 
 所以，前有 1031 個 0、再 1 

個 1、再 2019-1-1031=987 個 0 

  |)...()()...(| 201910331032103187654321 xxxxxxxxxxxx   

         

44

|10341078|

|)1034()46...543(|

|)47....1033()1034()1033...4746...543(|









   

 

       從路徑的走法討論，代入｢雙週一題｣題目做檢查得到一樣的答案，前進了一步。下 

       一步想推 |...| 21 nxxx  最小值的通式，對任意正整數 n。 
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肆、討論 

一、最小值通式之推導 

     一數列滿足 1|,1||| 1   kxx kk 且 20 x ，這裡要推 |...| 21 nxxx  最小值的通式， 

  對任何正整數 n。前面已找到一條最小值走法 

     規律路徑：前先
 








 

2

931 nn
個 0、中間 1 個 1、再 1n

 







 

2

931 nn
 

個 0 

●令
 








 


2

931 nn
 

路徑 初始值 20 x  

(1)前： 個 0  前面個數，成等差數列：首項 31 x  

和=
 

2

)1(2 公差項數首項項數   
2

1)1(32 
 

2

5

2

1 2  

(2)中： 1 個 1 第(1)部分的末項 公差項數首項  )1(  21)1(3  

所以往右下支走，得此    31)2(  

(3)後：  1n 個

0 

後面 1n 個數，也成等差數列： 

■前一項 3 。後面這 1n 個數也成等差數列，首項  2   

■算總和= 
 

2

)1(2 公差項數首項項數 
   

    
  

2

11)1()2(2)1( 


nn
 

 

 )67()49(3
2

1

2

)36(1

22 




nnn

nn

 

2

67

2

49

2

3 2
2 





nnn

 

合計 
2

)7(
)26(2 2 


nn

n  

       ∴ |...| 21 nxxx  的最小值為上三個部份的加總，即 
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2

5

2

1
| 2 ＋ )3(  ＋ |

2

67

2

49

2

3 2
2













 





nnn

2

)7(
)26(2 2 


nn

n                                            

其中
 








 


2

931 nn
  (兩個中括號都是高斯符號) 

 

二、最小值通式之應用 

用我們求得的 |...| 21 nxxx  最小值的通式
2

)7(
)26(2 2 


nn

n ，其中 

 







 


2

931 nn
，來求中山大學「雙週一題」108 上學期第三題  

設一數列滿足 X0=2 與 │xk│=│xk-1+1│， k≧1，試求│x1+x2+…+x2019│的最小值。 

   【解】
   

1031
2

422020

2

...422020

2

92019312019








 








 








 
  

所以 |...| 201921 xxx  最小值為   |
2

20122019
1031201926)1031(2| 2 

  

                       
44

|203111441569922125922|




 

 

三、研究結果的證明－最小值通式的證明 

(一) 軟體驗證－程式 

    ①窮舉法：一開始想用程式語言直接跑出所有可能的結果找最小值，與通式的結果做比

較，但實際執行後發現這方法行不通，因為電腦的記憶體是有限的，因1G 302  B (B→

KB→MB→GB)，例如│x1+x2+…+x60│，有 602 條要檢查，約 60260  B，換算成所需的記

憶體有 億644
2

602
30

60




G，但記憶體才幾 G 而已。實際上只能跑到二十七左右。 

②第二種程式－貪婪法，加到某層時只選擇使總和為較小的分支，保留前路徑，繼續往

下選分支，如下示意圖。這樣大大減低電腦的負擔，即使 n 很大，在幾秒內就能跑出結

果。有趣地是各層結果跟我們通式代入 n 值一致。但這非窮舉法，仍需數學理論來證明。 
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(二) 利用雙週一題數學理論+EXCEL 

     從｢雙週一題｣的解析來做輔助驗證，雙週是 2019 項，我們把它延伸到 n 項。 

 

}5,3,1,1,3,5{3 x ， }6,4,2,0,2,4,6{4 x ， }7,5,3,1,1,5,7{5 x ，

}8,6,4,2,0,2,4,6,8{6 x ，…， 1nx }3,1),...,1(),3({  nnnn ，(1)若 1n 為

偶數，找範圍內偶數(2)若 1n 為奇數，找範圍內奇數，平方後最接近 9n 的數。但這

樣的方法， n值改都要再推算一下，才能得到答案。 

表(一)：為用雙週一題的解析+EXCEL， n值改都要再推算一下(不方便)，而得的 

|,1||| 1  kk xx 1k 且 20 x ， |...| 21 nxxx  的最小值 

表(二)：框起來部分為代入我們推的最小值通式
2

)7(
)26(2 2 


nn

n ，其中    

12



        
 








 


2

931 nn
，可以輸入任意正整數 n來比對，結果一致。 
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(三) 數學理論 

     前已用雙週的解法 (可代任意正整數 n 檢查，但雙週解法比較費工夫)，驗證我們推 

的最小值通式正確性
2

)7(
)26(2 2 


nn

n ，其中
 








 


2

931 nn
。 

 

這裡要對我們找的路徑 000…010…00 做個驗證，在前面已經檢驗最小值的正確性，而

最小值是由這路徑推得，所以這路徑在某一處轉彎是各層共通會有的。以定義來看是一

路往左下，到某處轉彎向右，之後再一路往左，以下再加些數學理論驗證。 

 

     【例子】 12n 時 
 

7
2

9123112








 
  

            

       想成長條圖，再把長條圖改成過組中點直線下積分和，比較好運算 
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     【證明】第 k 步結束往右下選，證明
 








 


2

931 nn
k ， k 為正整數。 

             

       ■ 20 x 且 1|,1||| 1   kxx kk ，  |...| 21 nxxx  

2

)
2

7
2()

2

7
()(

2

)
2

5
(

2

5




















 knkknkk

2

7
)26(2

2
2 nn

knk


 圖如下 
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■ |...| 21 nxxx 
2

7
)26(2

2
2 nn

knk


 ，發生最小值的 k ，為 1k 或 2k 附近的 

  正整數，我們取 2k 附近，最接近 2k 的正整數(因我們找的路徑 n 增加， k 也遞增)。 

                  0
2

7
)26(2

2
2 




nn
knk  

                

2

9)3(

4

364)62(

4

2

7
24)26()26(

2
2



















 




nn
k

nn
k

nn
nn

k

 

也是借用 EXCEL，檢驗 k 跟我們推的
 








 


2

931 nn
一致，如下呈現一部

分(可以利用 EXCEL 寫入函數，代任何正整數 n 檢查，是一致的)。其中 k 最接近

2

9)3(
2




nn
k 的正整數。 
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四、延伸-更換初始值後之最小值通式 

一數列滿足 1|,1||| 1   kxx kk 且初始值 20 x ，能使 |...| 21 nxxx  為最小值的 

規律路徑：前
 








 

2

931 nn
個 0、再 1、再 1n

 







 

2

931 nn
個 0 

|...| 21 nxxx   初始值 20 x 其一條規律路徑 初始值 30 x 其一條規律路徑 

|| 1x  
|| 21 xx   

|| 321 xxx   

|...| 421 xxx   

|...| 521 xxx   

|...| 621 xxx   

|...| 721 xxx   

|...| 821 xxx   

|...| 921 xxx   

0          (前 1個 0) 

01         (前 1個 0) 

001        (前 2個 0) 

0010       (前 2個 0) 

00010      (前 3個 0) 

000100     (前 3個 0) 

0000100    (前 4個 0) 

00000100   (前 5個 0) 

000001000  (前 5個 0) 

  

0          (前 1個 0) 

01         (前 1個 0) 

001        (前 2個 0) 

0010       (前 2個 0) 

00010      (前 3個 0) 

000100     (前 3個 0) 

0000100    (前 4個 0) 

00001000   (前 4個 0) 

             

  

由参之一，原推導到前
 








 

2

931 nn
個 0 部分，會因起始值不同做些改變，這又是一

個可以討論的大主題。 
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伍、 結論 

 

一、一數列遵循此關係 1|,1||| 1   kxx kk ，對任意正整數 n： 

(一)當初使值 20 x ，，我們已推導出 |...| 21 nxxx  最小值的通式為  

2

)7(
)26(2 2 


nn

n ，其中
 








 


2

931 nn
 

(二)當初使值 ax 0 ， |...| 21 nxxx  最小值的通式，若有時間，是一個可再探討的主題。 

 

二、感覺或許這樣數列最小值的討論能應用在生活上，但學識有限而不果，希望有機會發現。 

 

 

 

 

陸、參考資料 

中山大學應數系「雙週一題」歷屆 108 第一學期第三題 http://www.math.nsysu.edu.tw/~problem/ 
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050403-評語 

【評語】050403  

此篇作品為化繁為簡─尋找最小值通式。作者一開始即提供了

一種一般的解法。這問題是有趣的，但後續的工作反而是化簡為

繁，且題目的設定不確定能夠有怎樣的延伸或應用，其內容中的數

學性可以再更為豐富。



 

 

 

 

 

 

 

 

 

作品簡報



化繁為簡─尋找最小值通式 

科別：數學科 
 
 

組別：高級中等學校組 



前言 

108學年度第一學期，中山大學所舉辦的「雙週一題」第

三題(108.10.18公布108.11.01截止)，題目及公布的解

法如下： 

 

 

研究動機 

設一數列滿足X0=2 與 │xk│=│xk-1+1│， k≧1，試求
│x1+x2+…+x2019│的最小值。 

• 題目只算2019項的相加，我們想研究對任意n項
相加(n為正整數)，是否有最小值的通式? 

 



      最小值的通式，對任意正整數  。 

 
 研究過程及方法 

研究目的 

                                             ，使                              為最小值，對任意正整數     。 

(二)找出 

(三)呈(二)起始值   為任意實數的通式。 

研究方法 

(一)定義 

(一)是否有特定路徑的走法 |...| 21 nxxx 

|...| 21 nxxx 



找共通路徑的規律 



研究結果 

特定規律的路徑 

轉越多彎，等差級數的組數就越多，推最小值通式就越複雜。所以挑出其 
中一條容易推最小值的路徑整理一起，如右 
 
規律路徑：前面 個0、1個1、再y個0。推y的步驟如下： 



推最小值的通式 

(一) 檢驗找的路徑，路徑：前面                         個0、1個1、再n-1-                       個0。 
 
        代入｢雙週一題｣題目做檢查，得到一樣的答案，前進了一步。 
          
        【解】前有                                                  個0、1個1 、987個0 ，                             的最小值 
         
                     為 

步驟 1  

路徑檢驗 

步驟 2 

推通式 

步驟 3 

證明  
1031

2

2062

2

92019312019

















 

(二) 最小值的通式 
         
 
        
       (1)前 Δ個0 ：成等差級數 首項X1=3、項數Δ    
 
      (2)中  1個1 ：第(1)部分的末項                                                                             得 
        
      (3)後  n-1- Δ個0 ：成等差級數 首項          、項數n-1-Δ 
 
       上面加總，得                          的最小值   
  
 

設一數列滿足X0=2 與 │xk│=│xk-1+1│， k≧1，試│x1+x2+…+xn│的最小值。 

總和 


2

5

2

1 2 步驟 1  

路徑檢驗 

步驟 2 

推通式 

步驟 3 

證明 

 21)1(3 往右下支走    31)2(

 2

總和 

2

67

2

49

2

3 2
2 





nnn

|...| 21 nxxx 
2

)7(
)26(2 2 


nn

n



最小值通式證明 

(三) 最小值通式的證明 

步驟 1  

路徑檢驗 

步驟 2 

推通式 

步驟 3 

證明 

■ 證明方法1 ─ 利用程式(未成功) 
1.窮舉法 
一開始想用程式語言直接跑出所有可能的結果找最小值，與通式的結果做比較，但實際執
行後發現這方法行不通，因為電腦的記憶體是有限的，實際上只能跑到二十七左右。 
2.貪婪法 
加到某層時只選擇使總和為較小的分支，保留前路徑，繼續往下選分支，這樣演算法大大
減低電腦的負擔，有趣地是各層結果跟我們通式代入n值一致。但這非窮舉法，仍需數學 
理論來證明。 

■ 證明方法2 ─利用雙週一題的解析輔佐驗證 (成功)  
雙週是2019項，我們把它延伸到n項。 
 
 
 
 
 
 
 

}6,4,2,0,2,4,6{4 x

}7,5,3,1,1,5,7{5 x

}8,6,4,2,0,2,4,6,8{6 x

}3,1),...,1(),3({1  nnnnxn

}5,3,1,1,3,5{3 x



表(一)：用雙週一題的解析+EXCEL 表(二)：我們推的最小值通式      
2

)7(
)26(2 2 


nn

n

■ 證明方法2 ─利用雙週一題的解析輔佐驗證 (成功)  

【說明】雙週解析的做法：n值改都要再推算，不方便。所以為何我們想要找最小值通式!) 
        在EXCEl輸入任意正整數n表(一)(二)來比對，結果一致。 



路徑 000…010…00 的驗證 ■ 證明方法3 ─理論證明  

. 

01長條圖改成過組中點直線下積分和 02                                   如上圖 



也是借用EXCEL，檢驗k跟
我們推的Δ 一致 

■ 證明方法3 ─理論證明  



結論 

(一)                                ，當初使值x0=2，對任意正整數n ，                             最小值的通式為 ：                                     |...| 21 nxxx 

(二)                               ，當初使值改變，對任意正整數n ，                            最小值的通式 ，是一個可 再探討的主題。                                                    1|,1||| 1   kxx kk |...| 21 nxxx 

1|,1||| 1   kxx kk

(三)希望這樣數列的最小值討論，將來能有機會應用在生活上。                                     



• 按一下以編輯母片文字樣式 
• 第二層 

• 第三層 
• 第四層 

• 第五層 

參考資料 

中山大學應數系「雙週一題」108第一學期第三題 
http://www.math.nsysu.edu.tw/~problem/ 
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