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摘要 

本次研究將使用相同的圓盤垂直疊放，放置於一平面，形成一個獨立的塔。當塔最底部

的圓盤通過施加一個瞬間的水平力移除，塔身其餘的部分會掉落至平面上，且有機會保持直

立狀態。因此透過本次科展，我們將分析底塊移除後至塔身落至地面的運動過程，設計相關

實驗，並試著建立相符的理論模型，探討能使塔身保持靜止直立的條件。   

經過初步的現象觀察與背景資料查詢，我們認為會影響塔身直立與否的相關參數有底塊

移除速率快慢、底塊厚度、塔身高度、圓盤的摩擦係數。本作品將針對以上參數進行較為深

入的研究。 

壹、 研究動機 

上學期我們與日本學校進行學術交流活動，在某個環節中，我們相互介紹彼此獨特的文

化以及傳統玩具，其中令我們最感興趣的日本傳統玩具是「敲打達摩」。敲打達摩，是日本的

一種不倒翁擺飾，使用相同的圓盤垂直疊放，放置於一平面，形成一個獨立的塔。玩家的目

標是將最下面的圓盤移除，且要讓上方的圓盤掉落在平面上依然保持站立。我們在試玩幾次

後發現：一、底塊移除速率越快，塔身越容易保持站立。二、塔由越少圓盤組成(即塔之高度

越矮)，塔身越容易保持站立。有了以上觀察結果後，我們希望能更加精確地找到使塔保持站

立的條件，因此展開了以下研究。 

貳、 研究目的 

一、分析底塊移除後塔身的運動過程。 

二、探討底塊移除速率對塔身傾倒情況之影響。 

三、探討底塊厚度、塔身高度對塔身傾倒情況之影響。 

四、比較摩擦係數對塔身傾倒情況之影響。 
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參、 研究設備及器材 

一、實驗器材與相關資訊 

名稱 達摩 自製平滑圓盤 

照片 

與 

資訊 

直徑：5.00 cm/個 

厚度：3.00 cm/個 

質量：40 g/個 

圓盤間動摩擦係數：0.27 

圓盤間靜摩擦係數：0.39  

直徑：4.00 cm/個 

厚度：1.70 cm/個 

質量：58.38g/個 

圓盤間動摩擦係數：0.42 

圓盤間靜摩擦係數：0.47   

名稱 自製砂紙圓盤 方格紙 

照片 

與 

資訊 

直徑：4.00 cm/個 

厚度：1.75 cm/個 

質量：59.08 g/個 

砂紙間動摩擦係數：0.72 

砂紙間靜摩擦係數：1.01 

長：35cm  / 寬：25cm 

方格紙標線間距：0.1cm 

紙與達摩間動摩擦係數：0.27 

紙與圓盤間動摩擦係數：0.33 

 

二、實驗裝置 

  

▲圖 3-2-1 實驗裝置示意圖 
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肆、 研究過程或方法 

一、研究流程圖 

 ▲圖 4-1-1 研究流程圖 

 

二、實驗相關原理 

(一) 轉動 

τ⃑ = 𝑥 × F⃑  

其中τ⃑ 為力矩(牛頓•公尺)；𝑥 為施力點到支點距離(公尺)；F⃑ 為作用力(牛頓)。轉動為

剛體對一固定軸旋轉的運動。 

(二) 轉動慣量：平行軸定理 

𝐼 = 𝐼𝑐𝑜𝑚 + 𝑀𝑙2 

其中𝐼𝑐𝑜𝑚為剛體對質心軸的轉動慣量(公斤•公尺平方)；𝑀為剛體質量；𝑙代表另一

支直軸與質心軸垂直距離。此公式可以計算出剛體對平行於質心軸的另外一支直軸

的轉動慣量。 

 

 

[

從

文

件

中

擷

取

絕

佳

的

引

文

或

利

用

此

空

間

來

強

調

重

點

，

藉

此

[

從

文

件

中

擷

取

絕

佳

的

引

文

或

利

用

此

空

間

來

強

調

重

點

，

藉

此

吸

引

讀

者

的

注

意

力

。

若

要

將

此

文

[

從

文

件

中

擷

取

絕

佳

的

引

文

或

利

用

此

空

間

來

強

調

重

點

，

藉

此



 

4 

(三) 斜面上的物體 

1. 下滑條件：tan 𝜃=𝜇𝑠 

  

▲圖 4-2-1 當tan 𝜃等於𝜇𝑠時，物體恰沿斜面下滑。 

2. 翻倒條件：重心鉛垂線通過底端邊緣時。 

 

▲圖 4-2-2 重心鉛垂線通過底端邊緣時，物體翻倒。 

 

三、實驗名詞定義 

(一) 底塊：放置於塔最底部的圓盤。 

(二) 塔身：放置於底塊之上的所有圓盤。 

(三) 1 號圓盤：塔身最下面的圓盤。          ▲圖 4-3-1：1 號圓盤 

(四) 起始位置：塔在開始運動前所被置於方格紙上的位置。  

(五) 傾斜角度θ：塔身與水平線所夾之角度，其會隨時間變化。 

(六) 脫離角度θ𝑒：底塊脫離時塔身的傾斜角度，稱脫離角度，符號為θ𝑒。 

(七) 落地角度θ𝑔：塔身落至地面第一瞬間的傾斜角度，稱落地角度，符號為θ𝑔。

 

▲圖 4-3-2 各階段角度定義 

(八) 臨界角度：塔身落地後能繼續維持站立的最大落地角度(即當落地角度超過臨界角度，

塔身傾倒)。 
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(九) RH 比：圓柱體直徑與高的比值，即 R H⁄ ，其值等於tan 𝜑2。 

 

▲圖 4-3-3 RH 比定義 

 

四、定義運動階段與運動過程分析 

(一) 定義運動階段 

      

1.底塊受力

(運動開始) 

2.底塊邊緣恰

過塔身質心

(開始轉動) 

3.繼續轉動 4.底塊脫離 5.塔身落地 
6.站立/傾倒

(運動結束) 

註：「4.底塊脫離」與「5.塔身落地」的次序在某些情況下會交換，稍後將詳細談論。 

 

我們將整個運動過程分成四階段討論，分別如下： 

1. 第一階段：從「1.底塊受力(運動開始)」至「2.底塊邊緣恰過塔身質心(開始轉

動)」。 

2. 第二階段：從「2.底塊邊緣恰過塔身質心(開始轉動)」至「4.底塊脫離」。 

3. 第三階段：從「4.底塊脫離」至「5.塔身落地」。 

4. 第四階段：從「5.塔身落地」至「6.站立/傾倒(運動結束)」。 
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(二) 運動全程角度對時間關係圖： 

1. 最終狀態為「傾倒」者 

 

▲4-4-1 傾倒者運動全程角度對時間關係圖(方框標示一至四階段) 

2. 最終狀態為「不傾倒」者 

 

▲4-4-2 不傾倒者運動全程角度對時間關係圖(方框標示一至四階段) 

(三) 觀察結果： 

1. 第一階段角度變化量通常小於 1°。 

2. 第二階段為一開口向上的曲線。 

3. 第三階段皆可視為等角速度轉動。 

4. 塔身落地瞬間傾斜角為最大值。 
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五、傾倒定義與類型介紹 

(一) 定義：移除底塊之後，當塔身落回平面時，圓盤沒有全數堆疊並保持站立，稱其發

生傾倒。 

(二) 成因：1 號圓盤上方其餘圓盤(2 號、3 號...)之質心，超出 1 號圓盤垂直向上延伸的區

域，此時重力造成上方圓盤轉動，造成塔身發生傾倒。 

(三) 類型： 

1. 滑倒：圓盤間發生劇烈錯動，使得 1 號圓盤上方其餘圓盤之質心超出 1 號圓盤

向上延伸的區域，造成塔身傾倒。此傾倒類型稱為滑倒，且圓盤間摩擦係數愈

小、高度愈矮之塔身愈傾向於此(如圖 4-5-1)。 

2. 翻倒：圓盤間幾乎沒有發生錯動，主要因為塔身傾斜而使得上方圓盤(2 號、3

號…)之質心超出 1 號圓盤垂直向上延伸的區域，造成塔身傾倒。此傾倒類型稱

為翻倒，且圓盤間摩擦係數愈大、高度愈高之塔身愈傾向於此(如圖 4-5-2)。 

   

▲圖 4-5-1 滑倒   ▲圖 4-5-2 翻倒 

六、實驗方法 

(一) 提供底塊速度的方法： 

1. 固定棉線長度及記錄施放砝碼位置。 

 

▲圖 4-6-1 固定棉線長度及記錄施放砝碼位置。 
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2. 施放砝碼後整個運動過程 

(1) 施放砝碼使其開始下降，此時棉線仍為捲曲狀，無拉力。 

(2) 棉線從捲曲狀至繃緊狀態，此時砝碼已有速度。 

(3) 底塊受到砝碼拉力開始脫離上方圓盤。 

 

▲圖 4-6-2 施放砝碼後整個運動過程 

3. 改變起始位置，使底塊受到不同下降速率的砝碼所給予的拉力，藉此改變底塊

的脫離速率。 

 

▲圖 4-6-3 藉改變起始位置以改變底塊的脫離速率。 

(二) 測量落地角度：利用 Tracker 內建量角器測量落地角度。 

    

▲圖 4-6-4 Tracker 內建量角器測量落地角度  ▲圖 4-6-5 由落地角度尋找臨界角度 

(三) 不斷實驗至找到臨界角度。 
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七、實驗 

(一) 實驗一：移除速率實驗 

1. 實驗目的：  

(1) 探討起始位置對各階段角度之影響。 

(2) 探討起始位置對各階段時長之影響。 

(3) 探討各階段時長對角度變化量之影響。 

2. 塔身圓盤：達摩 

3. 操作變因：改變塔位於方格紙上位置(0.10cm、0.20cm、0.30cm...)，藉此改變底

塊脫離速率。 

4. 實驗步驟： 

(1) 將底塊(達摩)綁上棉線與砝碼連接，並在底塊上方再放置三個達摩。 

(2) 將塔放置於方格紙上我們定義 0 cm 的位置。 

(3) 施放砝碼，使底塊脫離塔身，並以手機慢速錄影整個運動過程。 

(4) 使用 Tracker 分析影片，將資料匯入 Excel 並作圖。 

(5) 固定砝碼施放位置及棉線長度，改變起始位置藉此改變底塊脫離速率，接

著每個不同的起始位置皆重複上述實驗步驟三遍。 

(二) 實驗二：底塊厚度實驗 

1. 實驗目的：探討底塊厚度對臨界角度之影響。 

2. 塔身圓盤：自製平滑圓盤。 

3. 操作變因：改變底塊厚度(0.68cm～4.08cm，每次間格 0.68cm)，並尋找各厚度

相對應之臨界角度。 

4. 實驗步驟： 

(1) 將底塊綁上棉線與砝碼連接，並在底塊上方放置三個自製平滑圓盤。 

(2) 施放砝碼，使底塊脫離塔身，並以手機慢速錄影整個運動過程。 

(3) 使用 Tracker 分析影片，將資料匯入 Excel 並作圖。 

(4) 固定砝碼施放位置及棉線長度，改變起始位置，尋找其臨界角度。 

(5) 改變底塊厚度，並重複上述實驗步驟。  
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▲圖 4-7-1 改變底塊厚度 

(三) 實驗三：傾倒類型實驗-探討 RH 比與摩擦係數對臨界角度之影響 

1. 實驗三-1：自製平滑圓盤之塔高實驗 

(1) 實驗目的：探討在摩擦係數較小的情況下 RH 比與臨界角度之關係。 

(2) 塔身圓盤：自製平滑圓盤。 

(3) 操作變因：改變塔高(3～8 個圓盤，每次間隔一個)，並尋找各個塔高相對

應之臨界角度。 

(4) 實驗步驟： 

a. 將底塊綁上棉線與砝碼連接，並在底塊上方放置相同平滑圓盤。 

b. 施放砝碼，使底塊脫離塔身，並以手機慢速錄影整個運動過程。 

c. 使用 Tracker 分析影片，將資料匯入 Excel 並作圖。 

d. 固定砝碼施放位置及棉線長度，改變起始位置，尋找其臨界角度。 

e. 改變塔高，並重複上述實驗步驟。 

2. 實驗三-2：自製砂紙圓盤之塔高實驗 

(1) 實驗目的：探討在摩擦係數較大的情況下 RH 比與臨界角度之關係。 

(2) 塔身圓盤：自製砂紙圓盤。 

(3) 操作變因：改變塔高(3～7 個圓盤，每次間隔一個)，並尋找各個塔高相對

應之臨界角度。 

(4) 實驗步驟： 

a. 將底塊綁上棉線與砝碼連接，並在底塊上方放置相同砂紙圓盤。 

b. 施放砝碼，使底塊脫離塔身，並以手機慢速錄影整個運動過程。 

c. 使用 Tracker 分析影片，將資料匯入 Excel 並作圖。 

d. 固定砝碼施放位置及棉線長度，改變起始位置，尋找其臨界角度。 

e. 改變塔高，並重複上述實驗步驟。 
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伍、 研究結果 

一、實驗一：探討底塊移除速率對塔身傾倒情況之影響。 

(一) 第一階段 

1. 起始位置與第一階段角度變化量之關係圖 

 

▲圖 5-1-1 第一階段對塔身傾斜角之大小影響極小。 

2. 起始位置與第一階段歷時之關係圖 

 

▲圖 5-1-2 起始位置與第一階段歷時呈負相關，且圖形傾斜程度小。 

3. 第一階段歷時與第一階段角度變化量之關係圖 

 

▲圖 5-1-3 第一階段歷時幾乎不影響第一階段角度變化量。 
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(二) 第二階段 

1. 起始位置與第二階段角度變化量之關係圖 

 

▲圖 5-1-4 起始位置與第二階段角度變化量呈負相關。(紅線以上者倒塌) 

2. 起始位置與第二階段歷時之關係圖 

 

▲圖 5-1-5 起始位置與第二階段歷時呈負相關。(紅線以上者倒塌) 

3. 第二階段歷時與第二階段角度變化量之關係圖 

 

▲圖 5-1-6 第二階段歷時對角度變化量成嚴格遞增曲線。(紅線以上者倒塌) 
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(三) 第三階段 

1. 起始位置與第三階段角度變化量之關係圖 

 

▲圖 5-1-7 起始位置與角度變化量之圖形左右兩側較低。(紅線以左者倒塌) 

2. 起始位置與第三階段歷時之關係圖 

 

▲圖 5-1-8 起始位置與第三階段歷時呈正相關。(紅線以下者倒塌) 

3. 第三階段歷時與第三階段角度變化量之關係圖 

 

▲圖 5-1-9 第三階段中，歷時與角度變化量的圖形中間處有明顯高峰。(紅線以

左者倒塌) 
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(四) 第四階段 

1. 起始位置與第四階段角度變化量之關係圖 

 

▲圖 5-1-10 第四階段角度變化量為負值。(紅線以左者倒塌) 

2. 起始位置與第四階段歷時之關係圖 

 

▲圖 5-1-11 起始位置與第四階段歷時呈負相關。(紅線以左者倒塌) 

3. 第四階段歷時與第四階段角度變化量之關係圖 

 

▲圖 5-1-12 第四階段歷時與第四階段角度變化量大致呈線性負相關。(紅線以左

者倒塌) 
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二、實驗二：探討底塊厚度對臨界角度之影響 

(一) 數據紀錄 

1. 數據 

底塊厚度(cm) 臨界角度範圍 底塊厚度(cm) 臨界角度範圍 

0.68 不傾倒 2.72 27.8°～31.3° 

1.36 19.5° ～22.2° 3.40 28.2°～30.1° 

2.04 24.6° ～28.9° 4.08 33.3°～35.5° 

註：實驗難以測量出精確的臨界角度大小，因此我們在上表中「臨界角度範圍」

一欄所列出的數值為實驗時所測得的臨界角度大小之範圍。 

2. 圖表 

 

▲圖 5-2-1 臨界角度平均值隨底塊增厚而變大。 

三、實驗三：傾倒類型實驗-探討 RH 比與摩擦係數對臨界角度之影響 

(一) 實驗三-1：自製平滑圓盤之塔高實驗 

1. 數據 

塔身高度(cm) 臨界角度範圍 塔身高度(cm) 臨界角度範圍 

5.10 25.8°～28.4° 10.20 15.1°～22.8° 

6.80 23.3°～23.5° 11.90 13.4°～15.9° 

8.50 15.3°～23.2° 13.60 10.3°～15.9° 
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2. 圖表 

 

▲圖 5-3-1 隨著塔身高度增加，臨界角度平均值愈來愈小。 

 

▲圖 5-3-2 臨界角度範圍之最小值恆小於理論翻倒臨界角度。 

註：此處「理論翻倒臨界角」定義：塔身各圓盤之間尚未發生錯動前(視塔身為

一圓柱體時)，其tan−1 R

H
即為理論翻倒臨界角度。

R

H
即本文先前所定義「RH 比」。 

 

▲圖 5-3-3 隨著塔身高度增加，臨界角度範圍之平均值與理論翻倒臨界角度愈來

愈接近。 
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(二) 實驗三-2：自製砂紙圓盤之塔高實驗 

1. 數據 

塔身高度(cm) 臨界角度範圍 塔身高度(cm) 臨界角度範圍 

5.10 29.7°～37.2° 10.20 15.2°～21.6° 

6.80 24.2°～34.5° 11.90 12.6°～16.9° 

8.50 21.2°～33.7°  

2. 圖表 

 

▲圖 5-3-4 臨界角度範圍平均值與塔身高度呈負相關。 

 

▲圖 5-3-5 理論翻倒臨界角度幾乎皆居於臨界角度範圍內。 

 

▲圖 5-3-6 各塔身高度的臨界角度範圍平均值與理論翻倒臨界角度之差值大約

相等。 
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陸、 討論 

一、由運動過程初步觀察，發現第一階段過程中，塔身圓盤間無相互錯動，視其為一體(如圖

6-1-1)。且實驗一的第一階段中，我們發現該階段的角度變化量(平均約 0.84°)相對於總體

運動角度變化量(約 4.80°~39.42°)而言非常微小，表示以塔身質心為支點時，摩擦力對塔

身產生的力矩難以推動塔身轉動(如圖 6-1-2)，得知第一階段對總體運動的角度變化量影

響不大。 

 

▲圖 6-1-1 視塔身為一體     ▲圖 6-1-2 質心支點與摩擦力矩 

二、利用實驗一的結果，將第一階段、第二階段、第三階段與落地角度(其值等於∆θ1 + ∆θ2 +

∆θ3)疊圖(如圖 6-2-1)，我們得知在較小的起始位置 (即底塊移除速率較慢者)，對落地角

度影響最大者為第二階段角度變化量(即圖 6-2-1 中紅線以左)；而在較大的起始位置 (即

底塊移除速率較快者)，對落地角度影響最大者為第三階段角度變化量(即圖 6-2-1 中紅線

以右)。 

 

▲圖 6-2-1 
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三、利用實驗一的結果，將第一階段、第二階段、第三階段歷時與總體運動歷時疊圖(如圖

6-3-1)，我們得知在較小的起始位置 (即底塊移除速率較慢者)，對總體運動歷時影響最大

者為第二階段歷時(即圖 6-3-1 中紅線以左)；而在較大的起始位置 (即底塊移除速率較快

者)，對總體運動歷時影響最大者為第三階段歷時(即圖 6-3-1 中紅線以右)。 

 

▲圖 6-3-1 

四、由實驗一的實驗影片分析，發現第二階段中，底塊移除接近等速率運動(如圖 6-4-1)。 

 

▲圖 6-4-1 利用 Tracker 分析底塊運動的 X-t 圖，其運動狀況接近等速率移動。 

以「底塊接近等速率運動」為基礎，建立第二階段之理論模型，並使用 Excel 作圖與實驗

一之中第二階段數據(圖 5-1-6)進行比對，過程如下： 

(一) 力學分析： 

第二階段力學分析的目標為「第二階段歷時(∆𝑡2 = 𝑡𝑒 − 𝑡𝑚)與角度變化量(∆𝜃2)之關

係」，且根據現象觀察發現第二階段各圓盤間錯動不明顯，因此以下推導過程視塔身

為一圓柱體。欲推得底塊脫離角度θ𝑒，我們將塔身轉動支點定為塔身下緣與底塊的
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接觸點，故此時惟重力產生力矩。利用每一瞬間底塊與塔身之相對速度，得到重力

矩力臂𝑥(𝑡)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑⃑⃑  ，進而得出該瞬間之角加速度𝛼(𝑡)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  與角速度變化量𝑑𝜔(𝑡)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑，再得該瞬間的

角度變化量𝑑θ2(t)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑  ： 

τ𝑔⃑⃑⃑⃑ = 𝑥(𝑡)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑⃑⃑  × 𝑀𝑔 = 𝐼(𝑡) ∙ 𝛼(𝑡)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑   ---○1   

𝑑𝑡 𝛼(𝑡)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = 𝑑𝜔(𝑡)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ --------------------○2   

𝑑𝑡 𝜔(𝑡)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = 𝑑θ(t)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ---------------------○3   

其中𝑀為塔身質量，𝐼(𝑡)為轉動慣量。最後，第二階段每一瞬間之𝑑θ2(t)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑  總和量值為

第二階段之總角度變化量∆𝜃2，且第一階段之角度變化量∆𝜃1極小可忽略，因此∆𝜃2即

為θ𝑒。以下為詳細推導過程。 

1. 重力矩力的計算 

將轉動支點定在塔身下緣與底塊的接觸點(如圖 6-4-2 )。 

▲圖 6-4-2 支點、力臂、角加速度  ▲圖 6-4-3 塔身受力情形 

某一瞬間塔身於x′軸方向(如圖 6-4-3)之受力： 

𝐹𝑥′
⃑⃑ ⃑⃑  = 𝑀g⃑ sin θ − 𝑀g⃑ cos θ 𝜇𝑘 -----------------○4  

則x′軸方向之加速度為： 

𝑎𝑥′⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ =
○4

𝑀
= g⃑ sin θ − g⃑ cos θ𝜇𝑘 ---------------○5  

得底塊質心與塔身質心在一瞬間沿𝑥′軸之相對速度𝑣𝑥′⃑⃑⃑⃑  ⃑： 

𝑣𝑥′⃑⃑⃑⃑  ⃑ = ○5 × 𝑑𝑡 + 𝑣0
′⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ − 𝑣𝑏

′⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ----------------------○6  
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其中𝑣′
0

⃑⃑⃑⃑⃑⃑ 為上一瞬間塔身質心沿𝑥′軸之速度，而𝑣𝑏
′⃑⃑ ⃑⃑  ⃑為底塊移除速度在𝑥′軸上的分

量(即𝑣𝑏⃑⃑⃑⃑ cos θ)。 

得底塊質心與塔身質心在一瞬間沿𝑥′軸之相對位移𝑑𝑥′⃑⃑⃑  ： 

𝑑𝑥′⃑⃑⃑  = ○6 × 𝑑𝑡 -----------------○7  

由於此處底塊運動可視為剛體運動，則極短時間內「底塊質心與塔身質心之相

對位移」等於「支點與塔身質心之相對位移」，因此： 

𝑥′⃑⃑⃑  = 𝑥0
′⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + ○7 = 𝑥0

′⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + (g⃑ sin θ − g⃑ cos θ 𝜇𝑘)𝑑𝑡2 − 𝑣𝑏
′⃑⃑ ⃑⃑  ⃑𝑑𝑡 + 𝑣0

′⃑⃑ ⃑⃑  ⃑𝑑𝑡 -------○8  

其中x0⃑⃑  ⃑為上一瞬間的力臂。則重力矩： 

τ𝑔⃑⃑⃑⃑ = ○8 × 𝑀g⃑ cos𝜃 -----------------○9  

2. 轉動慣量 

由於我們所使用的達摩並非理想的圓柱體，而是中間有孔洞的圓盤，使得轉動

慣量的計算難度增加。因此我們轉向以實驗測量的方式求得轉動慣量。 

3. 角度的計算： 

由○1 、○9 得角加速度α⃑⃑ ： 

α⃑⃑ =
τ𝑔⃑⃑ ⃑⃑  

𝐼
=

○9

𝐼
 -------------------○10  

得塔身在一瞬間之角速度ω⃑⃑ ： 

ω⃑⃑ = ○10 × 𝑑𝑡 + ω0⃑⃑⃑⃑  ⃑ -----------○11  

其中，ω0⃑⃑⃑⃑  ⃑為塔身上一瞬間之角速度。 

再得塔身於第二階段中一瞬間之角度變化量𝑑θ2
⃑⃑⃑⃑ ： 

𝑑θ2
⃑⃑⃑⃑ = ○11 × 𝑑𝑡 =

𝑥′⃑⃑  ⃑×𝑀g⃑ 
1

16
𝑀𝑅2+

1

12
𝑀𝐻2+𝑀𝑙2

𝑑𝑡2 ------○12  

將第二階段每一瞬間之𝑑θ2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑加總，所得為第二階段之總角度變化量∆𝜃2： 

∫ 𝑑θ2

t𝑒

t𝑚

= ∆𝜃2 

因第一階段之角度變化量∆𝜃1極小，則： 

∆𝜃2 ≈ 𝜃𝑒  
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(二) 運算與作圖 

利用 Excel 作為積分工具，依循上述推導過程，逐步計算出重力力矩，並結合轉動慣

量，進而得出第二階段總角度變化量。 

 

 

  ▲6-4-4 第二階段 Excel 計算過程 

  接著改變底塊移除速率的設定值，取得各底塊移除速率相對應之塔身脫離角度，並 

  且作圖。 

(三) 比對與討論 

1. 第二階段時間對角度關係圖 

 

▲圖 6-4-5 第二階段時間對角度關係圖(實驗數據與理論值比較) 

由圖 6-4-5 可得知第二階段時間對角度關係為一開口向上之曲線，即角速度隨時

間愈來愈快。由於第二階段過程中，重力不斷對塔身質心造成重力力矩，使其

擁有順時針方向之角加速度，故圖形為一開口向上之曲線。 
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1. 重力矩力的計算 2.𝐼 3. 角度的計算 
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2. 第二階段歷時對總角度變化量 

 

▲圖 6-4-6 第二階段時間對角度關係圖(實驗數據與理論值比較) 

根據圖 6-4-6，理論值大致吻合實驗數據，仍有些微差異，推測可能來自轉動慣

量的測量。無論是實驗數據或理論值皆指出第二階段歷時與總角度變化量成正

相關，即第二階段作用時間愈長，所累積出的角度變化量愈大。 

 

五、由第三階段的現象觀察，我們發現塔身在該階段作等角速度運動。以「塔身作等角速度

運動」為基礎，我們建立第三階段之理論模型，並使用 Excel 作圖與實驗數據比對，過程

如下： 

(一) 力學分析 

第三階段的力學分析目標為「第三階段歷時(∆𝑡3 = 𝑡𝑔 − 𝑡𝑒)與角度變化量(∆𝜃3)之關

係」。經由底塊脫離時(𝑡 = 𝑡𝑒)塔身質心至地面的距離 𝑌，以及第二階段末塔身的角

速度(即第三階段全程之角速度𝜔3)計算出第三階段的歷時∆𝑡3。再藉由∆𝑡3與𝜔3得到

∆𝜃3，進而得出𝜃𝑔： 

∆𝜃3 = 𝜔3 × ∆𝑡3 -------------○13  

𝜃𝑔 = 𝜃𝑒 + ∆𝜃3 ----------------○14  

  以下為詳細推導過程。 
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1. 在此階段的分析中，我們將支點定在塔身質心處，且塔身對質心作等角速度轉

動。脫離底塊瞬間𝑡𝑒，塔身質心距地高度 𝑌： 

▲圖 6-5-1 塔身質心距地高度𝑌       ▲圖 6-5-2 𝑌的計算 

𝑌 = √(
𝑅

2
)2 + (

𝐻

2
)2 ∙ sin(𝜑1 − θ𝑒) + ℎ 

∵ 𝜑1 = tan−1
𝐻

𝑅
 

∴ 𝑌 = √(
𝑅

2
)2 + (

𝐻

2
)2 ∙ sin(tan−1 𝐻

𝑅
− θ𝑒) + ℎ ----------○15  

2. 將某一瞬間𝑡塔身質心至塔身最低點水平延伸線之距離定義為 y(如圖 6-5-3)： 

 

▲圖 6-5-3 「𝑦」的定義與其計算示意圖 

𝑦 = √(
𝑅

2
)2 + (

𝐻

2
)2 ∙ cos(𝜑2 − θ) +

1

2
g⃑ (𝑡 − 𝑡𝑒)

2--------○16  

當 𝑦 = 𝑌 (○16 =○15 )時，塔身落地(如圖 6-5-4)，此時(𝑡 = 𝑡𝑔)第三階段之等角速度

運動結束。 
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▲圖 6-5-4 當 𝑦 = 𝑌，第三階段結束 

3. 第三階段歷時∆𝑡3與塔身落地角度𝜃𝑔： 

∆𝑡3 = 𝑡𝑔 − 𝑡𝑒 -----------------○17  

∆𝜃3 = 𝜔3 × ∆𝑡3 -------------○13  

𝜃𝑔 = 𝜃𝑒 + ∆𝜃3 ---------------○14  

(二) 運算與作圖 

接續第二階段計算所得的𝜃𝑒與𝜔3，利用 Excel 積分，逐步計算出𝑌、各瞬間之 y，進

而求得∆𝜃3與𝜃𝑔。 

 

▲6-5-5 第三階段 Excel 計算過程 

(三) 比對與討論 

 

▲圖 6-5-6 第三階段時間對角度關係圖 
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根據圖 6-5-6，可發現第三階段無論是實驗數據或理論值，時間對角度皆呈線性正相

關，可知第三階段運動過程為等角速度轉動。且圖形的縱軸截距所代表之意義為脫

離角度。 

 

六、根據圖 5-1-9，我們發現第三階段歷時與角度變化量之曲線的高峰在圖形中間處。認為是

因為當底塊移除速率緩慢時，第二階段結束時傾斜角大、角速度大，傾斜角大使得第三

階段歷時縮短，因此即便此時角速度大，但由於受到歷時牽制而無法產生較大角度變化

量。且當底塊移除速率快速時，第二階段結束時傾斜角小、角速度小，傾斜角小表示第

三階段歷時較長，但即使此階段歷時較長，由於角速度過小而難以產生較大的角度變化

量。 

 

七、若塔身先落地再脫離，其落地角度必大於底塊之tan−1 𝑅

𝐻
；且若塔身同時落地與脫離，則

其落地角度等於底塊之tan−1 𝑅

𝐻
。在實驗一中，tan−1 𝑅

𝐻
≈36.87° ≥臨界角度範圍 19.4°～21.6°，

可知凡「先落地再脫離」以及「同時落地與脫離」之塔身皆會傾倒。 

 

八、在底塊厚度實驗中，臨界角度平均值隨底塊增厚而變大。推測是因為較厚的底塊，會使

第三階段歷時增長，造成塔身在第四階段開始時，擁有較大的落地角度θg以及鉛直向下

的速度。而鉛直向下的速度會使塔身加快轉動回到地面(即 θ = 0°)(如圖 6-8-1)。因此就

算落地角度大，若塔身具有較大的鉛直向下速度，則第四階段歷時變短，1 號圓盤上方

其餘圓盤沒有足夠時間滑動，進而讓塔身不易傾倒。 

 

▲圖 6-8-1 鉛直向下的速度使塔身加快轉動回到地面 
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九、在實驗三-1 當中，因為自製平滑圓盤動摩擦係數較小(μ
𝑘

= 0.42)，因此在第四階段，圓

盤間容易發生較大滑動，導致 1 號圓盤上方所有圓盤的質心，較容易超過 1 號圓盤垂直

向上延伸的區域而發生滑倒。在圖 5-3-3 中我們得知，隨著塔身高度增加，臨界角度範圍

之平均值與理論翻倒臨界角度之值愈來愈接近。推測其原因為塔身高度較高時，圓盤間

尚未發生明顯滑動，就先滿足翻倒條件(即重心鉛垂線通過 1 號圓盤垂直向上延伸的區域)

而翻倒。 

塔身高度 5.1 cm 6.8 cm 8.5 cm 

脫離狀況 

   

傾倒狀況 

   

塔身高度 10.2 cm 11.9 cm 13.6 cm 

脫離狀況 

   

傾倒狀況 
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十、在實驗三-2 當中，因為自製砂紙圓盤動摩擦係數較大(μ
𝑘

= 0.72)，因此在第四階段，圓

盤間不易發生較大滑動，而會直接滿足翻倒條件(即重心鉛垂線通過 1 號圓盤垂直向上延

伸的區域)而翻倒。 

塔身高度 5.1 cm 6.8 cm 8.5 cm 

脫離狀況 

   

傾倒狀況 

   

塔身高度 10.2 cm 11.9 cm 

脫離狀況 

  

傾倒狀況 
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十一、 由下圖可知平滑圓盤臨界角度範圍平均值皆比砂紙圓盤臨界角度範圍平均值小。推

測其原因為平滑圓盤動摩擦係數較小，圓盤間容易發生較大滑動，而先滿足滑倒條件而

滑倒，且滑倒條件臨界角度比翻倒條件臨界角度小。 

 

▲圖 6-10-1 平滑圓盤臨界角度範圍平均值比砂紙圓盤臨界角度範圍平均值小。 

 

柒、 結論 

一、在移除速率實驗中，我們得知在較小的起始位置 (即底塊移除速率較慢者)，對落地角度

影響最大者為第二階段角度變化量；而在較大的起始位置 (即底塊移除速率較快者)，對

落地角度影響最大者為第三階段角度變化量。 

二、在底塊厚度實驗中，發現底塊厚度與臨界角度平均值呈正相關。  

三、在傾倒類型實驗中，發現不管是自製平滑圓盤或砂紙圓盤，臨界角度皆隨著塔身高度增

加而減小。 

四、摩擦係數較小的圓盤較容易滑動，因此平滑圓盤臨界角度較砂紙圓盤臨界角度小。 
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捌、 未來展望 

一、在本次研究中，雖然已有理論模型推導，趨勢與實驗雷同，但仍有些微差異，推測是因

為轉動慣量的測量不夠精準，期待日後能測出更加準確的轉動慣量並進行修正。。 

二、建立第四階段理論模型，並期待能與底塊厚度實驗結果吻合。 

 

玖、  參考文獻 

一、 Tablecloth Trick – Cool Science Experiment, (YouTube, SpanglerScienceTV, Dec 16, 

2011), https://youtu.be/PcGIUZzWoVc 

二、 Tablecloth Tricks! (Dear Ryan), (YouTube, nigahiga, Mar 29, Tablecloth Tricks!  

三、 Inertia Checkers Project, (YouTube, XxemoXxAnimeXx) https://youtu.be/s6O6m3A_ViM 

四、 How far can you overhang blocks? By Data 

Genetics http://datagenetics.com/blog/may32013/index.html  

https://youtu.be/PcGIUZzWoVc
https://youtu.be/s6O6m3A_ViM
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作品海報 

【評語】051802  

本作品探討瞬間的水平力可以讓物體因慣性維持不倒的機

制，實驗以相同的圓盤垂直疊放於平面上，形成一個獨立的塔，

再施加水平力移除塔最底部的圓盤使塔身其餘的部分會掉落至平

面上。一個瞬間的水平力可以讓物體因慣性維持不倒的現象所謂

的 tablecloth trick是一個常在科普看到的現象，但是並沒有定量

的研究，本實驗雖然能將此問題定量化分析，並找出控制的變

因，是一個有深度的實驗，然而在設計，所施加的水平力並不是

一個瞬間(pulse)的力，而是一個固定力，如果能改進將是一個完

整的實驗。 

D:\NSF\中小科展_60 屆\排版\051802-評語 



 
本次研究將使用相同的圓盤垂直疊放，放置於一平面，形成一個獨立的塔。當塔最底部的圓盤通過施加一個瞬間的水平力移
除，塔身其餘的部分會掉落至平面上，且有機會保持直立狀態。因此透過本次科展，我們將分析底塊移除後至塔身落至地面
的運動過程，設計相關實驗，並試著建立相符的理論模型，探討能使塔身保持靜止直立的條件。  
 

經過初步的現象觀察與背景資料查詢，我們認為會影響塔身直立與否的相關參數有底塊移除速率快慢、底塊厚度、塔身厚度、
圓盤之間的摩擦力。本作品將針對以上參數進行較為深入的研究。  

摘要 

 
一. 分析底塊移除後至塔身的運動過程。 
二. 探討底塊移除速率對塔身傾倒情況之影響。 
三. 探討底塊厚度、塔身高度對塔身傾倒情況之影響。 
四. 比較摩擦係數對塔身傾倒情況之影響。 

研究目的 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

研究過程或方法 

 

一.實驗器材與相關資訊 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
二.實驗裝置示意圖 
 
 
 
 
 
 
 

研究設備及器材 

名稱 照片與資訊 

達摩 

直徑：5.00 cm/個 
厚度：3.00 cm/個 
質量：40 g/個 
圓盤間動摩擦係數：0.27 
圓盤間靜摩擦係數：0.39 

自製 
平滑圓盤 

直徑：4.00 cm/個 
厚度：1.70 cm/個 
質量：58.38g/個 
圓盤間動摩擦係數：0.42 
圓盤間靜摩擦係數：0.47 

自製 
砂紙圓盤 

直徑：4.00 cm/個 
厚度：1.75 cm/個 
質量：59.08 g/個 
砂紙間動摩擦係數：0.72 
砂紙間靜摩擦係數：1.01 

方格紙 

 長：35cm  / 寬：25cm 
 方格紙標線間距：0.1cm 
 紙與達摩間動摩擦係數：0.27 
 紙與圓盤間動摩擦係數：0.33 

 

一.轉動 
 

τ = 𝑥 × 𝐹  
 

其中τ為力矩(牛頓•公尺)；r為施力點到支點垂直距離(公

尺)；F為作用力(牛頓)。轉動為剛體對一固定軸旋轉的運動。 
 

二.轉動慣量：平行軸定理 
 

𝐼 = 𝐼𝑐𝑜𝑚 + 𝑀𝑙2 
 

其中𝐼𝑐𝑜𝑚為剛體對質心軸的轉動慣量(公斤•公尺平方)；𝑀為
剛體質量；𝑙代表另一支直軸與質心軸垂直距離。此公式可
以計算出剛體對平行於質心軸的另外一支直軸的轉動慣量。 
 

三.斜面上的物體 
   1. 下滑條件：tan𝜃=μ𝑠 
   2. 翻轉條件：重心鉛垂線通過底端邊緣時。 
 
 
 
 
 
     ▲重心鉛垂線通過底端邊緣時，物體翻倒 

實驗相關原理 

塔身(數個圓盤) 

底塊 

固定施放 
繩子位置 

滑輪 

砝碼 

1號圓盤 

2號圓盤 

3號圓盤 

 

 

一.定義運動階段 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

二.運動全程角度對時間關係圖 
 

   (一)最終狀態為傾倒者 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
   (二)最終狀態為不傾倒者 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

三.傾倒類型 
   (一)滑倒：圓盤摩擦係數小、塔身越矮較傾向於此。 
   (二)翻倒：圓盤摩擦係數大、塔身越高較傾向於此。 
 

 
 左圖：滑倒 

右圖：翻倒 

運動過程初步觀察 

第一階段 第二階段 第三階段 第四階段 

1 2 3 4 5 6 

 
 
 
 
 
 

底塊受力 
(運動開始) 

底塊邊緣
恰過 

塔身質心 
(開始轉動) 

繼續轉動 底塊脫離 塔身落地 站立/傾倒
(運動結束) 

 

一.提供底塊速率的方法： 
 

   (一)固定棉線長度及記錄施放砝碼位置。 
   (二)施放砝碼後整個運動過程 
        1.施放砝碼使其開始下降， 
          此時棉線仍為捲曲狀，無拉力。 
        2.棉線從捲曲狀至繃緊狀態， 
          此時砝碼已有速率。 

        3.底塊受到砝碼拉力開始脫離上方圓盤。 
 
 
 
 
 
 
   (三)改變起始位置，使底塊受到不同下降速率的砝碼 
       所給予的拉力，藉此改變底塊的移除速率。 

 
 

 
 
 

二.測量落地角度：利用tracker內建量角器測量落地角度 
 

三.不斷實驗至找到臨界角度。 

實驗方法 

使塔身保持靜止直立條件 
假設：與落地角度𝜃相關 

 傾斜角大小 
（ 𝜃 本身量值） 

  臨界角大小 
（導致傾倒的外在條件） 

底塊移除速率實驗 

各階段時間長度與 
角度變化量的關係 

建立理論模型 

第三階段時長、落地速度 
與臨界角度之關係 

底塊厚度實驗 

塔高 摩擦係數 

高塔→翻倒 
矮塔→滑倒 

摩擦係數大→翻倒 
摩擦係數小→滑倒 

傾倒類型實驗 

臨界值大小決定 

一 

二 

三 

四 

「傾倒」者運動全程時間對角度關係圖 

角
度(

度)
 

時間(秒) 

一 

二 

三 

四 

「不傾倒」者運動全程時間對角度關係圖 

角
度(

度)
 

時間(秒) 

▲傾倒者運動全程角度對時間關係圖(方框標示為一至四階段) 

▲不傾倒者運動全程角度對時間關係圖(方框標示為一至四階段) 



 (二)第二階段 
 1.起始位置與第二階段角度變化量之關係圖 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 ▲起始位置與第二階段角度變化量呈現負 
    相關(紅線以上者倒榻) 

 2.起始位置與第二階段歷時之關係圖 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 ▲起始位置與第二階段歷時呈負相關 
    (紅線以上者倒榻) 

 3.第二階段歷時與第二段角度變化量之關係圖 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 ▲第二階段歷時對角度變化量的圖形成嚴 

    格遞增曲線(紅線以上者倒榻) 

 (一)第一階段 
 1.起始位置與第一階段角度變化量之關係圖 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 ▲第一階段對塔身傾斜角之大小影響極小 

 

 2.起始位置與第一階段歷時之關係圖 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 ▲起始位置與第一階段歷時呈負相關 
 

 3.第一階段歷時與第一段角度變化量之關係圖 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 ▲第一階段歷時對塔身傾斜角之大小影響 
    極小 

 (三)第三階段 
 1.起始位置與第三階段角度變化量之關係圖 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
  ▲起始位置與角度變化量之圖形左右兩側 
     較低(紅線以左者倒榻) 

 2.起始位置與第三階段歷時之關係圖 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
  ▲起始位置與第三階段歷時呈正相關 
     (紅線以左者倒榻) 

 3.第三階段歷時與第三階段角度變化量之關係圖 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
  ▲第三階段中，歷時與角度變化量的圖形 

     中間處有明顯高峰(紅線以左者倒榻) 

 (四)第四階段 
 1.起始位置與第四階段角度變化量之關係圖 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 ▲第四階段角度變化量為負值 
    (紅線以左者倒榻) 

 2.起始位置與第四階段歷時之關係圖 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 ▲起始位置與第四階段歷時呈負相關 
    (紅線以左者倒榻) 

 3.第四階段歷時與第四段角度變化量之關係圖 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 ▲第四階段歷時與第四階段角度變化量大 
    致呈線性負相關(紅線以左者倒榻) 

 

一.實驗一：移除速率實驗 
   (一)實驗目的： 
       1.探討起始位置對各階段角度之影響。 
       2.探討起始位置對各階段時長之影響。 
       3.探討各階段時長對角度變化量之影響。 

   (二)塔身圓盤：達摩 
   (三)操作變因：改變塔位於方格紙上位置，藉此改變底塊脫離速率。 

   (四)實驗步驟： 
       1.將底塊(達摩)綁上棉線與砝碼連接，並在底塊上方放置三個達摩。       
       2.將塔放置於方格紙0cm的位置上。 
       3.施放砝碼，使底塊脫離塔身，並以手機慢速錄影整個運動過程。 
       4.使用Tracker分析影片，將資料匯入Excel並作圖。 
       5.固定砝碼施放位置及棉線長度，改變起始位置以改變底塊脫離 
         速率，各起始位置皆重複上述實驗步驟三遍。 
 

二.實驗二：底塊厚度實驗 
   (一)實驗目的：探討底塊厚度對 
       臨界角度之影響。 

   (二)塔身圓盤：自製平滑圓盤。 
   (三)操作變因：改變底塊厚度 
                 (0.68cm～4.08cm，每次間格0.68cm) 

                 並尋找各厚度相對應之臨界角度。 
   (四)實驗步驟： 
       1.將底塊綁上棉線與砝碼連接，並在底塊上方放置三個平滑圓盤。 
       2.施放砝碼，使底塊脫離塔身，並以手機慢速錄影整個運動過程。 
       3.使用Tracker分析影片，將資料匯入Excel並作圖。 
       4.固定砝碼施放位置及棉線長度，改變起始位置，尋找其臨界角度。 
       5.改變底塊厚度，並重複上述實驗步驟。 
 

三.實驗三-1：自製平滑圓盤之塔高實驗 
   (一)實驗目的：探討在摩擦係數較小的情況下RH比與臨界角度之關係。 

   (二)塔身圓盤：自製平滑圓盤 
   (三)操作變因：改變塔高(3～8個圓盤，每次間隔1個)， 
                 並尋找各個塔高相對應之臨界角度。 
   (四)實驗步驟： 
       1.將底塊綁上棉線與砝碼連接，並在底塊上方放置相同平滑圓盤。 
       2.施放砝碼，使底塊脫離塔身，並以手機慢速錄影整個運動過程。 
       3.使用Tracker分析影片，將資料匯入Excel並作圖。 
       4.固定砝碼施放位置及棉線長度，改變起始位置，尋找其臨界角度。 
       5.改變塔高，並重複上述實驗步驟。 
 

四.實驗三-2：自製砂紙圓盤之塔高實驗 
   (一)實驗目的：探討在摩擦係數較大的情況下RH比與臨界角度之關係。 

   (二)塔身圓盤：自製砂紙圓盤 
   (三)操作變因：改變塔高(3～7個圓盤，每次間隔一個)， 
                 並尋找各個塔高相對應之臨界角度。 
   (四)實驗步驟： 
       1.將底塊綁上棉線與砝碼連接，並在底塊上方放置相同砂紙圓盤。 
       2.施放砝碼，使底塊脫離塔身，並以手機慢速錄影整個運動過程。 
       3.使用Tracker分析影片，將資料匯入Excel並作圖。 
       4.固定砝碼施放位置及棉線長度，改變起始位置，尋找其臨界角度。 
       5.改變塔高，並重複上述實驗步驟。 

實驗方法 
 

二.實驗二：探討底塊厚度對臨界角度之影響 
   (一)數據與圖表 

   
 
 
 
 
 
 
 

註：實驗難以測出精確的臨界角大小，因此我們在表中「臨界角度範
圍」一欄所列出的數值為實驗時所測得的臨界角度大小之範圍。 

研究結果(二) 

起始位置對第一階段角度變化量 

起始位置(公分) 

第
一
階
段
角
度
變
化
量(

度) 

起始位置對第二階段角度變化量 

起始位置(公分) 

第
二
階
段
角
度
變
化
量(

度) 

起始位置對第三階段角度變化量 

起始位置(公分) 

第
三
階
段
角
度
變
化
量(

度) 

起始位置對第四階段角度變化量 

起始位置(公分) 

第
四
階
段
角
度
變
化
量(

度) 

第一階段歷時對第一階段角度變化量 

第
一
階
段
角
度
變
化
量(

度) 

第一階段歷時(秒) 

第二階段歷時對第二階段角度變化量 

第
二
階
段
角
度
變
化
量(

度) 

第二階段歷時(秒) 

第三階段歷時對第三階段角度變化量 

第
三
階
段
角
度
變
化
量(

度) 

第三階段歷時(秒) 

第四階段歷時對第四階段角度變化量 

第
四
階
段
角
度
變
化
量(

度) 

第四階段歷時(秒) 

起始位置對第一階段歷時 

起始位置(公分) 

第
一
階
段
歷
時(

秒) 

起始位置對第二階段歷時 

起始位置(公分) 

第
二
階
段
歷
時(

秒) 

起始位置對第三階段歷時 

起始位置(公分) 

第
三
階
段
歷
時(

秒) 

起始位置對第四階段歷時 

起始位置(公分) 

第
四
階
段
歷
時(

秒) 

一.實驗一：探討底塊移除速率對塔身傾倒之影響 

傾
倒
類
型
實
驗 

不同底塊厚度對臨界角度範圍 

底塊厚度(公分) 

●臨界角度範圍最小值  ▲臨界角度範圍最大值    平均值 

臨
界
角
度(

度)
 

底塊厚度(cm) 臨界角度範圍 

0.68 不傾倒 

1.36 19.5°~22.2° 

2.04 24.6°~28.9° 

2.72 25.2°~36.5° 

3.40 28.2°~30.1° 

4.08 33.3°~35.5° 

 ▲臨界角度平均值隨底塊增厚而變大 

底塊 
厚度0.68cm 

底塊 
厚度1.36cm 

底塊 
厚度2.04cm 

底塊 
厚度2.72cm 

底塊 
厚度3.40cm 

底塊 
厚度4.08cm 

塔身高度(cm) 臨界角度範圍 

5.10 25.8°~28.4° 

6.80 23.3°~23.5° 

8.50 15.3°~23.2° 

10.20 15.1°~22.8° 

11.90 13.4°~15.9° 

13.60 10.3°~15.9° 

塔身高度(cm) 臨界角度範圍 

5.10 29.7°~37.2° 

6.80 24.2°~34.5° 

8.50 21.2°~33.7° 

10.20 15.2°~21.6° 

11.90 12.6°~16.9° 

●臨界角度範圍平均值  ●理論翻倒臨界角度 

塔身高度(公分) 

不同高度的砂紙塔對 
其臨界角度範圍平均值與理論翻倒臨界角度 

角
度(

度)
 

三.實驗三-1： 
   自製平滑圓盤之塔高實驗 
   (一)數據與圖表 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 ▲隨著圓盤數量增加，臨界角度越來越小 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ▲臨界角度範圍之最小值恆小於理論翻倒臨界角度 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ▲隨著塔身高度增加，臨界角度範圍平均值與理論 

    翻倒臨界角度愈來愈接近 

四.實驗三-2： 
   自製砂紙圓盤之塔高實驗 
   (一)數據與圖表 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ▲臨界角度範圍平均值與塔身高度呈負相關 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 ▲理論翻倒臨界角度幾乎皆居於臨界角度範圍內 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ▲各塔身高度的臨界角度範圍平均值與理論翻倒 

    臨界角度之差值大約相等 

臨
界
角
度(

度)
 

●臨界角度範圍最小值  ▲臨界角度範圍最大值    平均值 

塔身高度(公分) 

●臨界角度範圍最小值  ▲臨界角度範圍最大值    平均值 

臨
界
角
度(

度)
 

塔身高度(公分) 

不同高度的砂紙塔對臨界角度範圍 

●臨界角度範圍最小值  ◆臨界角度範圍最大值  ▲翻倒臨界角度 

塔身高度(公分) 

不同高度的砂紙塔對 
臨界角度範圍＋理論翻倒臨界角度 

角
度(

度)
 

●臨界角度範圍最小值  ▲臨界角度範圍最大值  ◆理論翻倒臨界值 

塔身高度(公分) 

不同高度的平滑塔對 
臨界角度範圍＋理論翻倒臨界角度 

角
度(

度)
 

●臨界角度範圍平均值  ◆理論翻倒臨界角度 
塔身高度(公分) 

不同高度的平滑塔對 
其臨界角度範圍平均值與理論翻倒臨界角度 

角
度(

度)
 

研究結果(三) 

研究結果(一) 
理論翻倒臨界角度       平均值 

不同高度的平滑塔對臨界角度範圍 



 

1. Tablecloth Trick – Cool Science Experiment, (YouTube, SpanglerScienceTV, Dec 16, 

2011), https://youtu.be/PcGIUZzWoVc 

2. Tablecloth Tricks! (Dear Ryan), (YouTube, nigahiga, Mar 29, Tablecloth Tricks!  

3. Inertia Checkers Project, (YouTube, XxemoXxAnimeXx)  https://youtu.be/s6O6m3A_ViM 

4. How far can you overhang blocks? By Data 

Genetics http://datagenetics.com/blog/may32013/index.html  
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一.結論 
   (一)在移除速率實驗中，我們得知底塊移除速率較慢者， 
       對落地角度影響最大者為第二階段角度變化量；而 
       底塊移除速率較快者，對落地角度影響最大者為第 
       三階段角度變化量。 
   (二)在底塊厚度實驗中，發現底塊厚度與臨界角度平均 
       值呈正相關。 
   (三)在傾倒類型實驗中，發現不管是自製平滑圓盤或砂 
       紙圓盤，臨界角度皆隨著塔身高度增加而減小。 
   (四)摩擦係數較小的圓盤較容易滑動，因此平滑圓盤臨 
       界角度較砂紙圓盤臨界角度小。 

 

二.未來展望 
   (一)在本次研究中，雖然已有理論模型推導，趨勢與實 
       驗雷同，但要完全吻合仍須修正。 
   (二)建立第四階段理論模型，並期待能與底塊厚度實驗 
       結果吻合。 

結論與未來展望 

 

一.由運動過程初步觀察，發現第一階段過程中，塔身圓盤間
無相互錯動，且該階段的角度變化量(平均約0.84°)相對於
總體運動角度變化量(約4.80°~39.42°)而言非常微小，表示
以塔身質心為支點時，摩擦力對塔身產生的力矩難以推動
塔身轉動，得知第一階段對總體運動的角度變化量影響不
大。 
 

二.利用實驗一的結果，得知底塊移除速率較慢者，對落地角
度影響最大者為第二階段角度變化量；而底塊移除速率較
快者，對落地角度影響最大者為第三階段角度變化量。 
 

三.利用實驗一的結果，我們得知底塊移除速率較慢者，對總
體運動歷時影響最大者為第二階段歷時；而底塊移除速率
較快者，對總體運動歷時影響最大者為第三階段角度變化
量歷時。 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

第一、二、三階段角度變化量對落地角度 

角
度(

度) 

●落地角度 ●第一階段角度 ●第二階段角度 ●第三階段角度 
起始位置(公分) ●第一階段歷時  ●第二階段角度  

●第三階段角度  ●第四階段角度  ●總體運動歷時 

第一、二、三、四階段歷時對總體運動歷時 

時
間(

秒) 

起始位置(公分) 

討論 

四.目標：第二階段歷時與角度變化量之關係 
   (一)前提假設：底塊接近等速率運動 

 
 
 

 
 
 

 
 

   (二)推導路線： 
 

τ𝑔 = 𝑥(𝑡) × 𝑀𝑔 = 𝐼(𝑡) ∙ 𝛼 𝑡  ---- (1) 

𝑑𝑡𝛼(𝑡) = 𝑑𝜔(𝑡) -------------- (2) 

𝑑𝑡𝜔(𝑡) = 𝑑θ(t) -------------- (3) 
 

   (三)推導過程： 
 

       1.重力力矩的計算 
       2.轉動慣量的計算 
       3.第二階段角度變化量的計算 

 
 

 
 
 

 
   (四)比對與討論： 

 
 
 
 
 
 
 
 

 ▲第二階段時間對角度關係圖    ▲第二階段歷時對總角度變化量 

利用Tracker分析底塊運動的X-t圖 

  ，其運動狀況接近等速率移動。 

第二階段時間對角度關係圖(實驗數據與理論值比較) 

角
度 (

度)
 

●實驗數據 ■理論值            時間(秒) 

五.目標：第三階段歷時與角度變化量之關係 
   (一)前提假設：𝜔3為定值 
   (二)推導路線： 

 

∆𝜃3 = 𝜔3 × ∆𝑡3 ----------(15)        
 𝜃𝑔= 𝜃𝑒 + ∆𝜃3 -----------(16) 

 

   (三)推導過程： 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   (四)比對與討論： 

 
 
 
 
 
 
 

第三階段時間對角度關係圖(實驗數據與理論值比較) 

角
度 

(

度)
 

●實驗數據 ■理論值            時間(秒) 

角
度
變
化
量 (

度)
 

第二階段歷時對總角度變化量(實驗數據與理論值比較) 

▲理論值 ◆實驗數據               第二階段歷時(秒) 

1.重力力矩的計算 2.I 3.角度的計算 

六.若塔身先落地再脫離，其落地角度必大於底塊之tan−1 𝑅

𝐻
；

且若塔身同時落地與脫離，則其落地角度等於底塊之

tan−1 𝑅

𝐻
。在實驗一中，tan−1 𝑅

𝐻
 ≈ 36.87° ≥臨界角度範圍

19.4°～21.6°，可知凡「先落地再脫離」以及「同時落地
與脫離」之塔身皆會傾倒。 
 

七.在底塊厚度實驗中，臨界角度平均值隨底塊增厚而變大。
推測是因為較厚的底塊，會使第三階段歷時增長，造成塔
身在第四階段開始時，擁有較大的落地角度θg以及鉛直向

下的速度。而鉛直向下的速度會使塔身加快轉動回到地面
(即θ = 0°)。因此就算落地角度大，若塔身具有較大的鉛
直向下速度，則第四階段歷時變短，1號圓盤上方其餘圓
盤沒有足夠時間滑動，進而讓塔身不易傾倒。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

八.在實驗三-1，因為自製平滑圓盤動摩擦係數較小，因此
在第四階段，圓盤間容易發生較大滑動而發生滑倒。從圖
表我們得知，隨著塔身高度增加，臨界角度範圍之平均值
與理論翻倒臨界角度之值愈來愈接近。推測其原因為塔身
高度較高時，圓盤間尚未發生明顯滑動，就先滿足翻倒條
件而翻倒。 
 

九.在實驗三-2，因為自製砂紙圓盤動摩擦係數較大，因此
在第四階段，圓盤間不易發生較大滑動，而會直接滿足翻
倒條件而翻倒。 
 

十.由下圖可知平滑圓盤臨界角度比砂紙圓盤臨界角度範圍
平均值小。推測其原因為平滑圓盤動摩擦係數較小，圓盤
間容易發生較大滑動，而先滿足滑倒條件而滑倒，且滑倒
條件臨界角度比翻倒條件臨界角度小。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

十一.轉動慣量的計算 
 
 
 
 

 
 
 

平滑圓盤與砂紙圓盤臨界角度之比較 

●砂紙圓盤臨界角度平均值 ●平滑圓盤臨界角度平均值 

臨
界
角
度(

度) 

塔身高度(公分) 

 第二階段時間對角度 

   關係圖  

第
四
階
段
角
度
變
化
量(

度) 

■底塊厚度2.04cm     ◆底塊厚度3.40cm 

第四階段歷時對第四階段角度變化量 
(不同底塊厚度) 

第四階段歷時(秒) 

力臂長度對轉動慣量 

力臂長度(公分) 

轉
動
慣
量 

https://youtu.be/PcGIUZzWoVc
https://youtu.be/PcGIUZzWoVc
https://youtu.be/s6O6m3A_ViM
https://youtu.be/s6O6m3A_ViM
https://youtu.be/s6O6m3A_ViM
http://datagenetics.com/blog/may32013/index.html
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