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摘要 

  本實驗最主要探討 U 型管中液面的振盪行為，並嘗試建立理論模型。為了簡化推導，將

流動近似為準穩態，並以阻尼振盪模型近似其運動。經實驗發現，其振盪角頻率和指數衰減

率隨各變因改變的趨勢，與理論模型所得的部分結果類似，但其振幅的指數衰減率和振盪角

頻率皆大於理論值。推測振盪的過程中可能存在其他的損失機制，導致現有模型不適用。 

 

 

 

壹、研究動機 

  U 型管的振盪是介紹簡諧運動時常被提起的例子，但其真實的運動卻很少被討論，因而

對此感到好奇，究竟當考慮能量損失時，液面的振盪又會是如何呢？因此我們希望建立能描

述真實振盪的理論模型，並分析各項變數對振盪的影響。 

 

 

 

貳、研究目的 

一、建立模型求解考慮能量損失的振盪 

二、探討管路幾何形狀對振盪的影響 

三、探討液體種類對振盪的影響 

四、探討液柱總長對振盪的影響 

五、探討液面初始高度差對振盪的影響 

六、檢視實際振盪情形與阻尼振盪的異同 
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參、研究設備與器材 

一、研究設備與器材 

   

（一）固定板 （二）打氣筒（活塞） （三）果糖 

   

（四）食鹽 （五）沙拉油 （六）亞甲藍液（染色用） 

其他器材： 

各尺寸水管（水管內半徑分別為 0.6cm、0.5cm、0.3cm、0.2cm）、直尺、量筒、燒杯、 

智慧型手機（攝影及水平儀用）、攪拌棒、滴管、漏斗、筆記型電腦、Excel、Tracker 。 
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二、實驗裝置圖示 

圖片 說明 

 

在固定板上標示預設的水管位置後，利用魔鬼氈將水管固

定。以下實驗的 U 型管的彎曲部分皆為半圓，兩側的直管

皆垂直於地面。 

 

管路的一側連接活塞，以便製造兩端液位差來引起振盪。 
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肆、實驗設計與方法 

一、實驗步驟 

圖片 說明 

 

將液體加入至預設的液位。 

 

用活塞施壓使兩側液面不等高，接著用手按住管口，確認

造成的液位差符合設定的條件，再放開使液體振盪並拍攝

高度變化。 

 

利用 Tracker、Excel 軟體進行數據分析。 
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二、名詞解釋 

  以下為本研究頻繁使用的變因、名詞之定義： 

（一）初始液位與平衡液位的高度差： 

以下簡稱高度差（即右圖所示的 X）。 

（二）平衡位置： 

當振盪衰減完畢，管內液位達平衡時，液面距離 U

型管底部彎道末端的距離（即右圖所示的 h）。 

（三）彎道半徑： 

U 型管的彎曲部分為一半圓，其半徑稱為彎道半徑 

（即右圖所示 R）。 

 

三、運動方程式的推導 

（一）推導所遵循的假設： 

1.假設管內流場為層流。 

2.假設水管不會變形。 

3.僅討論不可壓縮的牛頓流體（黏性係數在溫度變化不大時是定值的流體）。 

4.將振盪的過程視為準穩態，因此管內液體的流動近似於穩定流動（流速不隨時間變

化）。由於我們無法得知管內流速的分佈情形，以下推導將會以是否考慮流速的不均

勻分佈分為兩種情形討論： 

 

（二）理論推導 

1.不考慮流速分佈的不均性： 

  考慮一兩側液面偏離平衡液位一段高度𝑦0的 U 型管，液體密度為 ρ，黏性係數為

μ，重力場為 g，水管內半徑ｒ，液柱的總長為 L，彎道的半徑為 R，管內流體的平均

流速為𝑉̅，𝑉̅視為液面位移 y 對時間的導數。 

管內流速隨時間變化，適用 Unsteady bernouli equation：  

𝜌
𝜕𝑣⃑ 

𝜕𝑡
∙ 𝑑ℓ⃑ + 𝑝 + 𝜌𝑔ℎ +

1

2
𝜌𝑣⃑2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 

由於考慮能量損失，必須加入黏性損失項∆𝑝： 

𝜌𝐿
𝑑𝑣⃑

𝑑𝑡
+ 𝑃𝑎𝑡𝑚 + 2𝜌𝑔𝑥 +

1

2
𝜌𝑣⃑2 + ∆𝑝 = 0 + 𝑃𝑎𝑡𝑚 +

1

2
 𝜌𝑣⃑2  
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根據泊肅葉定律（Poiseuille's law），在流速恆定時，因黏性力造成的壓力損失如下： 

∆𝑝 =
8𝜇𝐿𝑄

𝜋𝑟4
=

8μL𝑉̅

r2  

  Q 為單位時間流過管中任一截面的體積（即體積流率），由於體積流率等於平均

流速和截面積的乘積，上式可被化簡為： 

∆𝑝 =
8μL𝑉̅

r2  

  可以發現黏性力的貢獻為線性阻尼，代回 Unsteady bernouli equation 整理後可得到

以下的微分方程： 

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
+

8𝜇

𝜌𝑟2

𝑑𝑦

𝑑𝑡
+

2𝑔

𝐿
𝑦 = 0 

  初始條件：𝑦(0) = 𝑦0，𝑦′(0) = 0，其中𝑦0即為上文提及的高度差。在活塞鬆開

的瞬間，流體因其慣性而尚未開始移動，流速為零。 

 

  此方程式為典型的阻尼振盪方程。在微分方程的第二項不為零時，y 的解有以下

幾種可能，其最終的結果由黏性阻尼的強度決定： 

欠阻尼：𝑦 = 𝑦0𝑒
−𝑏𝑡 𝑐𝑜𝑠 (𝜔𝑡 + 𝜙) 

過阻尼：𝑦 = 𝐴1𝑒
−𝑏1𝑡 + 𝐴2𝑒

−𝑏2𝑡 

臨界阻尼：𝑦 = (𝐴3𝑡 + 𝐴4)𝑒
−𝑏3𝑡 

  (1)式中，y 為一振幅隨時間衰減的餘弦波，這種情況被稱為欠阻尼振盪。b 稱為

振幅的指數衰減率，𝜔為此餘弦波的振盪角頻率，𝜙則為初始相位，在我們的實驗

中，由於初始條件的約束故𝜙為零，b 和𝜔便為決定函數樣貌的關鍵因素。由於實驗

結果多與欠阻尼振盪較類似，b 和𝜔將會成為我們探討實驗結果的重要指標。以下為

欠阻尼情況下 b 和𝜔的理論公式。 

𝑏 =
4𝜇

𝜌𝑟2
   𝜔 = (

2𝑔

𝐿
−

16𝜇2

𝜌2𝑟4
)
1

2 

 

2.考慮流速分佈的不均性： 

  假設管內流場在任何時刻下都可用穩態管流近似，使用 Lagrangian mechanics 求運

動方程式： 

𝑑

𝑑𝑡

𝜕(𝑇 − 𝑉)

𝜕𝑦́
−

𝜕(𝑇 − 𝑉)

𝜕𝑦
= 𝐹 

 

(1) 

(2) 

(3) 
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𝑇為系統總動能，𝑉則為位能，可將上式簡化為： 

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝑇

𝜕𝑦́
+

𝜕𝑉

𝜕𝑦
= 𝐹 

    

  𝐹為系統中的非保守力，表示為壓力損失與水管截面積的乘積，壓力損失∆𝑝由泊

肅葉定律給出（𝑉̅為平均流速）： 

𝐹 = −∆𝑝𝐴 = −
8𝜇𝐿𝑄

𝑟2
𝜋𝑟2 = −8𝜇𝜋𝐿𝑉̅ 

 

假設管內流場𝑣⃑為穩態管流的流場，r 為水管的內半徑，w 為距離水管中心的距離： 

𝑣⃑ = −
1

4𝜇

∆𝑝

𝐿
(𝑟2 − 𝑤2) = −

2𝑉̅

𝑟2
(𝑟2 − 𝑤2) 

𝑇 = ∫𝑑𝑇 = ∫
1

2
𝑣⃑2𝑑𝑚 = ∫

1

2
𝜌2𝜋𝑤𝐿𝑣⃑2𝑑𝑤 

= ∫ 𝜌𝜋𝐿
4𝑉̅2

𝑟4
  (𝑤𝑟4 − 2𝑟2𝑤3 + 𝑤5)𝑑𝑤 =

2𝜌𝜋𝐿𝑟2

3
𝑉̅2

𝑟

0

 

 

設 A、B 連線處為零位面，求系統的重力位能： 

𝑉 = 𝜌𝑔𝜋𝑟2 [(ℎ + 𝑦)(
ℎ + 𝑦

2
)(ℎ − 𝑦)(

ℎ − 𝑦

2
)] = 𝜌𝑔𝜋𝑟2(𝑦2 + ℎ2) 

 

將(5)、(6)、(7)式代回(4)式： 

4𝜌𝜋𝐿𝑟2

3

𝑑𝑉̅

𝑑𝑡
+ 2 𝜌𝑔𝜋𝑟2𝑦 = −8𝜇𝜋𝐿𝑉̅ 

4𝜌𝜋𝐿𝑟2

3

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
+ 8𝜇𝜋𝐿

𝑑𝑦

𝑑𝑡
+ 2 𝜌𝑔𝜋𝑟2𝑦 = 0 

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
+

6𝜇

𝜌𝑟2

𝑑𝑦

𝑑𝑡
+

3𝑔

2𝐿
𝑦 = 0 

𝐼𝐶：𝑦(0) = 𝑦0、
𝑑𝑦

𝑑𝑡
(0) = 0 

 

此為阻尼振盪方程，欠阻尼特解為： 

𝑦 = 𝑦0𝑒
−𝑏𝑡 𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡) 

𝑏 =
3𝜇

𝜌𝑟2
，𝜔0 = √

3𝑔

2𝐿
， 𝜔 = √𝜔0

2 − 𝑏2 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 
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伍、研究結果與討論 

一、觀察並分析液位的振盪 

  我們將拍攝的影片利用 Tracker 分析後，利用 Excel 的規劃求解功能將實驗數據與阻尼振

盪的方程解進行擬合，下圖為我們用欠阻尼振盪擬合的例子。其中 model 6 cm 為用來擬合的

函數曲線，y (cm)為實驗結果。 

變因 高度差 密度 水管內半徑 彎道半徑 平衡位置 黏性係數 

數值 6 cm 1000 kg/m3 0.6 cm 18 cm 20 cm 0.001 pa．s 

  可以發現在振盪的前期，擬合的效果相當佳，振幅的衰減和頻率都近似，但在第 4 秒

後，實驗結果卻比擬合曲線衰減得更快。我們推測管內流體的運動可能並不是準穩態。因此

在接下來的分析中，我們將特別著重於比較實驗結果與阻尼振盪之解的差異。 

二、數據分析說明 

  由於缺乏明確的理論解，我們將會利用現有的數據和理論再分別得出振幅指數衰減率和

振盪角頻率的擬合值、實驗計算值和理論值（分別記為 b 擬合、b 實驗、b 理論、𝜔擬合、

𝜔實驗、𝜔理論，其中 b 理論分為用 Lagrangian mechanics 得到的結果，我們稱為 b (l)，以及

用 unsteady bernouli equation 得到的結果，我們稱為 b (b)），以便比較實驗結果與阻尼振盪理

論的異同。下圖為數據分析的處理流程。 

 

-8

-6

-4

-2

0

2

4

6

0 1 2 3 4 5 6 7 8

液位

(cm)

t(s)

液位對時間關係圖 model 6cm y(cm)
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三、不同高度差對振盪之影響 

  改變高度差進行實驗，控制變因如下： 

變因 密度 黏度 彎道半徑 平衡位置 水管內半徑 

數值 1000 kg/m3 0.001 pa．s 18 cm 20 cm 0.6 cm 

 

  上圖為三種不同方式所得的指數衰減率對高度差作圖的結果，可以發現 b 實驗有隨高度

差遞增的趨勢。這很顯然的與阻尼振盪的預測不同。 

 

        事實上，參考資料[1]中以歐拉法（Euler’s Method）求 U 型管液面振盪的數值解。運動

方程式如下： 

𝑑2ℎ

𝑑𝑡2
+

𝜆

2𝐷
|
𝑑ℎ

𝑑𝑡
|
𝑑ℎ

𝑑𝑡
+

2𝑔

𝐿
ℎ = 0 

𝜆為摩擦因子，根據參考資料[1]的實驗結果，𝜆的最佳解如下，其中𝐶∗為 0.4176，sign()

為符號函數： 

𝜆 = 𝑚𝑎𝑥 {[
64

𝑅𝑒
+

√𝐶∗

2

2𝐷

𝑉̅|𝑉̅|
|
𝜕𝑉̅

𝜕𝑡
| 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑉̅)] ,

0.3164

𝑅𝑒0.25
} 

  我們認為正是因為越大的高度差造成液柱的受力越大，造成
𝜕𝑉̅

𝜕𝑡
的量值增加，因而加速能

量的耗散，才導致此一結果。 

 

  實驗值與擬合值的差異相當明顯，b 實驗明顯大於 b 擬合，且變化趨勢也較明顯，可能

是因為 b 擬合只能適用於振盪前期，並無法表現整體振幅衰減。 

 

  此外，不考慮流速不均性的理論結果較接近實驗結果，推測這可能代表管中的流動並未

進入全發展流狀態(Fully developed flow)，導致管內流場分佈較穩態管流均勻。 

0.0

0.5

1.0

1.5

3 4 5 6 7 8 9

b

(1/s)

高度差(cm)

指數衰減率對高度差關係圖

b實驗

b擬合

b理論(b)

b理論(l)
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  上圖為三種方式求得的振盪角頻率對高度差作圖的結果，可看到三者都沒有明顯的隨高

度差變化的趨勢，且 b 實驗與 b 擬合相當接近，但阻尼振盪理論顯然低估了振盪角頻率。 

 

四、不同水管內半徑大小對振盪之影響 

  使用不同內半徑的水管進行實驗，控制變因如下： 

 

 

  上圖為三種方式求得的指數衰減率對水管內半徑大小作圖的結果，三者的趨勢都是與內

半徑大小呈負相關。而三者的大小排序除了內半徑為 0. 2 cm 外，其餘仍是 b 實驗＞b 擬合

＞b 理論。 

 

2.0

3.0

4.0

5.0

3 4 5 6 7 8 9

ω

(rad/s)

高度差(cm)

振盪角頻率對高度差關係圖

ω實驗

ω擬合

ω理論(b)

ω理論(l)

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

b

(1/s)

內半徑大小(cm)

指數衰減率對水管內半徑大小關係圖

b實驗

b擬合

b理論(b)

b理論(l)

變因 密度 黏度 彎道半徑 平衡位置 高度差 

數值 1000 kg/m3 0.001 pa．s 18 cm 20 cm 8 cm 
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  上圖為三種方式求得的振盪角頻率對水管內半徑大小作圖的結果，三者的變化趨勢和理

論相同，都是隨內半徑大小增加而遞增，而阻尼振盪理論仍然低估了振盪角頻率。 

 

五、不同平衡位置對振盪之影響 

  改變平衡位置進行實驗，控制變因如下： 

變因 密度 黏度 彎道半徑 水管內半徑 高度差 

數值 1000 kg/m3 0.001 pa．s 18 cm 0.5 cm 6 cm 

 

  上圖為三種方式求得的指數衰減率對平衡位置作圖的結果，三者的大小排序和前文相

同，而 b 實驗會隨平衡位置升高而上升，與阻尼振盪預測的趨勢不吻合。 

 

2.0

3.0

4.0

5.0

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

ω

(rad/s)

內半徑大小(cm)

振盪角頻率對水管內半徑大小關係圖

ω實驗

ω擬合

ω理論(b)

ω理論(l)

0.0

0.5

1.0

1.5

14 16 18 20 22 24 26

b

(1/s)

平衡位置(cm)

指數衰減率對平衡位置關係圖

b實驗

b擬合

b理論(b)

b理論(l)
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  上圖為三種方式求得的振盪角頻率對平衡位置作圖的結果，三者的變化趨勢接為隨平衡

位置高度增價而遞減，符合理論預測，但實驗計算和擬合所得的振盪角頻率仍比理論值高。 

 

六、不同彎道半徑對振盪之影響 

  改變彎道半徑進行實驗，控制變因如下： 

變因 密度 黏度 平衡位置 水管內半徑 高度差 

數值 1000 kg/m3 0.001 pa．s 20 cm 0.5 cm 6 cm 

 

  上圖為三種方式求得的指數衰減率對彎道半徑作圖的結果，三者的大小排序與上文相

同，值得注意的是，彎道半徑和實際的指數衰減率成負相關，也就是說，越小的彎道半徑會

造成越大的損失，這有可能與二次流損失有關。 

  當管路中的液體作圓周運動時，需要向心力，因此管中必然存在徑向的壓差來提供向心

力，然而這也導致一股徑向的流動，稱為二次流，帶來額外的能量損失。目前並沒有明確的

理論可預測二次流損失的大小，但工程界常用的經驗公式中，就包含了管路內徑和彎道半徑

的比值。因此我們推測，彎道半徑的大小改變可能造成了不同的二次流損失，進而造成指數

衰減率隨之不同。 
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  上圖為三種方式求得的振盪角頻率對彎道半徑作圖的結果，由於彎道半徑越大，液柱總

長越大，而振盪角頻率也會因此降低。雖實驗所得的趨勢與理論相符，但實際的振盪角頻率

仍較理論值高。 

 

七、不同液體對振盪之影響 

  改變液體種類進行實驗，控制變因如下： 

變因 彎道半徑 平衡位置 水管內半徑 高度差 

數值 18 cm 20 cm 0.5 cm 6 cm 

 

（一）不同密度的液體 

  首先使用不同密度的食鹽水溶液和自來水，它們的物性除了密度之外基本上是相

同的，因此這組實驗的主要目的是觀察密度對振盪的影響。密度分別為 1183 kg/m3、

1125 kg/m3、1026 kg/m3、1000 kg/m3。 
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  上圖為三種指數衰減率作圖後的結果，可看到三者的大小排序和前文相同，且不

論是哪個處理方式，所得的指數衰減率都和理論推得的趨勢相同，密度較大的液體，

其指數衰減率較小。 

 

  上圖為三種振盪角頻率作圖後的結果， 其趨勢與理論推測的相同，密度較大的液

體，其振盪角頻率較大。而理論值仍小於實驗所得之值。 

 

（二）果糖和沙拉油的比較 

  由於我們並沒有辦法取得密度相同，黏性係數不同的液體，因此改為選用另外兩

種黏性係數較大的液體，去觀察阻尼較大時的運動情形。以下我們用過阻尼和臨界阻

尼模型進行擬合。其中 y(cm)為實驗結果，model 則為擬合所得。 
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  由於我們目前無法取得準確度可靠的黏性計，所以無法確認其理論值，但若就擬

合程度而言，這兩種黏性係數較大的液體的確比食鹽水和自來水更符合擬合函數的特

性，幾乎所有數據點都緊貼擬合曲線，且並沒有改變流動方向，因此我們認為，導致

之前的實驗結果偏離阻尼振盪之理論值的原因，可能是因為流速變化太過劇烈，使管

路不適合被當作準穩態系統分析，或者管路的局部產生了紊流或二次流，導致更大的

能量損失。 
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陸、結論 

一、液體在 U 型管振盪結果，實驗的衰減比理論衰減還要猛烈。 

二、就指數衰減率而言，只有隨水管內半徑和密度變化的趨勢與理論相符。 

三、由實驗結果計算而得的振盪角頻率較理論推導出的振盪角頻率還大。 

四、振盪角頻率隨各變因變化的趨勢與理論推導的結果一致。 

五、振盪過程中可能有我們無法明確掌握的損失機制，例如和彎道半徑有關的二次流損失， 

  及與高度差、平衡位置高度有關的未知損失項。 

六、由兩種理論結果（有無考慮流場分佈的不均性）與實驗結果的相似程度來看，管內流場 

  的分佈似乎較穩態管流均勻。 
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【評語】051801  

本實驗作品探討 U型管中液體的振盪運動，並嘗試以理論解

釋，探討的題材是常討論的問題，但仍有可以探索空間。實驗設

計及流程，雖能顯現探討的議題，但並沒有特別不同之處。在理

論分析與物理機制方面則有待改進，特別實驗結果與理論模型的

差異發生小振幅時，未考慮表面張力的影響，使得本實驗的結論

有所侷限，未能給出說服性之理論與實驗的比較。 
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伍、研究方法
（一）自由振盪運動方程式的推導：

考慮一兩側液面偏離平衡水位一段高度𝒚𝟎的Ｕ型管，液體密度為ρ，黏性係數為μ，重力場為g，管內
半徑r，液柱的總長為L，彎道的半徑為Ｒ，管內流體的平均流速為v，是水面高度y對時間的導數。

假設流速變化足夠小使此流動符合泊肅葉定律（Poiseuille's law），則因黏性力造成的壓力損失如下，
Q為單位時間流過管中任一截面的體積（即體積流率），由於體積流率等於平均流速和截面積的乘積，上
式可被化簡為：

𝝆𝒈𝒉𝒇 = 
𝟖𝝁𝑳𝑸

𝝅𝒓𝟒 =
𝟖𝝁𝑳𝒗

𝒓𝟐

以下分為管內流場均勻和不均勻的情況討論：

１. 流場均勻：

管內流速隨時間變化，適用Unsteady bernouli equation，由於考慮能量損失，需加入黏性損失項：

𝝆
𝝏𝒗 

𝝏𝒕
∙ 𝒅𝒍⃑ + 𝒑 + 𝝆𝒈𝒉 +

𝟏

𝟐
𝝆𝒗𝟐 = 𝒄𝒐𝒏𝒔𝒕𝒂𝒏𝒕

𝝆𝑳
𝒅𝒗

𝒅𝒕
+ 𝑷𝒂𝒕𝒎 + 𝟐𝝆𝒈𝒙 +

𝟏

𝟐
𝝆𝒗𝟐 + 𝝆𝒈𝒉𝒇 = 𝟎 + 𝑷𝒂𝒕𝒎 +

𝟏

𝟐
𝝆𝒗𝟐

將(1)式代回(2)式整理後可得到以下的微分方程：
𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒕𝟐
+

𝟖𝝁

𝝆𝒓𝟐

𝒅𝒚

𝒅𝒕
+

𝟐𝒈

𝑳
𝒚 = 𝟎

初始條件：𝒚 𝟎 = 𝒚𝟎，𝒚′ 𝟎 = 𝟎，其中𝒚𝟎即為上文提及的高度差。

此方程式為典型的阻尼振盪方程。當微分方程的第二項不為零時，y的解有以下幾種特解，其最終的
結果由黏性阻尼的強度決定：

欠阻尼 𝒚 = 𝑨𝒆−𝒃𝒕 𝐜𝐨𝐬𝝎𝒕

過阻尼 𝒚 = 𝑨𝟏𝒆
−𝒃𝟏𝒕 + 𝑨𝟐𝒆

−𝒃𝟐𝒕

臨界阻尼 𝒚 = 𝑨𝟑𝒕 + 𝑨𝟒 𝒆−𝒃𝟑𝒕

由二階線性微分方程之特解，當其解為欠阻尼特解時，𝒃和𝝎可由方程中的係數求出：

𝒃 =
𝟒𝝁

𝝆𝒓𝟐
𝝎 = (

𝟐𝒈

𝑳
−

𝟏𝟔𝝁𝟐

𝝆𝟐𝒓𝟒
)
𝟏
𝟐

２. 流場不均勻：

假設管內流場與穩態管流相同，用拉格朗日法（Lagrangian mechanics）可得運動方程式：
𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒕𝟐
+

𝟔𝝁

𝝆𝒓𝟐

𝒅𝒚

𝒅𝒕
+

𝟑𝒈

𝟐𝑳
𝒚 = 𝟎

當其解為欠阻尼特解時，𝒃和𝝎為：

𝒃 =
𝟑𝝁

𝝆𝒓𝟐
𝝎 = (

𝟑𝒈

𝟐𝑳
−

𝟗𝝁𝟐

𝝆𝟐𝒓𝟒
)
𝟏
𝟐

壹、摘要
本實驗最主要探討Ｕ型管中液位的振盪行為，並嘗試建立模型描述其運動。為了簡化推導，將流動近

似為準穩態，並以阻尼振盪理論模型近似其運動。經實驗發現，其振盪角頻率和指數衰減率隨各變因改變
的趨勢，與理論模型所得的部分結果類似，但其振幅的衰減率和角頻率皆大於理論值。推測振盪的過程中
可能存在其他的損失機制，且根據強迫振盪實驗結果，這些損失項的影響在高頻時較不明顯。

貳、研究動機
U型管的振盪是介紹簡諧運動時常被提起的例子，但其真實的運動卻很少被討論，因而對此感到好奇，

究竟當考慮能量損失時，液面的振盪又會是如何呢？因此我們希望建立能描述真實振盪的理論模型，並分
析各項變數對振盪的影響。

參、研究目的
一、建立模型求解考慮能量損失的振盪。
二、探討各變因對振盪的影響。
三、檢視實際振盪情形與阻尼振盪的異同。
四、以強迫振盪和自由振盪的實驗結果探討此

物理系統的特性。

肆、研究器材
固定板、打氣筒、果糖、食鹽、沙拉油、亞甲藍液（染色用）、直尺、量筒、

各尺寸水管（水管內半徑分別為0.6cm、0.5cm、0.3cm、0.2cm）、燒杯、
智慧型手機（攝影及水平儀用）、攪拌棒、滴管、漏斗、筆記型電腦、振盪器
、Excel、Tracker 。

(1)

(2)



（三）數據處理

我們將拍攝的影片利用Tracker分析後，利用Excel的規劃求解功能將實驗數據與阻尼振盪的方程解進行擬合，右圖為我
們用欠阻尼振盪擬合的例子。其中model 6cm為用來擬合的函數曲線，y（cm）為實驗結果。可以發現在振盪的前期，擬合
的效果相當佳，振幅的衰減和頻率都近似，但在第4秒後，實驗結果卻比擬合曲線衰減得更快。我們推測管內流體的運動可能
並不是準穩態。因此在接下來的分析中，我們將特別著重於比較實驗結果與阻尼振盪之解的差異。

由於缺乏明確的理論解，我們將會利用現有的數據和理論再分別得出振幅衰減率和角頻率的擬合值、實驗計算值和理論
值（分別記為b擬合、b實驗、b理論、ω擬合、ω實驗、ω理論），以便比較實驗結果與阻尼振盪理論的異同。右圖為數據分
析的處理流程。

（二）強迫振盪運動方程式的推導：

使用拉格朗日力學（Lagrangian mechanics）求運動方程式，其中𝑻為動能， 𝑽為位能：
𝒅

𝒅𝒕

𝝏𝑻

𝝏 ƴ𝒚
+
𝝏𝑽

𝝏𝒚
= 𝑭

𝑭為系統中的非保守力，表示為壓力損失與管子截面積A的乘積，壓力損失∆𝒑由泊肅葉定律（Poiseuille's law）給出
（ഥ𝑽為平均流速）：

𝑭 = −∆𝒑𝑨 = −
𝟖𝝁𝑳𝑸

𝝅𝒓𝟒
𝑨 = −

𝟖𝝁𝑳ഥ𝑽

𝒓𝟐
𝑨

以𝑨、𝑩為零位面，計算位能𝑽：

𝑽 = 𝝆𝒈𝑨 𝒉 + 𝒚
𝒉 + 𝒚

𝟐
+ 𝝆𝒈𝑨 𝒉 − 𝒚

𝒉 − 𝒚

𝟐
= 𝝆𝒈𝑨(𝒉𝟐 + 𝒚𝟐)

𝝏𝑽

𝝏𝒚
= 𝟐𝝆𝒈𝒚

將動能分為兩側垂直液柱的動能和彎道處動能計算，x與y為液面的水平與鉛直位移：

𝑻 = 𝝆𝑨𝒉[ ƴ𝒙)𝟐 + ƴ𝒚 𝟐 +න
𝟎

𝝅

𝝆𝑨𝑹 𝒅𝜽[ ƴ𝒙𝟐 + ƴ𝒚𝟐 𝐬𝐢𝐧𝜽
𝟐
+ ( ሖ𝒚 𝐜𝐨𝐬𝜽)𝟐]

= 𝝆𝑨𝒉[ ƴ𝒙)𝟐 + ƴ𝒚 𝟐 +න
𝟎

𝝅

𝝆𝑨𝑹 𝒅𝜽 ƴ𝒙𝟐 + ƴ𝒚𝟐 + 𝟐 ƴ𝒙 ƴ𝒚 𝐬𝐢𝐧𝜽

= 𝝆𝑨 𝒉 +
𝝅𝑹

𝟐
ƴ𝒙𝟐 + ƴ𝒚𝟐 + 𝟐𝝆𝑨𝑹 ƴ𝒙 ƴ𝒚

將上式帶入
𝒅

𝒅𝒕

𝝏𝑻

𝝏 ƴ𝒚
：

𝒅

𝒅𝒕

𝝏𝑻

𝝏 ƴ𝒚
=

𝒅

𝒅𝒕
[ 𝟐𝝆𝑨 𝒉 +

𝝅𝑹

𝟐
ƴ𝒚 + 𝟐𝝆𝑨𝑹 ሖ𝒙]

= 𝝆𝑨 𝒉 + 𝝅𝑹
𝐝𝟐𝐲

𝐝𝐭𝟐
+ 𝟐𝝆𝑨𝑹

𝐝𝟐𝐱

𝐝𝐭𝟐

將(4)(5)(6)式帶回(3)式，可得受迫阻尼振盪方程式：

𝝆𝑨 𝒉 + 𝝅𝑹
𝐝𝟐𝐲

𝐝𝐭𝟐
+
𝟖𝛍𝐋

𝒓𝟐
𝑨
𝒅𝒚

𝒅𝒕
+ 𝟐𝝆𝑨𝒈𝒚 = −𝟐𝝆𝑨𝑹

𝐝𝟐𝐱

𝐝𝐭𝟐

𝐝𝟐𝐲

𝐝𝐭𝟐
+
𝟖𝛍

𝝆𝒓𝟐
𝒅𝒚

𝒅𝒕
+
𝟐𝒈

𝑳
𝒚 =

𝟐𝑹

𝟐𝒉 + 𝝅𝑹
𝝎𝟐𝑿𝒎 𝐜𝐨𝐬(𝝎𝒕 + 𝝓𝒙)

為求穩態解，假設𝒙(𝒕)、𝒚(𝒕)為弦波：
𝒙 = 𝑿𝒎 𝐜𝐨𝐬(𝝎𝒕 + 𝝓𝒙)
𝒚 = 𝑨𝐜𝐨𝐬(𝝎𝒕 + 𝝓𝒚)

將𝒙(𝒕)、𝒚(𝒕)帶入(7)式可求得𝒙(𝒕)、𝒚(𝒕)的振幅關係式:
𝑨

𝑿𝒎
=

𝟐𝑹

𝟐𝒉 + 𝝅𝑹

𝝎𝟐

(
𝟐𝒈
𝑳
− 𝝎𝟐)𝟐+(

𝟖𝛍
𝝆𝒓𝟐

𝝎)𝟐

在此定義
𝑨

𝑿𝒎
為振幅比𝑩，在之後的分析中將用𝑩和𝝎的關係探討Ｕ型管的頻率響應。

(5)

(6)

(7)

(3)

(4)



柒、結論
一、自由振盪實驗中，實驗觀測到的波型衰減比理論推測的衰減還要猛烈。

二、自由振盪實驗中，就指數衰減率而言，只有隨水管內半徑和密度變化的趨勢與理論相符。

三、自由振盪實驗中，由實驗結果計算而得的振盪角頻率較理論推導出的振盪角頻率還大。

四、自由振盪實驗中，振盪角頻率隨各變因變化的趨勢與理論推導的結果一致。

五、振盪過程中可能有我們無法明確掌握的損失機制，例如和彎道半徑有關的二次流損失，及與高度差、

平衡位置高度有關的未知損失項，其中二次流損失等未知的損失項且似乎會隨頻率增加而遞減，使頻

率響應曲線在較高頻處與理論重合。

六、由兩種理論結果（有無考慮流場分佈的不均性）與實驗結果的相似程度來看，管內流場的分佈似乎

較穩態管流均勻。

七、強迫振盪實驗中，在流速變化不明顯、振盪頻率高時，泊肅葉定律（Poiseuille‘s law）才適用於描

述Ｕ型管中的能量損失。
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陸、研究結果與討論

不
同
高
度
差

實
驗
一

控制變因 數值

密度 1000kg/𝐦𝟑

黏度 0.001pa˙s

彎道半徑 18cm

平衡位置 20cm

水管內半徑 0.6cm

不
同
內
半
徑
大
小

實
驗
二

控制變因 數值

密度 1000kg/𝐦𝟑

黏度 0.001pa˙s

彎道半徑 18cm

平衡位置 20cm

高度差 8cm

不
同
平
衡
位
置

實
驗
三

控制變因 數值

密度 1000kg/𝐦𝟑

黏度 0.001pa˙s

彎道半徑 18cm

水管內半徑 0.5cm

高度差 6cm

不
同
彎
道
半
徑

實
驗
四

控制變因 數值

密度 1000kg/𝐦𝟑

黏度 0.001pa˙s

平衡位置 20cm

水管內半徑 0.5cm

高度差 6cm

不
同
密
度

實
驗
五

食鹽水溶液與自來水

控制變因 數值

彎道半徑 18cm

平衡位置 20cm

水管內半徑 0.5cm

高度差 6cm

不
同
液
體

實
驗
六

果糖與沙拉油

控制變因 數值

彎道半徑 18cm

平衡位置 20cm

水管內半徑 0.5cm

高度差 6cm
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