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摘要 

𝑆𝑝𝑒𝑟𝑛𝑒𝑟 引理常用於遊戲必勝法以及一些塗色的相關問題，本篇研究將先針對 𝑆𝑝𝑒𝑟𝑛𝑒𝑟 

引理的內容進行探討，並且進行相關內容的證明，而後將𝑆𝑝𝑒𝑟𝑛𝑒𝑟 引理中的規則進行延伸：原

先此引理在三角形內進行討論，本篇研究嘗試將問題假設為在任意正多邊形下其中頂點的標

號為 1、2、3 且相鄰頂點需為不同標號下進行探討，而後在多邊形內部放入點後進行三角化，

在三角化的過程中若其中三角形分別為 1、2、3，則命名為公正三角形，對此成功探討出在不

同正多邊形下公正三角形個數的狀況，並且將三角化後每個三角形皆為公正三角形的狀況定

義為完美𝐺(𝑚, 𝑛)圖，在研究最後針對在三角形下的公正三角形個數進行一些特例整理。 

壹、 研究動機 

     𝑆𝑝𝑒𝑟𝑛𝑒𝑟 引理常用於遊戲當中的必勝法，也可以視為一種塗色問題，針對一般的 𝑆𝑝𝑒𝑟𝑛𝑒𝑟 

引理，多數使用握手理論進行證明，本篇研究將針對𝑆𝑝𝑒𝑟𝑛𝑒𝑟 引理進行延伸，將問題本身延伸

至任意正多邊形，並且探討公正三角形的個數狀況，而本篇研究期望在不使用電腦輔助的情

況下能夠建立出一套方式找尋公正三角形的個數建立方式。 

貳、 研究目的 

一、探討 𝑆𝑝𝑒𝑟𝑛𝑒𝑟 定理之相關延伸性質。 

二、探討正多邊形下，公正三角形個數規則。 

三、探討完美𝐺(𝑚, 𝑛)圖之可能狀況。 

四、探討 𝑆𝑝𝑒𝑟𝑛𝑒𝑟 定理之完美𝐺(𝑚, 𝑛)圖的特殊狀況。 

參、 研究設備及器材 

電腦、筆、紙 
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肆、 研究過程或方法 

一、名詞定義 

(一)三角化 

 將多邊形內部點連接至各頂點，內部連接線段不重疊，內部皆為三角形，稱之為三角化。 

  
(圖 1：非三角化，因重疊。) (圖 2：為三角化，不重疊，內部皆為三角形) 

(二)公正三角形 

在三角化且進行標號後的三角形中，三頂點標號皆不同的三角形。 

 
(圖 3：公正三角形) 

(三)𝐺(𝑚, 𝑛)圖 

 對於正𝑚邊形內部有𝑛個點，經由三角化後的圖稱為𝐺(𝑚, 𝑛)圖。 

 
(圖 4：𝐺(6,2)圖) 

(四)𝐺(𝑚, 𝑛)圖產生個數之定義  

定義 1：𝐹(𝐺(𝑚, 𝑛))表對於𝐺(𝑚, 𝑛)圖產生的可能公正三角形個數的集合。  

 針對形成可能公正三角形個數進行以上的定義，其定義的𝐹(𝐺(𝑚, 𝑛)) 會是一種集合的形

式，舉例來說，𝐹(𝐺(3,0))  =  {1}。  

定義 2：𝑚𝑎𝑥 𝐹(𝐺(𝑚, 𝑛))表對於𝐺(𝑚, 𝑛)圖產生的最多公正三角形個數。  

 針對最多公正三角形個數，我們有了以上的定義，舉例來說，𝑚𝑎𝑥 𝐹(𝐺(3,0)) =  1。  
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定義 3：𝐸(𝑎, 𝑏)為標號𝑎, 𝑏所連線的線段；𝑛(𝐸(𝑎, 𝑏))表 𝐺(𝑚, 𝑛)圖中所有𝐸(𝑎, 𝑏)線段數量。 

定義 4：若多邊形內部點和多邊形頂點所連接的點有𝑘個，則將其𝑘個點連成的圖定義為𝐻𝐾圖。 

 以下左圖為例，內部點為8個點，但其中和外部多邊形所連接為5個點，在此假設為此圖

的𝐻5圖。下右圖內部點為8個點，其中和多邊形連接的點為8個點，則為此圖的𝐻8圖。 

 
 

(圖 5：𝐻5圖) (圖 6：𝐻8圖) 

定義 5：𝒏(𝐹(𝐺(𝑚, 𝑛)))表對於𝐺(𝑚, 𝑛)圖產生的可能公正三角形個數的集合的元素個數。 

(五)完美𝐺(𝑚, 𝑛)圖 

 𝐺(𝑚, 𝑛)圖三角化後所有的三角形皆為公正三角形則稱完美𝐺(𝑚, 𝑛)圖。 

二、文獻探討 

(一)尤拉公式 

 對於任意凸 𝑚 邊形，必定滿足：𝑉 − 𝐸 + 𝐹 = 2( 𝑉為頂點數； 𝐸為邊數； 𝐹為面數)。 

本次專題探討之圖皆為二維空間內的凸 𝑚 邊形，因此 𝐹 為小三角形個數+1。 

(二)𝑠𝑝𝑒𝑟𝑛𝑒𝑟引理 

 給定一大三角形，其中三個頂點定義為 𝐴、𝐵、𝐶，在此三角形內部點出 𝑛 個點，並將各

點和 𝐴、𝐵、𝐶 三頂點連接成數個小三角形。將所有頂點(包含 𝐴、𝐵、𝐶)以下述的規定標記：  

①頂點 𝐴、𝐵、𝐶 的標號為 1、2、3。  

②在 𝐴𝐵 邊上只能用 1 或 2 作為標號；在 𝐵𝐶 邊上只能用 2 或 3 作為標號；在 𝐶𝐴 邊上只

能用 3 或者 1 作為標號。 (六邊形的話要是2個1、2個2 、2個3；五邊形的話要是2個1、2

個2 、1個3) 

③大三角形內部可以隨意以 1、2、3 作為標號。  

滿足以上①②③三點，則至少會存在一個小三角形的標號分別為 1、2、3。  
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(圖 7：𝑠𝑝𝑒𝑟𝑛𝑒𝑟引理的相關大三角形) 

(三) 𝑠𝑝𝑒𝑟𝑛𝑒𝑟引理之證明過程 

[公式 1]假設一大三角形三頂點內部點有 m 個點，大三角形上三邊(除三頂點外)有 n 個點，

經由三角化後，三角形個數為𝑆∆ = 1 + 2𝑚 + 𝑛，線段個數為𝑆𝑒 = 3𝑚 + 2𝑛 + 3。 

proof： 

考慮一大三角形三頂點內部點有 m 個點，大三角形上三邊(除三頂點外)有 n 個點，經由

三角化後，其三角形個數為𝑆∆，線段個數為Se。對於每個三角形皆有三個邊，而在大三角形

的邊被數一次，而內部形成的三角形則被數兩次，因此內部有
3 ( 3)

2

S n − +
，而總線段數

3 ( 3) 3 3
3 (1)

2 2
e

S n S n
S n − + + +

= + + =  

藉由尤拉公式以及(1)式，可得到：
3 3

2 ( 3) ( 1)
2

S n
V E F m n S


+ +

= − + = + + − + + ，則可得

𝑆∆ = 1 + 2𝑚 + 𝑛，𝑆𝑒 = 3𝑚 + 2𝑛 + 3。■ 

[性質 1]在一條線段上，若兩端的標號為 1、2，且將此線段上點出 n 個點、分割成(n+1)個線

段，此 n 個點的標號皆為 1 或 2，則此(n+1)個線段中兩端為 1、2 標號的個數必為奇數個。 

proof： 

在一條線段上，若兩端的標號為 1、2，且將此線段上點出 n 個點、分割成(n+1)個線段，

此 n 個點的標號皆為 1 或 2，定義 E(a,b)表一個線段兩端的標號分別為 ,a b (沒有順序上的差

別)。假設 E(1,2)在(n+1)個線段中有 x 個，E(1,1)在(n+1)個線段中有 y 個，則針對標號 1 的個

數進行討論，可知 2 1x y+ + 為此線段上標號 1 的兩倍，故可假設 2 1 2 ,x y t t+ + = 為標號 1 的

個數，則 2 2 1x t y= − − 為奇數。■ 
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[Sperner 引理延伸]在符合 Sperner 引理的規定下，公正三角形的個數必為奇數個。 

proof： 

一大三角形三頂點內部點有 m 個點，大三角形上三邊(除三頂點外)有 n 個點，經由三角

化後，可分成三角形個數𝑆∆ = 1 + 2𝑚 + 𝑛，定義 T(a,b,c)表由標號 a,b,c 所形成的三角形，且

此三角形內部及邊上沒有其他標號(a,b,c 沒有順序上的差別)，定義 E(a,b)表一個線段兩端的

標號分別為 a,b (沒有順序上的差別)；假設 T(1,2,3)、T(1,1,2)和 T(1,2,2)的三角形個數分別為

x,y,z；假設 E(1,2)在內部中的個數為 t 個，E(1,2)在大三角形邊上的個數為 u 個。 

則 T(1,2,3)、T(1,1,2)和 T(1,2,2)的三角形中 E(1,2)個數分別為 1,2,2，可得 E(1,2)個數為

2 2x y z+ + ，又 E(1,2)在內部中的個數能提供 2 個 E(1,2)個數，E(1,2)在大三角形邊上的個數

能提供 1 個 E(1,2)個數，則得到等式： 2 2 2 2( )x y z t u x t y z u+ + = + = = − − + 。由公式 2 可知

u 為奇數，故可得 x 為奇數。故在符合 Sperner 引理的規定下，公正三角形個數為奇數個。■ 

截至此部分，我們探討 Sperner 引理的內容，定義出三角化的方式並且證明出 Sperner 引

理；接著我們將針對此引理進行延伸，將原先三角形的狀況延伸至多邊形。 

三、問題說明 

本篇針對 Sperner 引理性質進行延伸至正 m 邊形的狀況進行討論。 

(一)正𝑚多邊形標號條件 

 給定一個正𝑚多邊形內部有𝑛個點，其中正𝑚多邊形上的頂點定義為𝐴、𝐵、𝐶 … …，並且

將各點隨機連接成數個小三角形(三角化)。將所有頂點以下述的規定標記：  

①頂點 𝐴、𝐵、𝐶 … …上的標號為 1、2、3。  

②𝑚個頂點以標號1、2、3標示，且正𝑚多邊形上的相鄰頂點不相同，假設標號1、2、3的個

數分別為𝑎、𝑏、𝑐，𝑎 ≥ 𝑏 ≥ 𝑐，並符合|𝑎 − 𝑏| ≤ 1、|𝑏 − 𝑐| ≤ 1、|𝑎 − 𝑐| ≤ 1。 

③正𝑚多邊形內部𝑛個點可以隨意以 1、2、3 作為標號。  

在滿足以上①②③三點，探討公正三角形的存在狀況。  
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(圖 8：G(5,2)圖一例) (圖 9：G(6,2)圖一例) 

(二) 正𝑚多邊形標號說明 

 針對條件②的部分，我們先以正四邊、正五邊及正六邊為例： 

當為正四邊形，可知 1、2、3 三個標號其中一個會多一個，即為 1、1、2、3(若為 1、2、2、3

也會有相同結果)；當為正五邊形，可知五個頂點為 1、1、2、2、3；當為正六邊形，可知六個

頂點為 1、1、2、2、3、3。 

如下所示，此為𝐺(𝑚, 1)圖相關公正三角形的例子。 

   

(圖 10：𝐺(4,1)圖一例) (圖 11：𝐺(5,1)圖一例) (圖 12：𝐺(6,1)圖一例) 

[性質 2]在多邊形中滿足多邊形的標號條件下，奇多邊形外邊的𝐸(1,2)個數必為奇數；偶多邊

形外邊的 𝐸(1,2)個數必為偶數。 

四、標號下𝑠𝑝𝑒𝑟𝑛𝑒𝑟相關延伸性質探討 

(一)多邊形內部點分割的三角形個數情形 

[公式 2]對每一個𝐺(𝑚, 𝑛)圖，三角形個數𝑆∆ = 𝑚 + 2𝑛 − 2，線段個數𝑆𝑒 = 2𝑚 + 3𝑛 − 3。 

 𝑝𝑟𝑜𝑜𝑓： 

 考慮某個𝐺(𝑚, 𝑛)圖，其三角形個數為𝑆∆，線段個數為𝑆𝑒。 每個三角形皆有三個邊，而多

邊形的邊被數一次，內部形成的三角形被數兩次，因此內部有
3𝑆∆−𝑚

2
個邊，而總線段數𝑆𝑒 =

3𝑆∆−𝑚

2
+ 𝑚 =

3𝑆∆+𝑚

2
… … (1)藉由尤拉公式以及(1)式，可得到： 
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2 = 𝑉 − 𝐸 + 𝐹 = (𝑚 + 𝑛) −
3𝑆∆ + 𝑚

2
+ (𝑆∆ + 1)， 

則可得𝑆∆ = 𝑚 + 2𝑛 − 2，𝑆𝑒 = 2𝑚 + 3𝑛 − 3。 

(二)在𝐺(𝑚, 𝑛)圖下公正三角形的奇偶個數討論 

[定理一]對於𝐺(𝑚, 𝑛)圖在符合標號條件下，奇多邊形內公正三角形的個數必為奇數個；偶多

邊形內公正三角形的個數必為偶數個。  

𝑝𝑟𝑜𝑜𝑓：  

 對於在𝐺(𝑚, 𝑛)圖下，可分成三角形個數𝑆∆ = 𝑚 + 2𝑛 − 2，定義  𝑇(𝑎, 𝑏, 𝑐)表由標號 

𝑎、𝑏、𝑐 所形成的三角形，且三角形內部及邊上沒有其他標號𝑎、𝑏、𝑐(沒有順序上的差別)；

假設𝑇(1,2,3)、𝑇(1,1,2)和𝑇(1,2,2)的三角形個數分別為𝑥、𝑦、𝑧； 𝐸(1,2)在內部中的個數為𝑘

個，𝐸(1,2)在奇多邊形外邊的個數為 𝑢 個。則𝑇(1,2,3)、𝑇(1,1,2)和𝑇(1,2,2)的三角形中的

𝐸(1,2)個數分別為1、2、2，故可得 𝐸(1,2)個數為𝑥 + 2𝑦 + 2𝑧，又𝐸(1,2)在內部中的個數能提

供 2 個 𝐸(1,2)個數，則能得到等式：𝑥 + 2𝑦 + 2𝑧 = 2𝑘 + 𝑢 ⇒ 𝑥 = 2(𝑘 − 𝑦 − 𝑧) + 𝑢。由性質 2

可知 𝑢 為奇數，故可得𝑥為奇數。因此對於𝐺(𝑚, 𝑛)圖在符合𝑠𝑝𝑒𝑟𝑛𝑒𝑟引理的規定下，奇多邊

形內公正三角形的個數必為奇數個。同理，假設 𝐸(1,2)在內部中的個數為 𝑘 個，𝐸(1,2)在偶

多邊形上的個數為 𝑣 個。由性質 2 可知 𝑣 為偶數，故可得 𝑥 為偶數。因此對於𝐺(𝑚, 𝑛)圖

在符合𝑠𝑝𝑒𝑟𝑛𝑒𝑟引理的規定下，偶多邊形內公正三角形的個數必為偶數個。 

五、探討正𝑚多邊形內的相關分割問題 

(一)內部點個數不同下，𝐹(𝐺(𝑚, 𝑛1))公正三角形個數性質探討 

針對上表的相關整理，我們嘗試探討各𝐹(𝐺(𝑚, 𝑛))圖之狀況，並且發現其集合有相關的性質。 

[定理二]若𝑚 1<𝑚 2，𝑚 1， 𝑚 2 ∈  𝑁，則𝐹(𝐺(𝑚, 𝑛1))  ⊆  𝐹(𝐺(𝑚, 𝑛2)) 

𝑝𝑟𝑜𝑜𝑓：  

 假設𝑥 ∈ 𝐹(𝐺(𝑚, 𝑛))，則代表𝐺(𝑚, 𝑛)圖有 𝑥 個公正三角形。當圖為𝐺(𝑚, 𝑛1)時，可知若

在 𝑥  個公正三角形其中一個公正三角形給予一個點，則不會影響其公正三角形的個數， 

故∀𝑥 ∈  𝐹(𝐺(𝑚, 𝑛1)), 𝑥 ∈  𝐹(𝐺(𝑚, 𝑛1 + 1)) ⇒  𝐹(𝐺(𝑚, 𝑛1)) ⊆  𝐹(𝐺(𝑚, 𝑛1 + 1))，則 

𝐹(𝐺(𝑚, 𝑛1)) ⊆  𝐹(𝐺(𝑚, 𝑛1 + 𝑘))，𝑘 ∈ 𝑁。 
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故由此可知若𝑛1<𝑛2，𝑛1，𝑛2∈ 𝑁，則𝐹(𝐺(𝑚, 𝑛1))  ⊆  𝐹(𝐺(𝑚, 𝑛2))。 

由定理二的整理我們可以知道可形成公正三角形種類的個數一定會隨著內部點個數 𝑛 的增

加而遞增，因此能將定理二延伸出另一個性質。 

  

(圖 13：𝐺(6,3)圖) (圖 14：𝐺(6,4)圖) 

[性質 3] 𝑛( 𝐹(𝐺(𝑚, 𝑛1))) ≤  𝑛(𝐹(𝐺(𝑚, 𝑛2)))。  

 以上性質可由定理二得出公正三角形種類的個數變化數為遞增，由此可知當內部點個數

越多時，其形成公正三角形可能的情況會達到遞增的狀況。 

(二)在𝐺(𝑚, 𝑛)圖內部點形成的圖標號探討 

[定理三]𝐺(𝑚, 𝑛)圖內部多邊形的𝐻𝐾圖為多邊形(𝑛 ≥ 𝑘)，則內部多邊形𝐻𝑘的頂點及外部多邊

形所連接的邊個數為(𝑘 + 𝑚)。 

𝑝𝑟𝑜𝑜𝑓： 

 由公式 2 可知𝐺(𝑚, 𝑛)圖的內部總邊數𝑆𝑒 = 𝑚 + 3𝑛 − 3，針對𝐻𝑘圖中，可視為頂點個數

為𝑘的多邊形且內部點個數為(𝑛 − 𝑘)，對於𝐻𝑘圖之總邊數為2𝑘 + 3(𝑛 − 𝑘) − 3 = 3𝑛 − 𝑘 − 3，

則可知內部多邊形𝐻𝑘的頂點及外部多邊形所連接的邊個數為𝑚 + 3𝑛 − 3 − (3𝑛 − 𝑘 − 3) =

𝑚 + 𝑘。 

 
 

(圖 15：無橋狀況時能符合定理六) (圖 16：有橋狀況時不能符合定理六) 
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 由定理四的概念，我們希望將在完美𝐺(𝑚, 𝑛)圖的狀況進行討論，期望整理出確切 𝐻𝐾 圖

的相關性質，針對此部分整理出定理五。 

[定理四]當𝑚 ≥ 3, 𝑚𝑎𝑥 𝐹(𝐺(𝑚, 0)) = 𝑚 − 2。即若為多邊形之狀況，可被表示為完美圖。 

𝑝𝑟𝑜𝑜𝑓： 

當𝑚 = 3，可容易得知𝑚𝑎𝑥 𝐹(𝐺(𝑚, 0)) = 1。 

 

假設3 ≤ 𝑚 ≤ 𝑘原式成立，即𝑚𝑎𝑥 𝐹(𝐺(𝑚, 0)) = 𝑚 − 2 

  

則可知道當最大公正三角形個數為m − 2時，即為完美圖。 

因此當𝑚 = 𝑘 + 1時，無論為幾邊形皆能從𝑚 = 𝑘時找到一邊連接另一點。 

 

此時仍為完美圖。故由數學歸納法可知定理五正確。 

六、在三角形下𝑚𝑎𝑥 𝐹(𝐺(3, 𝑛))之狀況討論 

此部分為針對𝑆𝑝𝑒𝑟𝑛𝑒𝑟引理之延伸探討，一開始需針對連接個數進行討論。 

[性質 4]若為完美𝐺(3, 𝑛)圖，且其中的𝐻𝑘圖若為多邊形，則此多邊形和大三角形各點連接兩次

只有三個點，且其中標號分別為 1、2、3。 

proof： 

探討𝐻𝑘圖和大三角形三個點的邊的狀況，由以上性質 2 可知對於𝐻𝑘圖和三個點的連接邊
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共有(𝑘 + 3)個邊。故由鴿籠原理可知在𝐻𝑘圖上的一點至少有一點連接大三角形的三個點中其

中兩個點。在不失一般性的情況下，可分為： 

(1) (𝑘 − 1)個點連接大三角形的三個點中其中一個點、1 個點連接大三角形的四個點。 

(2) (𝑘 − 2)個點連接大三角形的三個點中其中一個點、1 個點連接大三角形的三個點、1 個點

連接大三角形的三個點中其中兩個點。 

(3) (𝑘 − 3)個點連接大三角形的三個點中其中一個點、3 個點連接大三角形的三個點中其中兩

個點。 

由(1)、(2)的情況，可知道當 1 個點連接大三角形的四個點，若假設大三角形的三個點的

標號為 1、2、3，則一定會有一個邊為 E(1,1)或 E(2,2)或 E(3,3)，則容易可知(1)、(2)的情況一

定不會形成完美𝐺(3, 𝑛)圖。 

                        

    (17：(1)的情況。)                           (圖 18：(2)的情況。) 

由(3)的情況可知有 3 個點連接大三角形的三個點中其中兩個點，則此 3 個點的標號不會

和連接大三角形的三個點中其中兩個點的標號一樣，即若一點和標號 1、2 連接，則此一點必

需為標號 3。又在此可知當𝐻𝑘圖若為多邊形則可容易得知此 3 點的標號必為不同，如下圖所

示： 

                    

(圖 19：僅兩點和大三角形三點連接兩次。)    (圖 20：多邊形𝐻𝑘圖和大三角形連接狀況。) 

可得知若連接大三角形中兩個點的點標號若一樣，則只有兩個點滿足要求，因此可得知
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3 個點連接大三角形的三個點中其中兩個點的這三個點標號必分別為 1、2、3。則由以上推論

可知若為完美𝐺(3, 𝑛)圖，且其中的𝐻𝑘圖若為多邊形，此多邊形和大三角形各點連接兩次的三

個點的標號分別為 1、2、3。■ 

[性質 5]若𝑛 = 3𝑡, 𝑡 ∈ 𝑁，則𝑚𝑎𝑥 𝐹(𝐺(3, 𝑛)) = 2𝑛 + 1。 

proof： 

當𝑡 = 1時，𝑛 = 3，可有此圖： 。故原式成立！ 

假設當𝑡 = 𝑘(𝑘 ∈ 𝑁)時，𝑚 = 3𝑘，原式成立！ 

即： 表有2𝑛 + 1個公正三角形。 

則當𝑡 = 𝑘 + 1(𝑘 ∈ 𝑁)時，𝑚 = 3𝑘 + 3，可增加一個三角形使得其所有三角形皆為公正三角

形。如圖： ，故性質成立。■ 

接著我們嘗試由性質 4 架構出以下的歸納結果。 

[整理 1]若為完美𝐺(3, 𝑛)圖且𝐻𝑘圖為多邊形，則𝑛 = 3𝑡 + 2𝑠, 𝑡 ∈ 𝑁, 𝑠 ∈ {0} ∪ 𝑁，即： 

𝑚𝑎𝑥 𝐹(𝐺(3, 𝑛)) = 2𝑛 + 1, 𝑛 ∈ 𝑁, 𝑛 = 3 ∨ 𝑛 ≥ 5。 

proof： 

由性質 5 得知當𝑛1 = 3𝑡, 𝑡 ∈ 𝑁，則可架構出一個完美𝐺(3, 𝑛1)圖。如下圖： 
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則當要增加 2s 個內部點使得𝑚 = 3𝑡 + 2𝑠, 𝑡 ∈ 𝑁, 𝑠 ∈ {0} ∪ 𝑁且為完美𝐺(3, 𝑛)圖，則由性質 3

可得知若為完美𝐺(3, 𝑛)圖且𝐻𝑘圖(𝑚 ≥ 𝑘)為多邊形，可得知其圖形必定如下： 

 

在此可由公式 2 得知在最內部的三角形的邊上增加 2s 個內部點仍可使其成為完美圖，故可知

𝑛 = 3𝑡 + 2𝑠, 𝑡 ∈ 𝑁, 𝑠 ∈ {0} ∪ 𝑁時可形成完美𝐺0
𝑚圖；又因為 3、2 兩數的最大公因數為 1，因此

當𝑛 = 3𝑡 + 2𝑠, 𝑡 ∈ 𝑁, 𝑠 ∈ {0} ∪ 𝑁時，其最小值為 3，而除了 4 外比 3 大的所有整數皆能被 2、

3 兩數表示出來，故𝑚𝑎𝑥 𝐹(𝐺(3, 𝑛)) = 2𝑛 + 1, 𝑛 ∈ 𝑁, 𝑛 = 3 ∨ 𝑛 ≥ 5。■ 

[整理 2]

1, 1

3, 2
max ( (3, ))

7, 4

2 1, , 3 5

=


=
= 

=
 +  =  

n

n
F G n

n

n n N n n

。 

proof： 

由整理 1 可知當𝑛 = 3𝑡 + 2𝑠, 𝑡 ∈ 𝑁, 𝑠 ∈ {0} ∪ 𝑁，𝑚𝑎𝑥 𝐹(𝐺(3, 𝑛)) = 2𝑛 + 1, 𝑛 ∈ 𝑁, 𝑛 = 3 ∨

𝑛 ≥ 5；而當𝑛 = 1時，顯然𝑚𝑎𝑥 𝐹(𝐺(3, 𝑛)) = 1；當𝑛 = 2時，顯然𝑚𝑎𝑥 𝐹(𝐺(3, 𝑛)) = 3；當𝑛 =

4時，顯然𝑚𝑎𝑥 𝐹(𝐺(3,4)) = 7。■ 
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[部分𝑚𝑎𝑥 𝐹(𝐺(3, 𝑛))圖整理] 

   

𝑚𝑎𝑥 𝐹(𝐺(3,1))圖 𝑚𝑎𝑥 𝐹(𝐺(3,2))圖 𝑚𝑎𝑥 𝐹(𝐺(3,3))圖 

   

𝑚𝑎𝑥 𝐹(𝐺(3,4))圖 𝑚𝑎𝑥 𝐹(𝐺(3,5))圖 𝑚𝑎𝑥 𝐹(𝐺(3,6))圖 

七、在多邊形下探討𝑚𝑎𝑥 𝐹(𝐺(𝑚, 𝑛))之狀況討論 

[定理五]符合正𝒎多邊形標號條件下，當𝑛 ≥ 5， 

max ( ( , )) 2 2, , 5= + −  F G m n m n n N n ，即當𝑛 ≥ 5時，𝐺(𝑚, 𝑛)可為完美圖。 

proof： 

由定理四可知𝑚𝑎𝑥 𝐹(𝐺(𝑚, 0)) = 𝑚 − 2，可知𝑚𝑎𝑥 𝐹(𝐺(𝑚, 0))為完美圖，則在𝐺(𝑚, 0)

圖中找出三角化後的ㄧ個公正三角形，又由整理 2 可得： 

1, 1

3, 2
max ( (3, ))

7, 4

2 1, , 3 5

=


=
= 

=
 +  =  

n

n
F G n

n

n n N n n

 

故當n ≥ 5，𝑚𝑎𝑥 𝐹(𝐺(𝑚, 𝑛)) = (𝑚𝑎𝑥 𝐹(𝐺(𝑚, 0)) − 1) + 𝑚𝑎𝑥 𝐹(𝐺(3, 𝑛)) 

因此， 

max ( ( , )) 2 2, , 5= + −  F G m n m n n N n 。 
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伍、 研究結果 

一、在正多邊形下的相關定理 

[定理一]對於𝐺(𝑚, 𝑛)圖在符合正𝒎多邊形標號條件下，奇多邊形內公正三角形的個數必為奇

數個；偶多邊形內公正三角形的個數必為偶數個。  

[定理三]𝐺(𝑚, 𝑛)圖內部多邊形的𝐻𝐾圖為多邊形(𝑛 ≥ 𝑘)，則內部多邊形𝐻𝑘的頂點及外部多邊

形所連接的邊個數為(𝑘 + 𝑚)。 

[定理四]當𝑚 ≥ 3, 𝑚𝑎𝑥 𝐹(𝐺(𝑚, 0)) = 𝑚 − 2。即若為多邊形之狀況，可被表示為完美圖。 

二、𝑚𝑎𝑥 𝐹(𝐺(𝑚, 𝑛))之情況整理 

[定理五]符合正𝒎多邊形標號條件下，當𝑛 ≥ 5， 

max ( ( , )) 2 2, , 5= + −  F G m n m n n N n ，即當𝑛 ≥ 5時，𝐺(𝑚, 𝑛)可為完美圖。 

三、在正三角形下，𝑯𝒌圖是特殊圖形的完美圖的整理 

針對 Sperner 引理內的𝐻𝑘圖進行分類，主要目的在於希望能藉由這樣的方式簡易的分類

哪些情況是否有完美𝐺(3, 𝑛)圖？也能夠藉此整理出一個判斷的依據。 

1. 奇數路徑圖𝑃2𝑡+1 

奇數路徑圖𝑃2𝑡+1為總點個數為奇數的簡單圖，以下圖十六為例為𝑃7圖： 

 
(圖 21：𝑃7圖) 

由下圖 22 可很容易發現各點在進行連線時一定會有點和大三角形的三個點皆連接，故必不

會為完美𝐺(3, 𝑛)圖。 

  
圖 22 圖 23 
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2. 偶數路徑圖𝑃2𝑡 

偶數路徑圖𝑃2𝑡為總點個數為奇數的簡單圖，以下圖為例為𝑃6圖： 

 

(圖 24：𝑃6圖) 

由上圖十八可很容易發現各點在進行連線時，一定會有點和大三角形的三個點皆連接，

故必不會為完美𝐺(3, 𝑛)圖。 

3. 多個多邊形連接(無橋、有橋) 

在圖論中，橋代表著當被刪掉後，其中的連通塊數會增加，而本篇研究中為了將𝐻𝑘圖的

情形盡量整理完畢，因此針對各種不同的圖形進行整理。以下是無橋和有橋圖的狀況，且針

對這些狀況我們嘗試進行圖的分割，由此可知在無橋的情況下，則能夠符合上述在多邊形的

討論，即代表進行分割的過程中，若最後的各個多邊形皆為點個數不大於 6 的多邊形，則能

夠形成完美𝐺(3, 𝑛)圖，進而可以得到其中的上界。而在有橋的情況下，我們能夠發現可以將

圖分割成多個多邊形和多個路徑圖𝑃𝑛，在上述的討論中可以知道路徑圖是無法形成完美

𝐺(3, 𝑛)圖，因此合併後的情況應當無法形成完美𝐺(3, 𝑛)圖。 

 

 
𝐻𝑘圖內為多邊形且無橋之狀況 
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𝐻𝑘圖內為多邊形且有橋之狀況 

由以上的內容，我們有以下所發現性質的整理： 

𝑯𝒌圖在正三角形下之

情況 

是否能形成𝑯𝒌圖？ 完美𝑮(𝟑, 𝒏)圖是否 

可能發生？ 

是否能和其他圖 

合併成完美圖？ 

多邊形 是 是 是 

奇數路徑圖𝑃2𝑡+1 是 否 否 

偶數路徑圖𝑃2𝑡 是 否 否 

多個多邊形連接(無橋) 是 是(特定情況) 是(特定情況) 

多個多邊形連接(有橋) 是 否 否 

四、在正𝒎邊形(𝒎 ≥ 𝟒)下，𝑯𝒌圖是特殊圖形的完美圖的整理 

1. 奇數路徑圖𝑃2𝑡+1 

容易得知當為𝑚 = 4,5時，不會有完美圖的產生，而當𝑚 = 6時，因為在標號條件下，

其標號分別為1,1,2,2,3,3，故可得到下圖的狀況： 

 

故可由定理四的概念推廣至𝑚 ≥ 6的多邊形皆有完美圖。 
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2. 偶數路徑圖𝑃2𝑡 

容易得知當為𝑚 = 3時，不會有完美圖的產生，而當𝑚 = 4時，因為在標號條件下，其

標號分別為1,1,2,3，故可得到下圖的狀況： 

 

故可由定理四的概念推廣至𝑚 ≥ 4的多邊形皆有完美圖。 

由以上的內容，我們有以下所發現性質的整理： 

𝑯𝒌圖在正三角形下之

情況 

是否能形成𝑯𝒌圖？ 完美𝑮(𝒎, 𝒏)圖是否 

可能發生？ 

多邊形 是 是 

奇數路徑圖𝑃2𝑡+1 是 是，當𝑚 ≥ 6 

偶數路徑圖𝑃2𝑡 是 是，當𝑚 ≥ 4 

由此可和𝑮(𝟑, 𝒏)圖進行簡單的比較，藉此可能得知當為m邊形時，可考慮的狀況增加。 

五、在正多邊形下，可能公正三角形個數整理 

(一) 𝐺(3, 𝑛)圖 

[定理六]𝑛(𝐹(𝐺(3, 𝑛)) = {
4, 𝑛 = 3

𝑛, 𝑛 = 1,2,4
𝑛 + 1, 𝑛 ≥ 5

。即：當內部點個數不小於 5 時，所有奇數個可能公正

三角形皆能被找出。 

proof： 

由圖形整理可得 

圖形情況 形成三角形個數 形成可能公正三角形個數 

𝐺(3,1) 3 1 

𝐺(3,2) 5 1、3 

𝐺(3,3) 7 1、3、5、7 

𝐺(3,4) 9 1、3、5、7 
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𝐺(3,5) 11 1、3、5、7、9、11 

𝐺(3,6) 13 1、3、5、7、9、11、13 

當n = 5時，可知𝐹(𝐺(3,5)) = {1,3,5,7,9,11}，𝑛(𝐹(𝐺(3,5))) = 6。原式成立。 

假設𝑛 = 𝑘(𝑘 ∈ 𝑁, 𝑘 ≥ 5)原式成立！即：𝑛(𝐹(𝐺(3, 𝑘))) = 𝑘 + 1。由定理二可知若內部點

較小，則形成可能公正三角形個數的集合必定為可能形成公正三角形個數集合的子集，因此

𝐹(𝐹(𝐺(3, 𝑘))) ⊆ 𝐹(𝐹(𝐺(3, 𝑘 + 1)))；由定理五可知內部點每增加一點𝑚𝑎𝑥𝐹(𝐺(3, 𝑛))會增加 2，

因此𝐹((𝐺(3, 𝑘 + 1))) = {1,3,5, ⋯ ,2𝑘 + 1,2𝑘 + 3}，故𝑛 (𝐹((𝐺(3, 𝑘 + 1)))) = 𝑘 + 2。原式成立。 

 故由數學歸納法可知定理正確。■ 

(二) 𝐺(𝑚, 𝑛)圖 

[猜想] 符合正𝒎多邊形標號條件下，當𝑛 ≥ 5，𝑛(𝐹(𝐺(𝑚, 𝑛)) = 𝑛 + 1；即當內部點個數不小

於 5 時，當為奇多邊形，則所有奇數個公正三角形個數皆可被找出、當為偶多邊形，則所有

偶數個公正三角形個數皆可被找出。 

說明： 

 以定理五、定理六的概念可藉由集合合併的概念得知其結果可如數學歸納法進行歸納，

然而在內部點較少時無法確定其中的狀況，故希望在未來針對內部點較少的情況進行討論。 

(三) 𝐺(𝑚, 𝑛)圖可能公正三角形個數總表整理 

以下針對內部點較少的情況進行討論，並且嘗試將期中的狀況進行整理。 

n 

m 
0 1 2 3 

3 1 1 1、3 1、3、5、7 

4 0、2 0、2 0、2、4、6 0、2、4、6、8 

5 1、3 1、3、5 1、3、5、7 1、3、5、7、9 

6 0、2、4 0、2、4、6 0、2、4、6、8 0、2、4、6、8、10 

7 1、3、5 1、3、5、7 1、3、5、7、9 1、3、5、7、9、11 

8 0、2、4、6 0、2、4、6、8 0、2、4、6、8、10 
0、2、4、6、 

8、10、12 

9 1、3、5、7 1、3、5、7、9 1、3、5、7、9、11 
1、3、5 

、7、9、11、13 
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(四) 𝐺(3, 𝑛)圖 

1. 𝐺(3,0)圖 

 

1 個三角形，1 個公正三角形。 

2. 𝐺(3,1)圖 

 

3 個三角形，1 個公正三角形。 

3. 𝐺(3,2)圖 

  

5 個三角形，1 個公正三角形。 5 個三角形，3 個公正三角形。 

4. 𝐺(3,3)圖 

    

7 個三角形，1 個公

正三角形。 

7 個三角形，3 個公

正三角形。 

7 個三角形，5 個公

正三角形。 

7 個三角形，7 個公

正三角形。 

(五) 𝐺(4, 𝑛)圖 

1. 𝐺(4,0)圖 

  

2 個三角形，0 個公正三角形。 2 個三角形，2 個公正三角形。 
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2. 𝐺(4,1)圖 

  

4 個三角形，0 個公正三角形。 4 個三角形，2 個公正三角形。 

3. 𝐺(4,2)圖 

    

6 個三角形，0 個公

正三角形。 

6 個三角形，2 個公

正三角形。 

6 個三角形，4 個公

正三角形。 

6 個三角形，6 個公

正三角形。 

4. 𝐺(4,3)圖 

   

8 個三角形，0 個公正三角

形。 

8 個三角形，2 個公正三角

形。 

8 個三角形，4 個公正三角

形。 

  

8 個三角形，6 個公正三角形。 8 個三角形，8 個公正三角形。 

(六)𝐺(5, 𝑛)圖 

1. 𝐺(5,0)圖 

  

3 個三角形，1 個公正三角形。 3 個三角形，3 個公正三角形。 
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2. 𝐺(5,1)圖 

   

5 個三角形，1 個公正三角

形。 

5 個三角形，3 個公正三角

形。 

5 個三角形，5 個公正三角

形。 

3. 𝐺(5,2)圖 

    

7 個三角形，1 個公

正三角形。 

7 個三角形，3 個公

正三角形。 

7 個三角形，5 個公

正三角形。 

7 個三角形，7 個公

正三角形。 

4. 𝐺(5,3)圖 

   

9 個三角形，1 個公正三角

形。 

9 個三角形，3 個公正三角

形。 

9 個三角形，5 個公正三角

形。 

  

9 個三角形，7 個公正三角形。 9 個三角形，9 個公正三角形。 

(七)𝐺(6, 𝑛)圖 

1. 𝐺(6,0)圖 

  

4 個三角形，2 個公正三角形。 4 個三角形，4 個公正三角形。 
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2. 𝐺(6,1)圖 

   

6 個三角形，2 個公正三角

形。 

6 個三角形，4 個公正三角

形。 

6 個三角形，6 個公正三角

形。 

3. 𝐺(6,2)圖 

   

8 個三角形，0 個公正三角

形。 

8 個三角形，2 個公正三角

形。 

8 個三角形，4 個公正三角

形。 

  

8 個三角形，6 個公正三角形。 8 個三角形，8 個公正三角形。 

4. 𝐺(6,3)圖 

   

10 個三角形，0 個公正三角

形。 

10 個三角形，2 個公正三角

形。 

10 個三角形，4 個公正三角

形。 

   

10 個三角形，6 個公正三角

形。 

10 個三角形，8 個公正三角

形。 

10 個三角形，10 個公正三

角形。 
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(八)𝐺(7, 𝑛)圖 

1. 𝐺(7,0)圖形 

   

5 個三角形，1 個公正三角

形。 

5 個三角形，3 個公正三角

形。 

5 個三角形，5 個公正三角

形。 

2. 𝐺(7,1)圖形 

    

7 個三角形，1 個公

正三角形。 

7 個三角形，3 個公

正三角形。 

7 個三角形，5 個公

正三角形。 

7 個三角形，7 個公

正三角形。 

3. 𝐺(7,2)圖形 

   

9 個三角形，1 個公正三角

形。 

9 個三角形，3 個公正三角

形。 

9 個三角形，5 個公正三角

形。 

  

9 個三角形，7 個公正三角形。 9 個三角形，9 個公正三角形。 

4. 𝐺(7,3)圖形 

   

11 個三角形，1 個公正三角

形。 

11 個三角形，3 個公正三角

形。 

11 個三角形，5 個公正三角

形。 
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11 個三角形，7 個公正三角

形。 

11 個三角形，9 個公正三角

形。 

11 個三角形，11 個公正三角

形。 

(九)𝐺(8, 𝑛)圖 

1. 𝐺(8,0)圖形 

    

6 個三角形，0 個公

正三角形。 

6 個三角形，2 個公

正三角形。 

6 個三角形，4 個公

正三角形。 

6 個三角形，6 個公

正三角形。 

2. 𝐺(8,1)圖形 

   

8 個三角形，0 個公正三角

形。 

8 個三角形，2 個公正三角

形。 

8 個三角形，4 個公正三角

形。 

  

8 個三角形，6 個公正三角形。 8 個三角形，8 個公正三角形。 

3. 𝐺(8,2)圖形 

   

10 個三角形，0 個公正三角

形。 

10 個三角形，2 個公正三角

形。 

10 個三角形，4 個公正三角

形。 
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10 個三角形，6 個公正三角

形。 

10 個三角形，8 個公正三角

形。 

10 個三角形，10 個公正三

角形。 

4. 𝐺(8,3)圖形 

   

12 個三角形，0 個公正三角

形。 

12 個三角形，2 個公正三角

形。 

12 個三角形，4 個公正三角

形。 

  

12 個三角形，6 個公正三角形。 12 個三角形，8 個公正三角形。 

  

12 個三角形，10 個公正三角形。 12 個三角形，12 個公正三角形。 

(十)𝐺(9, 𝑛)圖 

1. 𝐺(9,0)圖形 

    

7 個三角形，1 個公

正三角形。 

7 個三角形，3 個公

正三角形。 

7 個三角形，5 個公

正三角形。 

7 個三角形，7 個公

正三角形。 
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2. 𝐺(9,1)圖形 

   

9 個三角形，1 個公正三角

形。 

9 個三角形，3 個公正三角

形。 

9 個三角形，5 個公正三角

形。 

  

9 個三角形，7 個公正三角形。 9 個三角形，9 個公正三角形。 

3. 𝐺(9,2)圖形 

   

11 個三角形，1 個公正三角

形。 

11 個三角形，3 個公正三角

形。 

11 個三角形，5 個公正三角

形。 

   

11 個三角形，7 個公正三角

形。 

11 個三角形，9 個公正三角

形。 

11 個三角形，11 個公正三角

形。 

4. 𝐺(9,3)圖形 

   

13 個三角形，1 個公正三角

形。 

13 個三角形，3 個公正三角

形。 

13 個三角形，5 個公正三角

形。 
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13 個三角形，7 個公正三角形。 13 個三角形，9 個公正三角形。 

  

13 個三角形，11 個公正三角形。 13 個三角形，13 個公正三角形。 

陸、 討論 

本篇研究探討多邊形內公正三角形的情況，一開始從𝑆𝑝𝑒𝑟𝑛𝑒𝑟引裡進行思考，並且針對

此引理進行性質延伸，原先𝑆𝑝𝑒𝑟𝑛𝑒𝑟引理主要探討三角形內的公正三角形狀況，本篇研究將

其延伸至任意多邊形。而為了較好進行討論，我們嘗試建立𝐻𝑘圖，其圖形目前探討至多邊

形的狀況。 

未來在最大的完美圖希望討論到在𝐻𝑘圖內多邊形有橋與無橋的狀況，並且更加詳細證明

各種情況可能公正三角形個數，最後希望探討出不利用電腦模擬的情況下，探討出可能出現

公正三角形的所有情況。 

柒、 結論 

 透過公式我們先探討𝑠𝑝𝑒𝑟𝑛𝑒𝑟引理的性質，它是在正三角形的情況下討論的結果，那麼

我們將其引理延伸至多邊形，在多邊形的情況下，我們成功的討論出，𝐻𝑘圖在多邊形下的

公正三角形個數可能之狀況，接著探討出𝐻𝑘圖為多邊形的情況下𝑚𝑎𝑥 𝐹(𝐺(𝑚, 𝑛))，此部分

即為代表著我們得知在正多邊形的情況下其中公正三角形個數之上限，也針對部分特例下進

行討論，進而得到猜想，期望未來能夠針對內部點較小的情況下進行整理。 
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及其應用等相關文章，可能會有助於增進整體研究的成果。 
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公正三角形

非三角化，因重疊
為三角化，不重疊，
內部皆為三角形

一、三角化：將多邊形內部點連接至各頂點，內部連接線段不重疊，內部皆為三角形，稱之為三角化。
二、公正三角形：在三角化且進行標號後的三角形中，三頂點標號皆不同的三角形。

三、𝐺(𝑚, 𝑛)圖：對於正𝑚邊形內部有𝑛個點，經由三角化後的圖稱為𝐺(𝑚, 𝑛)圖。

四、𝐺(𝑚, 𝑛)圖產生個數之定義

(一)定義1：𝐹(𝐺(𝑚, 𝑛))表對於𝐺(𝑚, 𝑛)圖產生的可能公正三角形個數的集合。

𝐹(𝐺(𝑚, 𝑛))是一種集合的形式；例： 𝐹(𝐺(3,0)) = {1}。

(二)定義2：𝑚𝑎𝑥 𝐹(𝐺(𝑚, 𝑛))表對於𝐺(𝑚, 𝑛)圖產生的最多公正三角形個數。

例：𝑚𝑎𝑥 𝐹(𝐺(3,0)) = 1。

(三)定義3：𝐸(𝑎, 𝑏)為標號𝑎, 𝑏所連線的線段；𝑛(𝐸(𝑎, 𝑏))表 𝐺(𝑚, 𝑛)圖中所有𝐸(𝑎, 𝑏)線段數量。

(四)定義4：若多邊形內部點和多邊形頂點所連接的點有𝑘個，則將其𝑘個點連成的圖定義為𝐻𝐾圖。

(四)定義5：𝑛(𝐹(𝐺 𝑚, 𝑛 ))表對於𝐺(𝑚, 𝑛)圖產生的可能公正三角形個數的集合的元素個數。

五、完美𝐺(𝑚, 𝑛)圖：𝐺(𝑚, 𝑛)圖三角化後所有的三角形皆為公正三角形則稱完美𝐺(𝑚, 𝑛)圖。

𝐺(6,2)圖 𝐺(3,0)圖 𝐻5圖 𝐻8圖

摘要

名詞定義

一、探討 𝑆𝑝𝑒𝑟𝑛𝑒𝑟定理之相關延伸性質。 二、探討正多邊形下，公正三角形個數規則。
三、探討完美𝐺(𝑚, 𝑛)圖之可能狀況。 四、探討 𝑆𝑝𝑒𝑟𝑛𝑒𝑟定理之完美𝐺(𝑚, 𝑛)圖的特殊狀況。

研究目的

𝑆𝑝𝑒𝑟𝑛𝑒𝑟引理常用於遊戲必勝法以及一些塗色的相關問題，本篇研究將先針對 𝑆𝑝𝑒𝑟𝑛𝑒𝑟引理的內容進行探討，並且進行相
關內容的證明，而後將𝑆𝑝𝑒𝑟𝑛𝑒𝑟引理中的規則進行延伸：原先此引理在三角形內進行討論，本篇研究嘗試將問題假設為在任意
正多邊形下其中頂點的標號為1、2、3且相鄰頂點需為不同標號下進行探討，而後在多邊形內部放入點後進行三角化，在三角化
的過程中若其中三角形分別為1、2、3，則命名為公正三角形，對此成功探討出在不同正多邊形下公正三角形個數的狀況，並且
將三角化後每個三角形皆為公正三角形的狀況定義為完美𝐺(𝑚, 𝑛)圖，在研究最後針對在三角形下的公正三角形個數進行一些特
例整理。

文獻探討

[𝑺𝒑𝒆𝒓𝒏𝒆𝒓引理延伸]在符合𝑆𝑝𝑒𝑟𝑛𝑒𝑟引理的規定下，公正三角形的個數必為奇數個。

研究過程及方法

[公式1]假設一大三角形三頂點內部點有𝑚個點，大三角形上三邊(除三頂點外)有𝑛個點，經由三角化後，三角形個數為𝑆∆ = 1 +

2𝑚 + 𝑛，線段個數為𝑆𝑒 = 3𝑚 + 2𝑛 + 3。

[尤拉公式]對於任意凸𝑚邊形，必定滿足：𝑉 − 𝐸 + 𝐹 = 2 (𝑉為頂點數；𝐸為邊數；𝐹為面數)。

[性質1]在一條線段上，若兩端的標號為1、2，且將此線段上點出n個點、分割成(𝑛 + 1)個線段，此𝑛個點的標號皆為1或2，則此

(𝑛 + 1)個線段中兩端為1、2標號的個數必為奇數個。

◎本次專題探討之圖皆為二維空間內的凸𝑚多邊形，因此𝐹為小三角形個數+1。

[𝑺𝒑𝒆𝒓𝒏𝒆𝒓引理]給定一個大三角形，其中三個頂點定義為𝐴、𝐵、𝐶，在此三角形內部點出𝑛個點，並且

將各點和𝐴、𝐵、𝐶三頂點連接成數個小三角形。將所有頂點(包含A、B、C)以下述的規定標記：

頂點𝐴、𝐵、𝐶的標號為1、2、3。

在𝐴𝐵邊上只能用1或2作為標號；在𝐵𝐶邊上只能用2或3作為標號；在𝐶𝐴邊上只能用3或者1作為標號。

大三角形內部可以隨意以1、2、3作為標號。

滿足以上三點，則至少會存在一個小三角形的標號分別為1、2、3。

問題說明

(一)正𝒎多邊形標號條件假設

給定一個正𝑚多邊形內部有𝑛個點，其中正𝑚多邊形上的頂點定義為
A、B、C……，並且將各點隨機連接成數個小三角形(三角化)。將所有頂點以下述
的規定標記：
①頂點 A、B、C ……上的標號為 1、2、3。
②𝑚個頂點以標號1、2、3標示，且正𝑚多邊形上的相鄰頂點不相同，假設標號
1、2、3的個數分別為a、b、c，a ≥ b ≥ c，並符合 a − b ≤ 1、 b − c ≤ 1、
a − c ≤ 1。
③正𝑚多邊形內部n個點可以隨意以 1、2、3作為標號。
在滿足以上①②③三點，探討公正三角形的存在狀況。

𝐺(5,2)圖 𝐺(6,2)圖

𝑆𝑝𝑒𝑟𝑛𝑒𝑟引理證明 建立在多邊形下的
三角化

多邊形下延伸
𝑆𝑝𝑒𝑟𝑛𝑒𝑟引理

探討多邊形下公正
三角形個數

H𝑘圖為多邊形探討
𝑚𝑎𝑥𝐹(𝐺 𝑚, 𝑛 )

以𝐺(3, 𝑛)為例
條列𝐺(𝑚, 𝑛)之可
能三角形個數



研究結果

[定理一]對於𝐺(𝑚, 𝑛)圖在符合正𝒎多邊形標號條件下，奇多邊形內公正三角形的個數必為奇數個；偶多邊形內公正三角形的個數必

為偶數個。

[定理三] 𝐺(𝑚, 𝑛)圖內部多邊形的𝐻𝑘圖為多邊形(𝑛 ≥ 𝑘)，則內部多邊形𝐻𝑘的頂點及外部多邊形所連接的邊個數為(k + m)。

[定理四]當𝑚 ≥ 3,𝑚𝑎𝑥 𝐹 𝐺 𝑚, 0 = 𝑚 − 2。即若為多邊形之狀況，可被表示為完美圖。

標號下𝑆𝑝𝑒𝑟𝑛𝑒𝑟相關延伸性質探討

一、在正多邊形下的相關定理

探討正𝑚多邊形內的相關分割問題

(一)多邊形內部點分割的三角形個數情形
[公式2]對每一個𝐺(𝑚, 𝑛)圖，三角形個數𝑆∆ = 𝑚 + 2𝑛 − 2，線段個數
𝑆𝑒 = 2𝑚 + 3𝑛 − 3。
(二)在𝑮(𝒎,𝒏)圖下公正三角形的奇偶個數討論
[定理一]對於𝐺(𝑚, 𝑛)圖在符合正𝑚多邊形標號條件下，奇多邊形內公正三
角形的個數必為奇數個；偶多邊形內公正三角形的個數必為偶數個。

在三角形下𝑚𝑎𝑥𝐹(𝐺(𝑚, 𝑛))之狀況討論

[性質4]若為完美𝐺 3, 𝑛 圖，且其中的𝐻𝑘圖若為多邊形，則此多邊形和大三角形各點連接兩次只有
三個點，且其中標號分別為1、2、3。

[性質5]若𝑛 = 3𝑡, 𝑡 ∈ 𝑁，則𝑚𝑎𝑥 𝐹 𝐺 3, 𝑛 = 2𝑛 + 1。

[整理1]若為完美𝐺(3, 𝑛)圖且𝐻𝑘圖為多邊形，則𝑛 = 3𝑡 + 2𝑠, 𝑡 ∈ 𝑁, 𝑠 ∈ {0} ∪ 𝑁，即：
𝑚𝑎𝑥 𝐹 𝐺(3, 𝑛) = 2𝑛 + 1, 𝑛 ∈ 𝑁, 𝑛 = 3 ∨ 𝑛 ≥ 5。

[整理2]𝑚𝑎𝑥 𝐹 (𝐺(3, 𝑛)) =

1, 𝑛 = 1
3, 𝑛 = 2
7, 𝑛 = 4

2𝑛 + 1, 𝑛 ∈ 𝑁, 𝑛 = 3 ∨ 𝑛 ≥ 5

。

二、𝑚𝑎𝑥 𝐹 𝐺(𝑚, 𝑛) 之情況整理

[定理五]符合正𝒎多邊形標號條件下，當𝑛 ≥ 5,𝑚𝑎𝑥 𝐹 𝐺 𝑚, 𝑛 = 𝑚 + 2𝑛 − 2, 𝑛 ∈ 𝑁, 𝑛 ≥ 5，即當𝑛 ≥ 5時， 𝐺 𝑚, 𝑛 可為完美圖。

三、在正三角形下，H𝑘圖是特殊圖形的完美圖的整理

1. 奇數路徑圖𝑷𝟐𝐭+𝟏
奇數路徑圖𝑃2𝑡+1為總點個數為奇數的簡單圖，以右圖為例為𝑃7圖：

由下圖可很容易發現各點在進行連線時一定會有點和大三角形的三個點皆連接，故必不會為完美 𝐺(3, 𝑛) 圖。

2.偶數路徑圖𝑷𝟐𝒕
偶數路徑圖𝑃2𝑡為總點個數為偶數的簡單圖，以右圖為例為𝑃6圖：

由上圖可很容易發現各點在進行連線時，一定會有點和大三角形的三個點皆連接，故必不會為完美𝐺(3, 𝑛)圖。

(二)正𝑚多邊形標號說明
針對條件②的部分，我們先以正三角、正四邊、正五邊為例：

當為正三角形，可容易得知三個頂點為1、2、3；
當為正四邊形，可知1、2、3三個標號其中一個會多一個，即為1、1、2、3(若為1、2、2、3也會有相同結果)；
當為正五邊形，可知五個頂點為1、1、2、2、3。
[性質2]在多邊形中滿足多邊形的標號條件下，奇多邊形外邊的𝐸(1,2)個數必為奇數；偶多邊形外邊的 𝐸(1,2)個數必為偶數。

(一)內部點個數不同下，𝐹(𝐺(𝑚, 𝑛1))公正三角形個數性質探討
針對上表的相關整理，我們嘗試探討各 𝐹(𝐺(𝑚, 𝑛))圖之狀況，並且發現其集合有相關的性質。

[定理二]若𝑚1 < 𝑚2，𝑚1, 𝑚2 ∈ N，則𝐹(𝐺(𝑚, 𝑛1)) ⊆ 𝐹(𝐺(𝑚, 𝑛2))。
由定理二的整理我們可以知道可形成公正三角形種類的個數一定會隨著內部點個數 n的增加而遞
增，因此能將定理二延伸出另一個性質。
[性質3] 𝑛( 𝐹(𝐺(𝑚, 𝑛1))) ≤ 𝑛(𝐹(𝐺(𝑚, 𝑛2)))。
(二)在𝐺(𝑚, 𝑛)圖內部點形成的圖標號探討
[定理三] 𝐺(𝑚, 𝑛)圖內部多邊形的𝐻𝑘圖為多邊形(𝑛 ≥ 𝑘)，則內部多邊形𝐻𝑘的頂點及外部多邊形所連
接的邊個數為(𝑘 + 𝑚)。

[定理四]當𝑚 ≥ 3,𝑚𝑎𝑥 𝐹 𝐺 𝑚, 0 = 𝑚 − 2。即若為多邊形之狀況，可被表示為完美圖。

在多邊形下探討𝑚𝑎𝑥𝐹(𝐺(𝑚, 𝑛))之狀況討論

[定理五]符合正𝒎多邊形標號條件下，當𝑛 ≥ 5,𝑚𝑎𝑥 𝐹 𝐺 𝑚, 𝑛 = 𝑚 + 2𝑛 − 2, 𝑛 ∈ 𝑁, 𝑛 ≥ 5，即當𝑛 ≥ 5時， 𝐺 𝑚, 𝑛 可為完美圖。

3.多個多邊形連接(無橋、有橋)

在圖論中，橋代表著當被刪掉後，其中的連通塊數會增加，而本篇研究中為了將𝐻𝑘圖的情形盡量整理完畢，因此針對各種不同
的圖形進行整理。以下是無橋和有橋圖的狀況，且針對這些狀況我們嘗試進行圖的分割，由此可知在無橋的情況下，則能夠符合
上述在多邊形的討論，即代表進行分割的過程中，若最後的各個多邊形皆為點個數不大於6的多邊形，則能夠形成完美𝐺(3, 𝑛)圖，
進而可以得到其中的上界。而在有橋的情況下，我們能夠發現可以將圖分割成多個多邊形和多個路徑圖𝑃𝑛，在上述的討論中可以
知道路徑圖是無法形成完美𝐺(3, 𝑛)圖，因此合併後的情況應當無法形成完美𝐺(3, 𝑛)圖。

𝐻𝑘圖內為多邊形且無橋之狀況 𝐻𝑘圖內為多邊形且有橋之狀況

𝐺(3,1)圖 𝐺(4,1)圖 𝐺(5,1)圖

𝐺(6,3)圖 𝐺(6,4)圖

無橋狀況 能符合 有橋狀況 不能符合

(1)的情況 (2)的情況



討論
本篇研究探討多邊形內公正三角形的情況，一開始從𝑆𝑝𝑒𝑟𝑛𝑒𝑟引裡進行思考，並且針對此引理進行性質延伸，原先𝑆𝑝𝑒𝑟𝑛𝑒𝑟引

理主要探討三角形內的公正三角形狀況，本篇研究將其延伸至任意多邊形。而為了較好進行討論，我們嘗試建立𝐻𝑘圖，其圖形
目前探討至多邊形的狀況。

未來在最大的完美圖希望討論到在𝐻𝑘圖內多邊形有橋與無橋的狀況，並且更加詳細證明各種情況可能公正三角形個數，最後
希望探討出不利用電腦模擬的情況下，探討出可能出現公正三角形的所有情況。
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結論
透過公式我們先探討𝑠𝑝𝑒𝑟𝑛𝑒𝑟引理的性質，它是在正三角形的情況下討論的結果，那麼我們將其引理延伸至多邊形，在多邊

形的情況下，我們成功的討論出，𝐻𝑘圖在多邊形下的公正三角形個數可能之狀況，接著探討出𝐻𝑘圖為多邊形的情況下

𝑚𝑎𝑥 𝐹 𝐺 𝑚, 𝑛 ，此部分即為代表著我們得知在正多邊形的情況下其中公正三角形個數之上限，未來我們希望由此進行延伸，探

討出𝐻𝑘圖在不同情況下可能產生的公正三角形個數。

四、在正𝑚多邊形(𝑚 ≥ 4)下，𝐻𝑘圖是特殊圖形的完美圖的整理

由以上的內容，我們有以下所發現性質的整理：

𝑛
𝑚

0 1 2 3

3 1 1 1、3 1、3、5、7

4 0、2 0、2 0、2、4、6 0、2、4、6、8

5 1、3 1、3、5 1、3、5、7 1、3、5、7、9

6 0、2、4 0、2、4、6 0、2、4、6、8 0、2、4、6、8、10

7 1、3、5 1、3、5、7 1、3、5、7、9 1、3、5、7、9、11

8 0、2、4、6 0、2、4、6、8 0、2、4、6、8、10 0、2、4、6、8、10、12

9 1、3、5、7 1、3、5、7、9 1、3、5、7、9、11 1、3、5、7、9、11、13

𝑯𝒌圖在正三角形下之情況 是否能形成𝑯𝒌圖？ 完美𝑮(𝒎,𝒏)圖是否可能發生？是否能和其他圖合併成完美圖？

多邊形 是 是 是

奇數路徑圖𝑃2𝑡+1 是 否 否

偶數路徑圖𝑃2𝑡 是 否 否

多個多邊形連接(無橋) 是 是(特定情況) 是(特定情況)

多個多邊形連接(有橋) 是 否 否

1. 奇數路徑圖𝑃2𝑡+1
容易得知當為𝑚 = 4,5時，不會有完美圖的產生，而當𝑚 = 6時，因為在標號
條件下，其標號分別為1,1,2,2,3,3。

2. 偶數路徑圖𝑃2𝑡
容易得知當為𝑚 = 3時，不會有完美圖的產生，而當𝑚 = 4時，因為在標號條
件下，其標號分別為1,1,2,3。

五、在正多邊形下，可能公正三角形個數整理

(一) 𝐺(3, 𝑛)圖

[定理六]𝑛(𝐹 𝐺(3, 𝑛) =  
4, 𝑛 = 3

𝑛, 𝑛 = 1,2,4
𝑛 + 1, 𝑛 ≥ 5

。即：當內部點個數不小於5時，所有奇數個可能公正三角形皆能被找出。

(二) 𝐺(𝑚, 𝑛)圖

[猜想] 符合正𝒎多邊形標號條件下，當𝑛 ≥ 5，𝑛(𝐹 𝐺 𝑚, 𝑛 = 𝑛 + 1；即當內部點個數不小於5時，當為奇多邊

形，則所有奇數個公正三角形個數皆可被找出、當為偶多邊形，則所有偶數個公正三角形個數皆可被找出。

(三) 𝐺(𝑚, 𝑛)圖可能公正三角形個數總表整理

以下針對內部點較少的情況進行討論，並且嘗試將期中的狀況進行整理。

奇數路徑圖𝑃2𝑡+1

偶數路徑圖𝑃2𝑡

𝑯𝒌圖在正三角形下之情況 是否能形

成𝑯𝒌圖？

完美𝑮(𝒎,𝒏)圖是否

可能發生？

多邊形 是 是

奇數路徑圖𝑃2𝑡+1 是 是，當𝑚 ≥ 6

偶數路徑圖𝑃2𝑡 是 是，當𝑚 ≥ 4

圖形情況 形成三角形個數 形成可能公正三角形個數

𝐺(3,1) 3 1

𝐺(3,2) 5 1、3

𝐺(3,3) 7 1、3、5、7

𝐺(3,4) 9 1、3、5、7

𝐺(3,5) 11 1、3、5、7、9、11

𝐺(3,6) 13 1、3、5、7、9、11、13
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