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摘要 

    本研究利用頂點圖探討三維空間中的正多面體及四維空間中的正多胞體圖形有幾種，並

推廣至 n 維空間。四維空間中的正多胞體是用三維正多面體的圖形所堆疊出來，因此我們透

過三維空間中的正多面體頂點圖探討四維空間中的正多胞體有幾種，進而推廣至 n 維空間。

本研究透過遞迴式及數學歸納法探討 n 維空間中正多胞體（單純形、超方形、正軸形）之

點、線、面的一般化結果。本研究利用代數及幾何的方式探討二維平面及三維立體圖形的對

稱旋轉方式，再利用頂點圖去探討四維空間中正多胞體的對稱旋轉方式有幾種，並推廣至 n

維使其一般化。 

壹、 研究動機 

    我們知道二維平面圖形，如正三角形、正方形等等，即正n邊形有無限多個。三維立體

圖形中等邊長的僅有五種，分別是正四面體、正六面體、正八面體、正十二面體及正二十面

體，四維空間中的等邊圖形是否更少，抑或是無限多種呢[ ]5 ？因此本研究想探究四維空間

中的等邊圖形個數是否唯一，原因何在？ n 維度空間是否也存在等邊圖形？其個數是否唯

一？另外，我們也想探究四維度空間甚至 n 維度空間中的正多胞體對稱旋轉方式是否具有規

律性？ 

貳、 研究目地及研究問題 

1.1 本研究利用頂點圖探討三維正多面體至 n 維空間正多胞體的圖形有幾種？ 

2.1 本研究利用遞迴式及數學歸納法探討 n 維空間中正多胞體的點、線、面一般化結果。 

3.1 本研究利用代數及幾何的方式探討二維空間中正 n 邊形及三維空間中正多面體的對稱旋

轉方式。 

3.2 本研究利用頂點圖探討四維空間中的正多胞體之對稱旋轉方式。 

3.3 承 3.2 本研究利用頂點圖探討 n 維空間中正多胞體的對稱旋轉方式。 

參、 研究設備及器材 

紙、筆、大腦、電腦、動態幾何軟體 Geogebra 
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肆、 研究過程或方法及進行步驟 

 

 

 圖 1：研究流程圖 

一、以下探討一維至 n 維空間中等邊圖形有幾種： 

表 1：各維度等邊圖形個數 

維度 1維 2 維 3維 4 維 5維以上 

等邊圖形(種) 1 ∞  5  6    3  

(一) 一維圖形：一個點。 

(二) 二維圖形：正 n 邊形，故有無限多種。 

(三) 三維圖形： 

分別有正四面體、正六面體、正八面體、正十二面體、正二十面體，如圖 3。 

本研究引用文獻[5]施萊夫利符號：{ , }p q 為一三維圖形， p 為圖形的面， q 為頂點圖。 

舉例：{4,3}為一正六面體，正六面體的面為正方形，正六面體的頂點圖為三角形。 

舉例：{4, 4}為正方形當面，頂點圖為正方形，在三維空間裡無圖形， 

故沒有在本研究的討論之中。 

以下證明三維空間中的等邊圖形僅有五種。 

已知 p 為圖形的面， q 為頂點圖，求證：
1 1 1 3 &

2
p q p q

p q
+ > ∀ ≥ ∈、 、 。 

 
圖 2：兩條線形成的角其內角+外角=等於π  

文獻探討

n維度圖形
的種類

頂點圖

二維 三維 四維 ｎ維

n維空間點、線、面
的一般化結果

遞迴式 數學歸納法

對稱旋轉方式一
般化結果

二維

代數方式及幾
何方式

三維

代數方式、幾何方
式及頂點圖

四維及
n維

頂點圖
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 兩條線形成的角其內角+外角=等於π ，外角：
2
p
π
，內角：

2 2(1 )
p p
ππ π− = −  

2 2 2 2 2(1 ) 2 1 1q
p p q q p

π π− < ⇒ − < ⇒ + >
1 1 1 1 1 1 1

2 2 2
p q

q p q p pq
+

⇒ + > + > ⇒ >， ， 

2( ) 2( )1 0 2( ) >0p q p q pq p q pq
pq pq
+ + −

> > + −， ， 2 2 0 ( 2)( 2) 4pq p q p q− − < − − <， ，  

{ } { } { } { } { } { },q 3 ,3 3 ,4 3 ,5 4 ,3 5 ,3p∴ = ， ， ， ， 。   

     
正四面體{3,3}  正六面體{4,3}  正八面體{3, 4}  正十二面體{5,3}  正二十面體{3,5}  

圖 3：三維空間正多面體 

(四) 四維圖形：分別有正五胞體、正八胞體、正十六胞體、正二十四胞體、正一百二十胞

體、正六百胞體。 

施萊夫利符號：{ , , }p q r 為一四維圖形， p為圖形的面， 

q為 p的頂點圖， r 為{ , }p q 的頂點圖 

舉例：{3,3,3}為一正五胞體，正五胞體的面為正三角形， 

正五胞體的頂點圖為正四面體，如圖 3。 

舉例：{4,3,3}為一正八胞體，正八胞體的面為正方形， 

正八胞體的頂點圖為正四面體，如圖 4。 

四維圖形為三維圖形堆疊出來，以下為三維空間所堆疊出來的圖形， 

施萊夫利符號表示： 

表 2：四維圖形用三維圖形推疊之圖形 

{3,3,3}正五胞體 {3,3,4}正十六胞體 {3,3,5}正六百胞體 
{3,4,3}正二十四胞體 

{3,5,3}  

{4,3,3}正八胞體 {4,3,4} {4,3,5} 

{5,3,3}正一百二十胞體 {5,3,4} {5,3,5}  

綠色字體為四維空間中的圖形，非正多胞體，紅色字體為無法在四維空間呈現的圖形。 



4 
 

  
圖 4：正五胞體{3,3,3}， 

深藍色部分為頂點圖。 

圖 5：正八胞體{4,3,3}， 

深藍色部分為頂點圖。 

(五) 五維圖形：分別有單純形、超方形、正軸形。 

五維圖形為四維圖形堆疊出來，以下為四維空間所堆疊出來的圖形， 

施萊夫利符號表示： 

表 3：五維圖形用四維圖形推疊之圖形 

{3,3,3,3}單純形 {3,3,3,4}超方形 {3,3,3,5} 

{3,3,4,3}  
{3,4,3,3} 

{4,3,3,3}正軸形 {4,3,3,4}  {4,3,3,5} 

{5,3,3,3} {5,3,3,4} {5,3,3,5}  

綠色字體為五維空間中的圖形，非正多胞體，紅色字體為無法在五維空間呈現的圖形。 

(六) n 維空間：正多胞體分別有單純形、超方形、正軸形。 

故由上述分析可知 n 維空間只有單純形、超方形、正軸形， 

以下為 n 維空間中的施萊夫利符號表示： 

表 4：n 維空間中圖形之施萊夫利符號 

單純形 超方形 正軸形 

1{3,3, ,3,3} {3 }n−=   
2{4,3, ,3,3} {4,3 }n−=  2{3,3, ,3,4} {3 ,4}n−=

 

 

二、以下討論 n維空間中單純形、超方形、正軸形之點、線、面的一般化結果。 

由以上可知 n 維空間中的正多胞體為三種，分別是單純形、超方形、正軸形。 

(一) 單純形： 1 2
1

{( , , , ) 1 0}
n

n
n n i i

i
S t t t t i t

=

= ∈ = ∀ ∈ ≥∑  ， ， 。 

以下是一維至八維單純形的例子，其中四維至八維為正交投影圖，並可推論引理 1，2，3： 
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(a)一維單純形 

(一條線) 

(b)二維單純形 

(一正三角形) 

(c)三維單純形 

(一正四面體) 

(d)四維單純形 

(一正五胞體) 

    
(e)五維單純形 (f)六維單純形 (g)七維單純形 (h)八維單純形 

圖 6：一維至八維單純形 
表 5：單純形點、線、面一般化結果 

點 線 面 

1n +   ( 1)
2

n n +   ( 1) ( 1)
6

n n n− +   

引理 1. n維單純形的點 1= +na n  

(1). 遞迴式： 

3 4a× =）　 ， 3
4 4

5 aa ×
= ， 4

5 5
6a a×

= ，， 1( 1) an
n

na
n

−×+
=  

1

3 4 5 1
k 5

3 4 5

4

4 5n

n

na a a a k
a

n
a a a

+

−
=

× × × × × ×
× × × × =

× × ×

∏





 

1na n∴ = +  

(紅色標示：幾個維單純形組成，藍色標示：幾個點會重疊在一起) 

(2). 已知 ( )
3

1

4
31 n

n

a

a
n

nn a −

=
 ≥ + ×

=

，  求證 1na n= +  

證明：1： 3n = ， 3 3 1 4a = + = 成立。 

2 ：設 n k= ，原式成立，也就是說 1ka k= +  

當 1n k= + ，
( ) ( )( )

1

2 1 2
1

1 1
k

k

k a k k
a n

k k+

+ × + +
= = = +

+ +
 

由數學歸納法得知，原式成立。 
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引理 2. n維單純形的線
( 1)

2
+

=n
n na  

(1). 遞迴式： 

)× 3 6a = ， 3
4 3

5 aa ×
= ， 4

5 4
6a a×

= ，， 1( 1)
1

n
n

n
n

a a −×+
−

=  

1

3 4 5 1
k 5

3 4 5

6

3 4 ( 1)n

n

na a a a k
aa a a

n

+

−
=

× × × × × ×
× × × × =

× × × −

∏





 

( 1)
2n

n na +
∴ =  

(紅色標示：幾個維單純形組成，藍色標示：幾個點會重疊在一起) 

(2). 已知 ( )
3

1

6
31

1
n

n

nn
n

a
a

a −

=
 ≥ + ×

= −

， ，求證：
( 1)

2n
n na +

=  。 

證明：1： 3n = ， 3
3 4 6

2
a ×
= = 成立。 

2 ：設 n k= ，原式成立，也就是說
( 1)

2k
k ka +

=  

當 1n k= + ，
( ) ( )

1

( 1)22 ( 1)( 2)2
( 1) 1 2

k
k

k kkk a k ka
k k+

+
+ ×+ × + +

= = =
+ −

 

由數學歸納法得知，原式成立。 

引理 3. n維單純形的面
( 1) ( 1)

6
− +

=n
n n na  

(1). 遞迴式： 

)× 3 4a = ， 3
4 2

5 aa ×
= ， 4

5 3
6a a×

= ，， 1( 1)
2
an

n
n

n
a −×+

−
=  

3 4 5 1
k 5

3 4 5

4

2 3 ( 2)n

n

na a a a k
a a a

n
a

−
=

× × × × × ×
× × × × =

× × × −

∏





 

( 1) ( 1)
6n

n na n +
=∴

−
 

(紅色標示：幾個維單純形組成，藍色標示：幾個點會重疊在一起) 
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(2). 已知 ( )
3

1

4
31

2
n

n

nn
n

a
a

a −

=
 ≥ + ×

= −

， ，求證：
( 1) ( 1)

6n
n n na − +

=  。 

證明：1： 3n = ， 3
2 3 4 4

6
a × ×
= = 成立。 

2 ：設 n k= ，原式成立，也就是說
( 1) ( 1)

6k
k k ka − +

=  

當 1n k= + ，
( ) ( )

1

( 1) ( 1)22 ( 1)( 2)6
( 1) 2 1 6

k
k

k k kkk a k k ka
k k+

− +
+ ×+ × + +

= = =
+ − −

 

由數學歸納法得知，原式成立。 

(二) 超方形： 1 2{( , , , ) 1 0}n
n n iH t t t t i i= ∈ = ∀ ∈ ≥  ， ， 。 

以下是一維至八維超方形的例子，其中四維至八維為正交投影圖，並可推論引理 4，5，6： 

 
   

(a)一維超方形 

(一條線) 

(b)二維超方形 

(一正方形) 

(c)三維超方形 

(一正六面體) 

(d)四維超方形 

(一正八胞體) 

    

(e)五維超方形 (f)六維超方形 (g)七維超方形 (h)八維超方形 

圖 7：一維至八維超方形 

 
表 6：超方形點、線、面一般化結果 

點 線 面 

2n
 

12n n− ×  
32 ( 1)n n n− × × −  
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引理 4. n維超方形的點 2= n
na  

(1). 遞迴式： 

)× 3 8a = ， 3
4 4

8 aa ×
= ， 4

5
10

5
a a×
= ，， 1

1a 22 n
nn

na
n

a−
−

×
= =  

3
3 14 5 3 4 58 2n

n na a a a aa a a −
−× × × × = × × × ×× ×   

3 32 2 2n
n

na −∴ = × =  

(紅色標示：幾個維單純形組成，藍色標示：幾個點會重疊在一起) 

(2). 已知
3

1

8
3

2 nn

n
a

a
a −

=
≥ =

， ，求證： 2n
na =  。 

證明：1： 3n = ， 3
3 2 8a = = 成立。 

2 ：設 n k= ，原式成立，也就是說 2k
ka =  

當 1n k= + ， 1
1 2 2 2 2k k

k ka a +
+ = = × =  

由數學歸納法得知，原式成立。 

引理 5. n 維超方形的線 12n
na n−= ×  

(1). 遞迴式： 

)× 3 12a = ， 3
4 3

8 aa ×
= ， 4

5
10

4
a a×
= ，， 1

1
a2
1

2n n
n

n
ana −

−×
=

−
=  

3
3

14
4

5

3 4 5

12

3 4 ( 1)

2
n

n
n

k
n

a a a
a

n

a k
a a a

−
−

=

× × × × ×
× × × × =

× ×

× ×

× −

∏





 

3 14 2 2n
n

na n n− −∴ = × × = ×  

(紅色標示：幾個維單純形組成，藍色標示：幾個點會重疊在一起) 
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(2). 已知
3

1

12

1
32

n
n

nn a
a

a
n

−

=
 ≥ ×

= −

， ，求證： 12n
na n−= ×  。 

證明：1： 3n = ， 3
3 2 3 12a = × = 成立。 

2 ：設 n k= ，原式成立，也就是說 12k
k ka −= ×  

當 1n k= + ，
( ) ( ) 1

1

2 1 2 1 2
2 ( 1)

( 1) 1k
k

k
kk a k k

a k
k k

−

+

+ × + × ×
= = = +

+ −
 

由數學歸納法得知，原式成立。 

引理 6. n維超方形的面 32 ( 1)−= × × −n
na n n  

(1). 遞迴式： 

)× 3 6a = ， 3
4 2

8 aa ×
= ， 4

5
10

3
a a×
= ，， 1a

2
2 n

n n
a n −×

=
−

 

3
13 5

4
4

4

3 5

6

2 3 4 2)

2

(

n
n

n
k

n

aa k
a

a a
a a a

n

−
−

=

× × × × ×
× × × × =

× × ×

× ×

× −

∏





 

32 ( 1)n
na n n−∴ = × × −  

(紅色標示：幾個維單純形組成，藍色標示：幾個點會重疊在一起) 

(2). 已知
3

1

6
3

2
2 n

n

a

a
n

nn a −

=
 ≥

= −
× ， ，求證： 32 ( 1)n

na n n−= × × −  。 

證明：1： 3n = ， 3 3
3 2 3 (3 1) 6a −= × × − = 成立。 

2 ：設 n k= ，原式成立，也就是說 32 ( 1)k
k ka k−= × × −  

當 1n k= + ，
( ) ( ) 3

2
1

2 1 2 1 2 ( 1)
2 ( 1)

( 1) 2 1

k
k

k
kk a k k k

a k k
k k

−
−

+

+ × + × × × −
= = = × × +

+ − −
 

由數學歸納法得知，原式成立。 

(三) 正軸形： 1 2
1

{( , , , ) 1 }
n

n
n n i

i
p t t t t i

=

= ∈ ≤ ∀ ∈∑  ， 。 

以下是一維至八維正軸形的例子，其中四維至八維為正交投影圖，並可推論引理 7，8，9： 
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(a)一維正軸形 

(一條線) 

(b)二維正軸形 

(一正方形) 

(c)三維正軸形 

(一正八面體) 

(d)四維正軸形 

(一正八胞體) 

    

(e)五維正軸形 (f)六維正軸形   (g)七維正軸形 (h)八維正軸形 

圖 8：一維至八維正軸形 

 

表 7：正軸形點、線、面一般化結果 

點 線 面 

2n 2n(n + 1) 
23 ×

n(n − 1)(n − 2)
6

 

利用降一維度的單純形去做，紅色標示-1 表示降一維度。 

引理 7. n維正軸形的點 2=na n  

3 6a = ， 34
(
2

6 3 1)1a × +
= ， 45

(
2

2 4 1)3a × +
= ， 1

( 1 ) 212
2

n

nn
na n−

−× +
= =  

(綠色標示：幾個維單純形組成，藍色標示：幾個點會重疊在一起) 

引理 8. n維正軸形的線 2 ( 1)= +n na n  

3 12a = ， 4
6

4
16a ×

= ， 5
32

8
10a ×

= ， 2

1( )( 1 )
2 2 (

2

2
1

1

)
n

n n

n n

a n n−

− −+
×

= = +  

(綠色標示：幾個維單純形組成，藍色標示：幾個點會重疊在一起) 
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引理 9. n維正軸形的面 3 ( 1)( 2)2
6

− −
= ×na n n n

 

3 8a = ， 4
4

2
16a ×

= ， 5
32

4
10a ×

= ， 3
3

1 1 1( 1 )( )( 1 )2 ( 1)( 2)6 2
2 6n

n

n

n n n
n na n

−

+ −
× − −

= = ×

− − −

 

(綠色標示：幾個維單純形組成，藍色標示：幾個點會重疊在一起) 

三、名詞解釋： 

群：群是由一種集合以及一個二元運算所組成的，並且符合「群公理」。 

群公理包含封閉性、結合律、單位元素以及反元素的代數結構。 

體：體是一種可進行加、減、乘和除運算的代數結構。 

體的概念是數體以及四則運算的推廣。 

以下證明旋轉為一群[ ]4 ： 

令正n邊形產生第一個相似的小正n邊形旋轉的角度為θ，則
0180

n
θ = 。 

2 2 2 12 31 2 3

2 2 2 12 31 2 3

1 1 2 3 4 2 12 2

52 2 43 12 1

53 3 64 1 2

2 3 2 3 2 2 2 1 2 6 2 5 2 4

2 1 2 2 2 1 1 2 5 2 4 2 3

2 1 2 1 1 2

n nn

n nn

nn

n

n n n n n n n

n n n n n n

n n

A

r rrid r r r
r rrid id r r r

r r r r r r idr
r r r rr id rr
r r r rr r rid

r r r r id r r r
r r r id r r r r
r r id r r r

− −−

− −−

−−

−

− − − − − − −

− − − − − −

− −

=



  



2 4 2 3 2 2n n nr r− − −

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

定義 id 為不旋轉或旋轉至第一個頂點， 1r 為旋轉θ， 

2r 為旋轉 2θ ，…， 1nr − 為旋轉 (2 1)n θ− 。 

封閉性： 

   由上表可知：
2

  2
  2

s k s k

s k s k n

r r r if s k n
r r r if s k n

+

+ −

⋅ = + ≤
 ⋅ = + ≥

，

，
 又 s kr + 、 2s k nr A+ − ∈ ，得證。 
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結合律： 

(一) ( ) ( )s k t s k t s k tr r r r r r+ + +⋅ ⋅ = ⋅ = ，先旋轉 ( )k t θ+ ，再旋轉 sθ，共旋轉 ( )k t s θ+ + 。 

(二) ( ) ( )s k t s k t s k tr r r r r r+ + +⋅ ⋅ = ⋅ = ，先旋轉 ( )k t θ+ ，再旋轉 tθ ，共旋轉 ( )s k t θ+ + ，得證。 

單位元素： s sid r r⋅ = ； s sr id r⋅ = ，得證。 

反元素：  2s k k sr r r r id if s k n⋅ = ⋅ = + =， ，得證。 

二維空間中，本研究定義正 n 邊形順時針標上數字為1,2, ,n  

依照二面體群的方式，可知對稱旋轉共n種[ ]1 。 

本研究由上述滿足一群體的條件， 

封閉性、結合律、單位元素、反元素等要件定義運算法則如下： 

令 ( )
a b c

acb
c a b

σ
 

= = 
 

，從a轉到c，c轉到b。 

以下代數及幾何的方式討論三角形、正方形並推導至n邊形。 

代數方式[ ]3 ： 

一、 正三角形，對稱旋轉方式，如圖 9。 

( ) ( )3 , 123 , }3{ 1 2D ε= ，且
3| 3|D = 。 

令
1 2 3

(123)
2 3 1

σ
 

= = 
 

 ( )( ) ( ) ( )( ) 4
2 3 2123 123 132 123 132 , ,{ }Dσ ε σ σσ ε= = = = =， ， 。  

 

圖 9：三角形的代數對稱旋轉方式 

二、 正方形，對稱旋轉方式，如圖 10。 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )4 4, 1234 , 1324 , 1423 , 12 43 , 14 23 , 13{ }, 24 4| |D Dε= =，且 。 
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令 ( )1234σ = =
1 2 3 4
2 3 4 1
 
 
 

，

( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )
( )( )( )( )

2 3 2

4 3 2 3
4

1234 1234 13 24 13 24 1234 1432
13 24 13 24 ,{ }, ,D

σ σ σσ
σ σ ε σσ σε σ

= = = × = =
= × = = =

， 。

， 。
  

 

圖 10：正方形的代數對稱旋轉方式 

幾何方式： 

一、 正三角形： 

面中心做軸旋轉，如圖 11。旋轉三次回原來圖形。
1 3 1( ) 1 3R = − + = 種。 

由上述方式可知正三角形旋轉方式共
1 3 1( ) 1 3R = − + = 種。 

  
面中心旋轉 面中心旋轉 

圖 11：三角形的幾何對稱旋轉方式 圖 12：正方形的幾何對稱旋轉方式 

二、 正方形： 

面中心做軸旋轉，如圖 12。旋轉四次回原來圖形。
1 4 1( ) 1 4R = − + = 種。 

由上述方式可知正方形旋轉方式共
1 4 1( ) 1 4R = − + = 種。 

本研究以下列四種方式來分析三維空間圖形對稱旋轉模式：  

(一) 點到底面圖形 

(二) 點到點 

(三) 線到線 

(四) 面中心到面中心 

依循上述定義，求三維正多面體的對稱旋轉方式有幾種。 
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正多面體整理如表 8： 

表 8：正多面體點、線、面 
 正四面體 正立方體 正八面體 正十二面體 正二十面體 

組成 四個正三角形 六個正方形 八個正三角形 十二個正五邊形 二十個正三角形 

點 4   8  6  20  12  

線 6  12  12  30  30  

面 4  6  8  12  20  

代數方式： 

一、 正四面體： 

(一) 固定1，正三角形234旋轉，如圖 13。 

( )234σ = =
1 2 3 4
1 3 4 2
 
 
 

，
2 3(234)(234) (243) (243)(234)σ σ ε= = = =， 。 

正四面體有4個點，每個頂點轉三次轉回原本圖形，旋轉方式 1 (4 3 1 9)1R = × − + = 種。 

(二) 固定線段13、線段24，如圖 13。 

 2(13)(24) (13)(24)(13)(24)τ τ ε= = =， 。 

正四面體有6條線，每兩條線為一個單位，每兩次轉到原本圖形，旋轉方式

2

6 2 1) 4( 1
2

R = × − + = 種。 

對稱旋轉方式共有 1 2 9 1 4 1( ) 1 1) 2(R R+ = − + − + = 種。 

  

圖 13：正四面體 圖 14：正六面體 

 

二、 正六面體： 

(一) 固定點1、點7，正三角形 245、368旋轉，如圖 14。 

( )( )245 368σ =
1 2 3 4 5 6 7 8

=
1 4 6 5 2 8 7 3
 
 
 

， 
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2 3(245)(368)(245)(368) (254)(386) (245)(368)(254)(386)σ σ= = = =， ε， 

正六面體有8個點，每兩個點為一個單位， 

每個頂點轉三次轉回原本圖形，旋轉方式
1

8 3 1) 9( 1
2

R = × − + = 種。 

(二) 固定線段12、線段78，如圖 14。 

2(12)(78) (12)(78)(12)(78)τ τ ε= = =， ， 

正六面體有12條線，每兩條線為一個單位， 

每兩次轉到原本圖形，旋轉方式
2

12 2 1) 7( 1
2

R = × − + = 種。 

(三) 固定1234面中心、5678面中心，如圖 14。 

2(1234)(5678) (1234)(5678)(1234)(5678) (1342)(5786)δ δ= = =， ，  

3 4(1342)(5786)(1234)(5678) (1432)(5876) (1432)(5876)(1234)(5678)δ δ ε= = = =，  

正六面體有6個面，每兩個面為一個單位，每四次轉到原本圖形，旋轉方式

3 (6 4 )1 1 10
2

R = × − + = 種。 

對稱旋轉方式共有 1 2 3 9 1 7( ) ( ) ( )1 10 1 1 24R R R+ + = − + − + − + = 種。 

 

三、 正八面體： 

(一) 固定點1、點6，正方形2345，如圖 15。 

( )2345σ =
1 2 3 4 5 6

=
1 3 4 5 2 6
 
 
 

， ( )( ) ( )( )2 2345 2345 24 35σ = = ，  

( )( )( ) ( ) ( )( )3 424 35 2345 5432 5432 2345 εσ σ= = = =，   

每個頂點轉四次轉回原本圖形，旋轉方式
1

6 4 = 0
2

( 1 1 1)R = × − + 種。 

(二) 固定線段12、線段46，如圖 15。 

( )( )( ) ( )( )( )( )( )( )212 46 35 12 46 35 12 46 35τ τ ε= = =，  

正六面體有12條線，每兩條線為一個單位，每兩次轉到原本圖形，旋轉方式 
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2

12 2 1) 7( 1
2

R = × − + = 種。 

(三) 固定125面中心、346面中心，如圖 15。 

( )( ) ( )( )( )( ) ( )( ) ( )( )( )( )2 3125 364 125 364 125 364 152 463 152 463 125 364δ δ δ ε= = = = =， ，   

正八面體有8個面，每兩個面為一個單位，每三次轉到原本圖形，旋轉方式

3

8 3 1) 9( 1
2

R = × − + = 種。 

對稱旋轉方式共有 1 2 3 ( ) (10 1 7 1 1 2)1 4) 9(R R R+ + = − + − + − + = 種。 

  

圖 15：正八面體 圖 16：正十二面體 

四、 正十二面體： 

(一) 固定點1、點20，三角形258，如圖 16。 

( )( )( )( )( )( )285 396 4107 121815 111714 191613σ = =   

 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
1 8 9 10 2 3 4 5 6 7 17 18 19 11 12 13 14 15 16 20
 
 
 

 

( )( )( )( )( )( )( )( )( )( )( )( )2 285 396 4107 121815 111714 191613 285 396 4107 121815 111714 191613σ = =   

( )( )( )( )( )( )528 639 7410 151218 141117 131916 ， 

( )( )( )( )( )( )3 528 639 7410 151218 141117 131916σ =   

( )( )( )( )( )( )285 396 4107 121815 111714 191613 ε=  

每個頂點轉三次轉回原本圖形，旋轉方式
1

20 3 1( ) 1 21
2

R = × − + = 種。 

(二) 固定線段12、線段1620，如圖 16。 

( )( )( )( )( )( )( )( )( )( )12 83 510 49 712 611 1418 1713 1519 1620τ = ，  

( )( )( )( )( )( )( )( )( )( )2 12 83 510 49 712 611 1418 1713 1519 1620τ =   

( )( )( )( )( )( )( )( )( )( )12 83 510 49 712 611 1418 1713 1519 1620 ε=  
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正十二面體有30條線，每兩條線為一個單位， 

每兩次轉到原本圖形，旋轉方式
2

30 2 1( ) 1 16
2

R = × − + = 種。 

(三) 固定12345面中心、1617181920面中心，如圖 16。 

( )( )( )( )12345 1617181920 68101214 79111315δ = ，  

( )( )( )( )( )( )( )( )2 12345 1617181920 68101214 79111315 12345 1617181920 68101214 79111315δ = =   

( )( )( )( )13524 1618201719 61014812 71115913 ， 

( )( )( )( )( )( )( )( )3 13524 1618201719 61014812 71115913 12345 1617181920 68101214 79111 5 =31δ =  

( )( )( )( )14253 1619172018 61281410 71391511 ， 

( )( )( )( )( )( )( )( )4 14253 1619172018 61281410 71391511 12345 1617181920 68101214 79111315δ = =   

( )( )( )( )15432 1620191817 61412108 71513119 ， 

( )( )( )( )( )( )( )( )5 15432 1620191817 61412108 71513119 12345 1617181920 68101214 79111315δ ε= =  

正十二面體有個12面，每兩個面為一個單位， 

每五次轉到原本圖形，旋轉方式 3
12 5 1( ) 1 25
2

R = × − + = 種。 

對稱旋轉方式共有 1 2 3 21 1 16 1( ) ( ) (2 1 1 6)5 0R R R+ + = − + − + − + = 種。 

 

圖 17：正二十面體 

五、 正二十面體： 

(一) 固定點1、點12，正五邊形 23456，如圖 17。 

( )( )23456 7891011σ = =
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 3 4 5 6 2 8 9 10 11 7 12
 
 
 

， 



18 
 

( )( )( )( ) ( )( )2 23456 7891011 23456 7891011 24635 7911810σ = = ， 

( )( )( )( ) ( )( )3 24635 7911810 23456 7891011 25364 7108119σ = = ， 

( )( )( )( ) ( )( )4 25364 7108119 23456 7891011 26543 7111098σ = = ， 

( )( )( )( )5 26543 7111098 23456 7891011 εσ = = 。  

每個頂點轉五次轉回原本圖形，旋轉方式 1
12 5 1( ) 1 25
2

R = × − + = 種。 

(二) 固定線段12、線段1012，如圖 17。 

( )( )( )( )( )( )12 36 47 58 911 1012τ = ，

( )( )( )( )( )( )( )( )( )( )( )( )2 12 36 47 58 911 1012 12 36 47 58 911 1012 ετ = =   

正二十面體有30  條線，每兩條線為一個單位， 

每兩次轉到原本圖形，旋轉方式 2
30 2 1( ) 1 16
2

R = × − + = 種。 

(三) 固定134面中心、71112 面中心，如圖 17。 

( )( )( )( )134 71211 295 8106δ = ， 

( )( )( )( )( )( )( )( ) ( )( )( )( )2 134 71211 295 8106 134 71211 295 8106 143 71112 259 8610δ = = ，

( )( )( )( )( )( )( )( )3 143 71112 259 8610 134 71211 295 8106 εδ = =   

正二十面體有 20個面，每兩個面為一個單位， 

每三次轉到原本圖形，旋轉方式 3
20 3 1( ) 1 21
2

R = × − + = 種。 

對稱旋轉方式共有 1 2 3 25 1 16 1( ) ( ) (2 1 1 6)1 0R R R+ + = − + − + − + = 種。 

幾何方式： 

一、 正四面體： 

(一) 點到對面中心所連成的軸，如圖 18 (a)。 

由 A點到 B 面做旋轉， B 面為一個三角形。 
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正四面體有 4 個點，旋轉方式 1 (4 3 1 9)1R = × − + = 種。 

(二) 線到線所連成的軸，由線段Ｃ轉到線段Ｄ做旋轉，如圖 18 (b)。 

正四面體有6 條線，旋轉方式 2 (3 2 1 4)1R = × − + = 種。 

對稱旋轉方式共有 1 2 9 1 4 1( ) 1 1) 2(R R+ = − + − + = 種。 

     

(a) 點到對面中心 

(A 到 B) 

(b) 線到線 

(C 到 D) 

(a) 點到點 

(A 到 B) 

(b) 線到線 

(C 到 D) 

(c) 面到面 

(E 到 F) 

圖 18：正四面體 圖 19：正六面體 

 

二、 正六面體，對稱旋轉方式。 

(一) 點到點所連成的軸，如圖 19(a)。 

連接 A B、 點，正六面體有8個頂點，旋轉方式 1 (4 3 1 9)1R = × − + = 種。 

(二) 線到線所連成的軸，如圖 19(b)。 

連接C D、 線段，正六面體有12條稜，旋轉方式 2 (6 2 1 7)1R = × − + = 種。 

(三) 面中心到對面中心所連成的軸，如圖 19(c)。 

連接 E F、 面，正六面體有6 個面，旋轉方式 3 3 4 ) 1( 1 10R = × − + = 種。 

對稱旋轉方式共有 1 2 3 9 1 7( ) ( ) ( )1 10 1 1 24R R R+ + = − + − + − + = 種。 

 

三、 正八面體，對稱旋轉方式。 

(一) 點到對頂點(與前一點不同面)所連成的軸，如圖 20(a)。 

連接 A B、 點，正八面體有6 個點，旋轉方式 1 3 4 ) 1( 1 10R = × − + = 種。 

(二) 稜中點到對稜中點所連成的軸，如圖 20(b)。 
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連接C D、 線段，正八面體有12條稜，旋轉方式 2 (6 2 1 7)1R = × − + = 種。 

(三) 面中心到對面中心所連成的軸，如圖 20(c)。 

連接 E F、 面，正八面體有8個面，旋轉方式 3 (4 3 1 9)1R = × − + = 種。 

由上述三種方式可知正四面體旋轉方式共 1 2 3 ( ) (10 1 7 1 1 2)1 4) 9(R R R+ + = − + − + − + = 種。 

      

(a)點到點 

(A 到 B) 

(b)線到線 

(C 到 D) 

(c)面到面 

(E 到 F) 

(a)點到點 

(A 到 B) 

(b)線到線 

(C 到 D) 

(c)面到面 

(E 到 F) 

圖 20：正八面體 圖 21：正十二面體 

  

四、 正十二面體，對稱旋轉方式。 

(一) 點到對頂點(與前一點不同面)所連成的軸，如圖 21(a)。 

連接 A B、 點，正十二面體有 20個點，旋轉方式 1 (10 3 1 21)1R = × − + = 種。 

(二) 稜中點到對稜中點所連成的軸，如圖 21(b)。 

連接C D、 線段，正十二面體有30條稜，旋轉方式 2 (15 2 1 16)1R = × − + = 種。 

(三) 面中心到對面中心所連成的軸，如圖 21(c)。 

連接 E F、 面，正十二面體有12個面，旋轉方式 3 6 5 ) 1( 1 25R = × − + = 種。 

由上述三種方式可知正十二面體旋轉方式共 1 2 3 21 1 16 1( ) ( ) (2 1 1 6)5 0R R R+ + = − + − + − + = 種。 

五、 正二十面體，對稱旋轉方式。 

(一) 點到對頂點(與前一點不同面)所連成的軸，如圖 22(a)。 

連接 A B、 點，正二十面體有12個點，旋轉方式 1 6 5 ) 1( 1 25R = × − + = 種。 

(二) 稜中點到對稜中點所連成的軸，如圖 22(b)。 

連接C D、 線段，正二十面體有30條稜，旋轉方式 2 (15 2 1 16)1R = × − + = 種。 

(三) 面中心到對面中心所連成的軸，如圖 22(c)。 
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連接 E F、 面，正二十面體有 20個面，旋轉方式 3 (10 3 1 21)1R = × − + = 種。 

由上述三種方式可知正二十面體旋轉方式共 1 2 3 ( ) ( 21 1 16 1 25 6) ( 1 1 0)R R R+ + = − + − + − + = 種。 

   

(a)點到點(A 到 B) (b)線到線(C 到 D) (c)面到面(E 到 F) 

圖 22：正二十面體 

 

討論： 

(1) 對稱旋轉方式整理如表： 

頂點圖（頂點圖是由一個頂點連接出去的線所圍成的圖形為該圖形的頂點圖） 

  

(a)正四面體 4 3 12× =  (b)正六面體8 3 24× =  

   

(c)正八面體6 4 24× =  (d)正十二面體 20 3 60× =  (e)正二十面體12 5 60× =  

圖 23：正多面體之頂點圖圖形及對稱旋轉方式 

對稱旋轉方式可透過頂點×頂點圖去計算。 

 

(2)若我們將正八面體的各面中心連接起來會形成一個正六面體，將正六面體的各面中心連接

起來會形成一個正八面體；將正二十面體的各面中心連接起來會形成一個正十二面體，將正
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十二面體的各面中心連接起來會形成一個正二十面體。我們也發現超方形以及正軸形的對稱

旋轉方式相等。此兩種圖形互為對偶多面體。如圖 24。 

   
正六面體與正八面體 

互為對偶多面體 

正十二面體與正二十面體互為對偶多面體 

圖 24：對偶多面體 

 

四維正多胞體整理如表 9： 

表 9：正多胞體點、線、面 

 正五胞體 正八胞體 正十六胞體 正二十四胞體 正一百二十

胞體 
正六百胞體 

組成 五個 
正四面體 

八個 
正立方體 

十六個 
正八面體 

二十四個 
正八面體 

一百二十個 
正十二面體 

六百個 
正四面體 

點 5   16   8   24  600   120   
線 10  32   24  96   1200   720  
面 10  24   32  96  720   1200  

一、 正五胞體：正五胞體的頂點圖為正四面體，如圖 25(a)， 

正四面體的旋轉方式為12種，其對稱旋轉方式為5 12 60× = 種。 

二、 正八胞體：正八胞體的頂點圖為正四面體，如圖 25(a)， 

正四面體的旋轉方式為12種，其對稱旋轉方式為16 12 192× = 種。 

三、 正十六胞體：正十六胞體的頂點圖為正六面體，如圖 25(a)， 

正六面體的旋轉方式為 24種，其對稱旋轉方式為8 24 192× = 種。 

四、 正二十四胞體：正二十四胞體的頂點圖為正六面體，如圖 25(b)， 

正六面體的旋轉方式為 24種，其對稱旋轉方式 24 24 576× = 種。 

五、 正一百二十胞體：正一百二十胞體的頂點圖為正四面體，如圖 25(c)， 

正四面體的旋轉方式為12種，其對稱旋轉方式600 12 7200× = 種。 

六、 正六百胞體：正六百胞體的頂點圖為正二十面體，如圖 25(c)， 

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%AD%A3%E4%BA%94%E8%83%9E%E4%BD%93
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%AD%A3%E5%85%AB%E8%83%9E%E9%AB%94
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%AD%A3%E5%8D%81%E5%85%AD%E8%83%9E%E4%BD%93
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%AD%A3%E4%B8%80%E7%99%BE%E4%BA%8C%E5%8D%81%E8%83%9E%E4%BD%93
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%AD%A3%E4%B8%80%E7%99%BE%E4%BA%8C%E5%8D%81%E8%83%9E%E4%BD%93
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%AD%A3%E5%85%AD%E7%99%BE%E8%83%9E%E4%BD%93
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%AD%A3%E5%85%AB%E8%83%9E%E9%AB%94
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%AD%A3%E5%85%AB%E8%83%9E%E9%AB%94
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%AD%A3%E5%85%AB%E8%83%9E%E9%AB%94
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%AD%A3%E5%85%AB%E8%83%9E%E9%AB%94
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%AD%A3%E5%85%AB%E8%83%9E%E9%AB%94
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正二十面體的旋轉方式為60 種，其對稱旋轉方式120 60 7200× = 種。 

表 10：四維空間對稱旋轉方式 

圖形 對稱旋轉方式 

正五胞體 60   

正八胞體 192   

正十六胞體 192  

正二十四胞體 576   

正一百二十胞體 7200  

正六百胞體 7200  

  
正五胞體、正八胞體、正十六胞體、 

正一百二十胞體、正六百胞體 
正二十四胞體 

(a)正四面體 (b)正六面體 

圖 25：四維正多胞體之頂點圖圖形 

 

定理 1. n維空間中正多胞體－單純形的對稱旋轉方式
( 1)

2
+

=
！n

 

)× 1 1a = ， 2 13a a= × ， 23 4a a= × ，， 1( 1) nn n aa −= + ×  

1 2 3 1 2 3 11 3 5 ( 1)n na a a a n a aa a −× × × × = × × × × + × × × × ×    

( 1)
2n

na +
∴ =

！
 

已知
1

1 1
1

( 1)n n

n
n a

a
a −

=
≥ = + ×

， ，求證：
( 1)

2n
na +

=
！ 。 

證明：1： 1n = ， 1
2! 1
2

a = = 成立。 

2 ：設 n k= ，原式成立，也就是說
( 1)!

2k
ka +

=  

當 1n k= + ， 1
( 1)! ( 1 1)!( 1 1) ( 2)

2 2k k
k ka k a k+

+ + +
= + + × = + × =  

由數學歸納法得知，原式成立。 

 

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%AD%A3%E5%85%AB%E8%83%9E%E9%AB%94
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%AD%A3%E5%85%AB%E8%83%9E%E9%AB%94
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%AD%A3%E5%85%AB%E8%83%9E%E9%AB%94
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%AD%A3%E5%85%AB%E8%83%9E%E9%AB%94
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%AD%A3%E5%85%AB%E8%83%9E%E9%AB%94
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%AD%A3%E4%BA%94%E8%83%9E%E4%BD%93
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%AD%A3%E5%85%AB%E8%83%9E%E9%AB%94
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%AD%A3%E5%8D%81%E5%85%AD%E8%83%9E%E4%BD%93
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%AD%A3%E4%B8%80%E7%99%BE%E4%BA%8C%E5%8D%81%E8%83%9E%E4%BD%93
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%AD%A3%E5%85%AD%E7%99%BE%E8%83%9E%E4%BD%93


24 
 

定理 2. n維空間中正多胞體－超方形的對稱旋轉方式 12 !− ×n n  

1 1b = ， 2 1
2 1 1

(1 1)!4 1 4 2 2 2! 4
2

b a b+
= × = × = × = × = × ， 

3 2
3 2 2

(2 1)!8 3 8 2 2 3! 6
2

b a b+
= × = × = × = × = × ， 

)× 4 3
4 3 3

(3 1)!16 12 16 2 2 4! 8
2

b a b+
= × = × = × = × = × ，， 12n nnb b −= ×  

1 2 3 1 2 3 11 4 6 2n nb b b n b b bb b −× × × × = × × × × × × × × ×    

12 !n
nb n−=∴ ×  

已知
1

1 1
1

2 nn

n
n b

b
b −

=
≥ = ×

， ，求證： 12 !n
n nb −= ×  。 

證明：1： 1n = ， 1 1
1 2 1! 1b −= × = 成立。 

2 ：設 n k= ，原式成立，也就是說 12 !k
k kb −= ×  

當 1n k= + ， 1 1 1
1 2( 1) 2( 1) 2 ! 2 ( 1)!k k

k kb k b k k k− + −
+ = + × = + × × = × +  

由數學歸納法得知，原式成立。 

 

定理 3. n維空間中正多胞體－正軸形的對稱旋轉方式 12 !− ×n n  

)× 1 1c = ， 2 14 4c c= = × ， 3 26 4 6c c= × = × ， 4 38 6 4 8c c= × × = × ，， 12n nnc c −= ×  

1 2 3 1 2 3 11 4 6 2n nc c c n c c cc c −× × × × = × × × × × × × × ×    

12 !n
nc n−=∴ ×  

已知
1

1 1
1

2 nn

n
n c

c
c −

=
≥ = ×

， ，求證： 12 !n
n nc −= ×  。 

證明：1： 1n = ， 1 1
1 2 1! 1c −= × = 成立。 

2 ：設 n k= ，原式成立，也就是說 12 !k
k kc −= ×  

當 1n k= + ， 1 1 1
1 2( 1) 2( 1) 2 ! 2 ( 1)!k k

k kc k c k k k− + −
+ = + × = + × × = × +  

由數學歸納法得知，原式成立。 
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伍、 研究結果 

一、本研究藉由施萊夫利符號[5]探討一維空間至n維空間中的圖形個數，完成研究目的

1.1。 
表 11：各維度等邊圖形公式 

維度 1維 2 維 3維 4 維 5維以上 

等邊圖形(種) 1 ∞  5  6    3  

表 12：三、四及n維正多胞體施萊夫利符號 

名稱 正四面體 正六面體 

圖形 

  
施萊夫利符號 { }3,3  { }4,3  

正八面體 正十二面體 正二十面體 

   
{ }3, 4  { }5,3  { }3,5  

正五胞體 正八胞體 正十六胞體 

{ }3,3,3  { }4,3,3  { }3,3,4  

正二十四胞體 正一百二十胞體 正六百胞體 

{ }3,4,3  { }5,3,3  { }4,3,4  

單純形 超方形 正軸形 

{ } { }13,3, ,3,3 3n−… =  { } { }24,3, ,3,3 4,3n−… =  { } { }23,3, ,3, 4 3 ,4 n−… =  

二、本研究透過遞迴式以及數學歸納法探討n維空間中單純形、超方形、正軸形點線面的一

般化結果，完成研究目的 2.1。 

表 13：單純形、超方形、正軸形點線面的一般化結果 

 單純形 超方形 正軸形 
點 1n +   2n  2n  
線 ( 1)

2
n n +

 12n n− ×  2 ( 1)n n +  

面 ( 1) ( 1)
6

n n n− +
 32 ( 1)n n n− × × −  3 ( 1)( 2)2

6
n n n− −

×  

 

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%AD%A3%E4%BA%94%E8%83%9E%E4%BD%93
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%AD%A3%E5%85%AB%E8%83%9E%E9%AB%94
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%AD%A3%E5%8D%81%E5%85%AD%E8%83%9E%E4%BD%93
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%AD%A3%E4%B8%80%E7%99%BE%E4%BA%8C%E5%8D%81%E8%83%9E%E4%BD%93
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%AD%A3%E5%85%AD%E7%99%BE%E8%83%9E%E4%BD%93
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三、本研究透過代數及幾何的方式探討二維及三維空間中的等邊圖形對稱旋轉方式，並透

過頂點圖探討四維空間中的證多胞體對稱旋轉方式，完成目的 3.1、3.2。 

表 14：二維、三維、四維的對稱旋轉方式 
二維(正n邊形) 正四面體 正立方體 

n   12   24  

正八面體 正十二面體 正二十面體 

24   60   60  

正五胞體 正八胞體 正十六胞體 

60   192   192  

正二十四胞體 正一百二十胞體 正六百胞體 

576  7200   7200  

 

四、本研究透過頂點圖探討n維空間中的正多胞體的對稱旋轉方式，完成目的 3.3。： 

表 15：n維空間中的正多胞體的對稱旋轉方式 

圖形 單純形 超方形 正軸形 

對稱旋轉方式 ( 1)
2

n + ！
 

12 !n n− ×  

陸、 結論與未來展望 

一、本研究透過頂點圖探討三維至 n 維空間中的正多面(胞)體圖形個數。 

二、本研究透過遞迴式及數學歸納法探討 

單純形、超方形、正軸形點、線、面的一般化結果。 

三、本研究利用代數及幾何的方式探討二維正多邊形、三維正多面體的 

對稱旋轉方式，並透過頂點圖探討四維正多胞體的對稱旋轉方式。 

四、本研究利用頂點圖探討 n 維空間中正多胞體的對稱旋轉方式。 

五、本研究未來將利用鏡射的方式探討三維空間中的正多胞體並推廣至 n 維。 

以下為本研究討論三維空間中正多面體之鏡射： 

(一) 正四面體，如圖 26：每一條線向對面中點連接，故正四面體有6種。 

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%AD%A3%E4%BA%94%E8%83%9E%E4%BD%93
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%AD%A3%E5%85%AB%E8%83%9E%E9%AB%94
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%AD%A3%E5%8D%81%E5%85%AD%E8%83%9E%E4%BD%93
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%AD%A3%E4%B8%80%E7%99%BE%E4%BA%8C%E5%8D%81%E8%83%9E%E4%BD%93
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%AD%A3%E5%85%AD%E7%99%BE%E8%83%9E%E4%BD%93
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圖 26： 

每一條線向對面中點連接 

圖 27(a)： 

連接四條線的中心點 

圖 27(b)： 

連接兩條線 

(二) 正六面體，如圖 27： 

(a)第一種，每次連接四條線的中心點，正六面體有12條線，故有3種。 

(b)第二種，每次連接兩條線，正六面體有12條線，故有6種。 

(三) 正八面體，如圖 27： 

(a)第一種，每次連接四個點，正八面體有六個點，故有3種。 

(b)第二種，每次連接兩個點，正八面體有六個點，故有6種。 

   

圖 27(a)：連接四個點 圖 27(b)：連接兩個點 圖 28：連接四個點 

(四) 正十二面體，如圖 28： 

每次連接四個點，正十二面體有二十個點，可從三種角度鏡射，故有15種。 

(五) 正二十面體，如圖 29： 

每次連接四個點，正二十面體有十二個點，可從五種角度鏡射，故有15種。 

 

圖 29 連接四個點 
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壹、研究動機

圖1：研究流程圖

參、研究過程

貳、研究目的

1n +

 2n

2n

一維單純形 二維單純形 八維單純形七維單純形六維單純形五維單純形四維單純形三維單純形

圖2：一維至八維單純形

(二)超方形：

圖3為一維至八維超方形的例子，其中四維至八維為正交投影圖，並可推論超方形的點為  個。 

(三)正軸形：

圖4為一維至八維正軸形的例子，其四維至八維為正交投影圖，並可推論正軸形的點為   個。  

一維超方形 二維超方形 八維超方形七維超方形六維超方形五維超方形四維超方形三維超方形

圖3：一維至八維超方形

一維正軸形 二維正軸形 八維正軸形七維正軸形六維正軸形五維正軸形四維正軸形三維正軸形

圖4：一維至八維正軸形

二、以下為利用代數、幾何、頂點圖方式探討三維空間正四面體對稱旋轉方式：

表1：三維空間中正四面體代數方式及圖例

一、利用頂點圖探討三維正多面體至n維空間 
　　正多胞體的圖形有幾種。

二、利用遞迴式及數學歸納法探討n維空間中 
　　正多胞體的點、線、面一般化結果。

三、利用代數及幾何的方式探討二維空間中 
　　正n邊形及三維空間中正多面體的對稱
　　旋轉方式。

四、利用頂點圖探討四維空間至n維空間中的 
　　正多胞體之對稱旋轉方式。

我們知道二維平面圖形，如正三角形、正方形等等，即正n邊形有無限多個。三維立體圖形中等邊長的僅有五種，四維空間中的等
邊圖形是否更少，抑或是無限多種。因此本研究想探究四維空間中的等邊圖形個數是否唯一。n維度空間是否也存在等邊圖形。另
外，我們也想探究四維度空間甚至n維度空間中的正多胞體對稱旋轉方式是否具有規律性。

一、本研究從頂點圖及施萊夫利符號可知n維空間中的正多胞體為三種，分別是單純形、超方形、正軸形。
以下討論單純形、超方形、正軸形的一般化結果。

(一)單純形：

圖2為一維至八維單純形的例子，其中四維至八維為正交投影圖，並可推論單純形的點為     個。 

 1
1

1 2 1
1

{( , , , ) | 1 0}
n

n
n n i i

i
S t t t t i t

+
+

+
=

= ∈ = ∀ ∈ ≥∑  ， ，

 
1 2

1
{( , , , ) | 1 0}

n
n

n n i i
i

p t t t t i t
=

= ∈ ≤ ∀ ∈ ≥∑  ， ，

 1 2{( , , , ) | 1 0}n
n n i iH t t t t i t= ∈ = ∀ ∈ ≥  ， ，

(一) 固定1，正三角形234旋轉，如右圖。 

( )234σ = =
1 2 3 4
1 3 4 2
 
 
 

， 2 3(234)(234) (243) (243)(234)σ σ ε= = = =， 。 

正四面體有4個點，每個頂點轉三次轉回原本圖形，旋轉方式 1 (4 3 1 9)1R = × − + = 種。 

(二) 固定線段13、線段24，如右圖。 2(13)(24) (13)(24)(13)(24)τ τ ε= = =， 。 

正四面體有6條線，每兩條線為一個單位，每兩次轉到原本圖形，旋轉方式
2

6 2 1) 4( 1
2

R = × − + = 種。 

對稱旋轉方式共有 1 2 9 1 4 1( ) 1 1) 2(R R+ = − + − + = 種。 



三、以下為利用頂點圖的方式探討四維空間及n維空間中單純形對稱旋轉方式：

肆、研究結果

表2：三維空間中正四面體幾何、頂點圖方式及圖例

幾何 頂點圖
(一)點到對面中心所連成的軸，如下圖(a)。 

由 A點到 B 面做旋轉， B 面為一個三角形。 

正四面體有 4個點，旋轉方式 1 (4 3 1 9)1R = × − + = 種。 

(二)線到線所連成的軸，由線段Ｃ轉到線段Ｄ做旋轉，如下圖(b)。 

正四面體有6 條線，旋轉方式 2 (3 2 1 4)1R = × − + = 種。對稱旋轉方式共有 1 2 9 1 4 1( ) 1 1) 2(R R+ = − + − + = 種。 

(a)點到底面圖形 (b)線中心到線中心 頂點圖方式

表3：四維空間中正多胞體頂點圖方式

正五胞體：對稱旋轉方式為5 12 60× = 種，如下圖。 正八胞體：對稱旋轉方式為16 12 192× = 種，如下圖。 

　正五胞體及正八胞體
的頂點圖皆為正四面體。

一、本研究藉由施萊夫利符號探討一維空間至n維空間中的圖形個數(表4、5)，完成研究目的一。

二、本研究透過遞迴式以及數學歸納法探討n維空間中單純形、超方形、正軸形點、線、面的一般化結果(圖5、表6)，完成研究目的二。

正四面體 正六面體 正八面體 正十二面體 正二十面體

圖5：三維空間中的正多面體

三、本研究透過代數及幾何的方式探討二維的對稱旋轉方式(表7)，三維空間則是利用代數(圖6)、幾何(圖7)、頂點圖(圖8)的方式
　探討對稱旋轉方式(表7)，四維空間至n維空間是利用頂點圖探討對稱轉方式(表7)，完成目的三、四。

表7：二維正多邊形、三維正多面體、四維及n維空間中正多胞體的對稱旋轉方式

圖形 二維(正n邊形) 正四面體 正立方體 正八面體 正十二面體 正二十面體 正五胞體 

對稱旋轉方式(種) n  12 24  24  60  60  60  

正八胞體 正十六胞體 正二十四胞體 正一百二十胞體 正六百胞體 單純形 超方形 正軸形 

192 192 576 7200  7200  
( 1)

2
n + ！

 12 !n n− ×  

 

 表 5：三維、四維及n維空間中正多胞體施萊夫利符號 

名稱 正四面體 正六面體 

施萊夫利符號 { }3,3  { }4,3  

正八面體 正十二面體 正二十面體 

{ }3,4  { }5,3  { }3,5  

正五胞體 正八胞體 正十六胞體 

{ }3,3,3  { }4,3,3  { }3,3,4  

正二十四胞體 正一百二十胞體 正六百胞體 

{ }3,4,3  { }5,3,3  { }4,3,4  

單純形 超方形 正軸形 

2 3 1 1{3 ,3 , ,3 ,3 } {3 }n n n− −=

 
3 1 2{4,3 , ,3 ,3 } {4,3 }n n n− −=

 
2 3 1 2{3 ,3 , ,3 ,4} {3 ,4}n n− −=

 

表 4：各維度等邊圖形個數 

維度 1維 2維 3維 4維 5維以上 

等邊圖形(種) 1 ∞  5 6   3 
 

表 6：單純形、超方形、正軸形點、線、面的一般化結果 

 單純形 超方形 正軸形 

點 1n +   2n  2n  
線 ( 1)

2
n n +

 12n n− ×  2 ( 1)n n +  

面 ( 1) ( 1)
6

n n n− +
 32 ( 1)n n n− × × −  

3 ( 1)( 2)2
6

n n n− −
×  

 

頂點圖是由一個頂點連接出去的線所圍成的圖形為該圖形的頂點圖， 

故正四面體的頂點圖為正三角形，每一次固定一個頂點可以旋轉三次 

，正四面體有四個點，因此正四面體對稱旋轉方式為 4 3 12× = 種。 



伍、結論與未來展望

正四面體 正六面體 正八面體 正十二面體 正二十面體

圖6：三維空間中代數方式

圖7：三維空間中幾何方式

     
(a)正四面體 4 3 12× =  (b)正六面體8 3 24× =  (c)正八面體6 4 24× =  (d)正十二面體 20 3 60× =  (e)正二十面體12 5 60× =  

圖8：三維空間中頂點圖方式
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圖9：利用鏡射的方式探討三維空間的等邊圖形
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圖形 正四面體 正立方體 正八面體 正十二面體 正二十面體 

鏡射方式(個) 6 3+6=9 15 

 

表8：利用鏡射的方式探討三維空間的等邊圖形個數

     
(a-1)點到對面中心(A 到 B) (a-2)線到線(C 到 D) (b-1)點到點(A 到 B) (b-2)線到線(C 到 D) (b-3)面到面(E到 F) 

     
(c-1)點到點(A 到 B) (c-2)線到線(C 到 D) (c-3)面到面(E到 F) (d-1)點到點(A 到 B) (d-2)線到線(C 到 D) 

    

(d-3)面到面(E到 F) (e-1)點到點(A 到 B) (e-2)線到線(C 到 D) (e-3)面到面(E到 F) 

 

   
(a) 正四面體：每一條線向對面中點連接 (ｂ-1)正六面體：連接四條線的中心點 (b-2)正六面體：連接兩條線 

    

(c-1)正八面體：連接四個點 (c-2)正八面體：連接兩個點 (d)正十二面體：連接四個點 (e)正二十面體：連接四個點 

 

一、 透過頂點圖及施萊夫利符號探討三維至n維空間中的正多面(胞)體圖形個數。
二、 透過遞迴式及數學歸納法探討單純形、超方形、正軸形點、線、面的一般化結果。
三、 利用代數及幾何的方式探討二維正多邊形、三維正多面體的對稱旋轉方式，並透過頂點圖探討四維正多胞體的對稱旋轉方式。
四、 利用頂點圖探討n維空間中正多胞體的對稱旋轉方式。
五、 未來將利用鏡射的方式探討三維空間中的正多胞體並推廣至n維。

以下為本研究討論三維空間中正多面體之鏡射
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