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摘要 

    本科展作品在研究正 N 邊形的頂點塗色，定義相鄰兩頂點的距離為 1，先設定距離 m，

規定若兩頂點相距 m 則塗不同色，求塗完 N 個頂點的最少色數。當只設定 1 個 m 時，我們

研究出最少色數只有 2 與 3 兩種，並清楚區分出對應條件。而設定兩個 m 時，我們研究出最

少色數有 2 , 3 , 4 , 5 等四種，同樣清楚區分出對應條件。最後推廣到設定 k 個 m 時，我們證

出最少色數的絕對下界為 2，絕對上界為 2k+1。並以 N、m 的奇偶性細分各情況來做出更精

密的上界估計。 

壹、 研究動機 

當初和同學準備能力競賽時，看到以下題目。將正 17 邊形的頂點塗色且滿足：對任意兩

頂點 P、Q，若由 P 沿此 17 邊形走較短路徑到 Q 恰通過 3 , 5 , 9 個點(包含 P、Q)，則 P、Q 不

同色。試問最少要幾色? 我們決定探討在不同邊數下，須塗異色之兩頂點事先設定的間隔點

數改變或增加事先設定的間隔點數時，要塗完所有頂點之最少色數。 

貳、 研究目的 

一、正 n 邊形頂點塗色，只設定一數 m，兩頂點間若隔著(m－1)個頂點則塗不同色，求最少

塗色數。 

二、正 n 邊形頂點塗色，設定兩數 m1 與 m2，兩頂點間若隔著(m1－1)或(m2－1)個頂點則塗不

同色，求最少塗色數。 

三、正 n 邊形頂點塗色，設定 k 個數 m1、m2、…、mk，兩頂點間若隔著(m1－1)、(m2－1)、 

… 或(mk－1)個頂點則塗不同色，求最少塗色數的上界與下界，並細部區分各情況上界。 

 

參、 研究設備及器材 

                            電腦、geogebra、紙筆。 
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肆、 研究過程及方法 

一、名詞解釋與定義 

    (一)n 環：n 個點等分一圓周，依序編號 0 , 1 , 2 , … , n−1，以 V0 , V1 ,V2 , … , Vn-1 表之。 

             當 j 不是 0 ~ n−1 時，只要符合 j≡i (mod n) , Vj 亦代表 Vi。之後再將每個點塗 

             上一種顏色，稱為 n 環或簡稱環。文中 n 環通常表環上 n 個點的顏色排列， 

             但若表示點的排列會於環後加上數列符號註記，如 n 環< Vi >i=0
n−1或 

             n 環< Vi >i=1
n 等。 

    

(二)環上兩點距離：規定環上相鄰兩點距離是 1，所以 Va 到 Vb 的距離依不同轉向會有兩 

                     個值，分別是|𝑎 − 𝑏|與n − |𝑎 − 𝑏|對模 n 取同餘後範圍在 0 ~ n−1。 

    (三)環[n , m1 , m2 , … , mk]：自動設定 1≤mi < n (i= 1 , 2 , … , k)且 n 環中任兩點相距 mi 就不 

同色。由定義知將表示法中 k 個 mi 任意調動位置意思不變。 

    (四)函數 f(n , m1 , m2 , … , mk)定義：環[n , m1 , m2 , … , mk]的最少塗色數。 

    (五)色值：用數字 1 , 2 , 3 , … 表示不同顏色。 

    (六)C(Vi)：點 Vi 的色值。 

    (七) m 節：連續 m 個點的色值排列，稱為 m 節或簡稱節。 

    (八)節 M1≠節 M2：兩個長度相同的節 M1、M2，同序位的色值皆異時，以 M1≠M2 表示。 

    (九)色值循環時的表示：當色值連續重複出現時，以上橫線表示循環單位 , 右下標示循 

                         環次數。例：12̅̅̅̅
3=121212，14̅̅̅̅

3153̅̅̅̅
2=14141415353。 

    (十)色值對模 c 平移 a：將一個節中每序位的色值同時加上 a 後，再對模 c 取同餘，使 

                        之落在範圍 1 ~ c。例：節 S 色值原為 1243，對模 4 平移 2 就得 

                        色值 3421。以下簡單表成 S + 2 (mod4) = 3421。 

二、兩個簡易引理 

引理 1：正整數集 T = {1 , 2 , … , k}。令 mi’ = n−mi，i 為 T 中任取的一個或數個元素； 

 再令 mi’ = mi，i 為 T 中剩下沒被取到的元素。 

            則環[n , m1’ , m2’, … , mk’]同義於環[n , m1 , m2 , … , mk]， 
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            且 f(n , m1’ , m2’, … , mk’) = f(n , m1 , m2 , … , mk) 

 證明 1： 

        由一、(二)環上兩點距離的規定可知環[n , m1’ , m2’, … , mk’]同義於 

環[n , m1 , m2 , … , mk]。兩者當然有相同的最小塗色數。 

        以下環[n , m1 , m2 , … , mk]中的 mi，除特別突顯結論或證明過程中的需要外，皆視為 

        mi ≤ n/2。 

引理 2：若 gcd(n , m1 , m2 , … , mk) = d > 1， 

則 f(n , m1 , m2 , … , mk) = f(n/d , m1/d , m2/d , … , mk/d) 

證明 2： 

 將 n 環中每點的點號對模 d 的餘數分類，得 d 類。相距 mi (i=1,2, … ,k)的兩點必在 

同一類，即相異兩類的塗色互不影響。因此只要確定其中一類的最少塗色方式， 

其他類再複製上去即可。又原先在 n 環中相距 mi 者分類後在 n/d 環中會變成相距 

mi/d，所以環[n , m1 , m2 , … , mk]的最少塗色數與環[n/d , m1/d , m2/d , … , mk/d]相同。 

    例如將環[21 , 6 , 9]< Vi >i=0
20 分成環 A<V0 , V3 , V6 , V9 , V12, V15 , V18 >、環 B<V1, V4 , V7 ,  

V10 , V13 , V16 , V19 >、環 C<V2, V5 , V8 , V11 V14 , V17 , V20 >三類，只要確定環 A 的最少塗色方

法，另兩個再複製就好，而此時環 A 同義於環[21/3 , 6/3 , 9/3]。所以對環[n , m1 , m2 , … , mk]

的討論皆可只討論 gcd(n , m1 , m2 , … , mk)=1 就好。 

三、gcd(𝑛, 𝑚)=1，求𝑓(𝑛, 𝑚) 

    因只用一色明顯不可能，所以最少需兩色。n 環< Vi >i=0
n−1中我們打算先將 V0 塗上第

1 色，前進 m 到 Vm 塗上第 2 色，再前進 m 到 V2m 再塗上第 1 色，…，依序交錯用此兩

色去塗，若能完成則最少塗色數為 2；否則最少塗色數為 3 以上。 

 引理 3：若 gcd(𝑛, 𝑚) = 1且 n 環< Vi >i=0
n−1中由 V0 開始，每次前進 m，則會把每個點都 

        先走過一次後再回到 V0。即環[𝑛, 𝑚]會同義於環[𝑛, 1]。 

證明 3： 

    (1)因 gcd(𝑛, 𝑚) = 1，所以{m , 2m , 3m , … , nm}是模 n 的完全剩餘系 
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    (2)𝑛𝑚 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑛)。      

定理一：gcd(𝑛, 𝑚)=1 

        1.若 n 偶數，則𝑓(𝑛, 𝑚) = 2 

2.若 n 奇數，則𝑓(𝑛, 𝑚) = 3 

證明一： 

    由引理 3 知𝑓(𝑛, 𝑚) = 𝑓(𝑛, 1) 

        1.若 n 偶數，可用 2 色構造環[𝑛, 1]：12̅̅̅̅
𝑛/2 

      

     2.若 n 奇數 

          (1) 2 色無法構造環[𝑛, 1]： 

若用 2 色構造，環中 2 色必交錯，但 n 為奇數不可能達成 

          (2)可用 3 色構造環[𝑛, 1]：12̅̅̅̅
(𝑛−1)/23   

四、gcd(𝑛, 𝑚1, 𝑚2) = 1 , 求𝑓(𝑛, 𝑚1, 𝑚2) 

        分成 m1、m2 至少有一與 n 互質和皆不與 n 互質兩種情況討論。 

    (一)m1、m2 至少有一與 n 互質 

           不失一般性設 gcd(𝑛, 𝑚1) = 1，由引理 3 思維，環[n,m1]會同義於另一個新 

環[𝑛, 1]，那原來固定前進 m2，在新環中是否會繼續維持固定的前進數? 若會，又 

是多少呢?  

       引理 4.1：若 gcd(𝑛, 𝑚1) = 1，則存在正整數 m (1≤m<n)滿足𝑚2 ≡ 𝑚𝑚1(𝑚𝑜𝑑 𝑛)， 

                使環[𝑛, 𝑚1, 𝑚2]同義於環[𝑛, 1, 𝑚]。 

證明 4.1： 

因 gcd(𝑛, 𝑚1) = 1 

由引理 3 知，n 環< Vi >i=0
n−1中從 V0 開始，將每前進 m1 的點依序排列，會得到 

一個新環[𝑛, 1]。 

且可得{0}∪{1m1 , 2m1 , … , (n-1)m1}是模 n 的完全剩餘系。 

故存在正整數 m (1≤m<n)使𝑚2 ≡ 𝑚𝑚1(𝑚𝑜𝑑 𝑛) 
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   且對於 i=2 , 3 ,… , n，皆滿足𝑖𝑚2 ≡ (𝑖𝑚)𝑚1(𝑚𝑜𝑑 𝑛) 

   即原來環[𝑛, 𝑚1, 𝑚2]會同義於環[𝑛, 1, 𝑚]。 

       引理 4.2：若𝑚𝑚′ ≡ ±1(𝑚𝑜𝑑 𝑛)，則𝑓(𝑛, 1, 𝑚)=𝑓(𝑛, 1, 𝑚’) 

證明 4.2： 

       1. 𝑚𝑚′ ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑛)時 

         得 gcd(𝑛, 𝑚) = 1。 

         由引理 4.1 知環[𝑛, 𝑚, 1]同義於環[𝑛, 1, 𝑚’]，所以𝑓(𝑛, 1, 𝑚)=𝑓(𝑛, 1, 𝑚’)。 

       

2. 𝑚𝑚′ ≡ −1(𝑚𝑜𝑑 𝑛)時 

可知𝑚(𝑛 − 𝑚′) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑛)。 

     由 1.已證的結論知𝑓(𝑛, 1, 𝑚)=𝑓(𝑛, 1, 𝑛 − 𝑚’)， 

     又由引理 1 知𝑓(𝑛, 1, 𝑛 − 𝑚’)= 𝑓(𝑛, 1, 𝑚′)。 

   回到我們主題的研究，步驟是循序把 n、m 能處理的情況逐一拿掉，直到所有 

       情況皆拿掉就完成了。接下來先談幾個容易的： 

定理二：n 偶數且 m 奇數⟺ 𝑓(𝑛, 1, 𝑚) = 2 

證明二： 

       1.⇒ 

可用 2 色構造 n 環：12̅̅̅̅
𝑛/2 

           2.⇐ 

            由𝑓(𝑛, 1, 𝑚) ≥ f(n , 1)且𝑓(𝑛, 1, 𝑚) ≥ f(n , m)，得 f(n , 1)= f(n , m)=2 

            因 f(n , 1)=2，所以由定理一得 n 為偶數且 n 環色值為 1、2 交錯。 

            又因 f(n , m)=2，所以 m 必為奇數。 

定理三：若 n、m 不滿足定理二的條件 

           且 n 是 3 的倍數，m 不是 3 的倍數， 

           則𝑓(𝑛, 1, 𝑚) = 3 



 6 

證明三： 

1.由定理二知此時𝑓(𝑛, 1, 𝑚) ≥ 3 

2.可用 3 色構造 n 環：123̅̅ ̅̅ ̅
𝑛/3 (任意兩個同色點距離必是 3 的倍數) 

定理四：若 n、m 不滿足定理二、定理三的條件 

       1. m=2 , n−2 

            (1) n=5 時，𝑓(5,1, 2) = 𝑓(5,1, 3) = 5 

            (2) n≠5 時，𝑓(𝑛, 1, 2) = 𝑓(𝑛, 1, 𝑛 − 2) = 4   

 

2. m = (n ± 1)/2 

 n 為奇數且 n≠5 時，𝑓 (𝑛, 1,
𝑛−1

2
) = 𝑓 (𝑛, 1,

𝑛+1

2
) = 4   

證明四： 

1.(1)𝑛 = 5時 

因 5 環< Vi >i=1
5 上每點皆和其餘四點異色，所以𝑓(5,1, 2) = 5 

             (2)n≠5 時 

       3 色無法構造 n 環： 

         設用 3 色構造 n 環< Vi >i=1
n ，因相距 1 與 2 的兩點不同色，所以須滿足任 

         何連續三點皆異色，色值必為 123123… 

         不失一般性設 n 環 = 123123… 

         但當 

         • 𝑛 ≡ 1(mod 3)時，C(V1)= C(Vn)=1，造成相距 1 的兩點同色 

         • 𝑛 ≡ 2(mod 3)時，C(V1)= C(Vn-1)=1，造成相距 2 的兩點同色 

         皆不合 

       可用 4 色構造 n 環： 

 • 𝑛 ≡ 1(mod 3)時，123̅̅ ̅̅ ̅
(𝑛−1)/34 

 • 𝑛 ≡ 2(mod 3)時，123̅̅ ̅̅ ̅
(𝑛−8)/31234̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

2  

2.因(
𝑛−1

2
)∙ 2 ≡ −1(mod n) 
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所以由引理 4.2 可得𝑓 (𝑛, 1,
𝑛−1

2
)=𝑓(𝑛, 1, 2) 

             再由 1.(2)已證出的結論得𝑓 (𝑛, 1,
𝑛−1

2
)=4 

繼續主題的研究，經不斷嘗試我們體會到底下構造方式：將 n 環< Vi >i=1
n 從 V1 

       開始每連續 m 個當成一節，最後一節可以不是 m 個。當 m 為奇數時，第奇數節色 

       值先構造成 121212…1，第偶數節色值先構造成 212121…2，再針對前進 m 會對到同 

       色的點與環尾、頭相接兩點 Vn、V1 產生同色時，將有問題的點逐一調成 3。而當 m

 為偶數時，第奇數節色值先構造成 121212…12，第偶數節色值先構造成 31212…123。 

例如：(陰影部分為前進 m 會對到同色，紅色數字表最後再將色值調成 3) 

1.環[25,1,7]： 

  環初始色值        1212121 2121212 1212121 2121 

         前進 7 色值 1212121 2121212 1212121 2121121 2121 
                                       (初始色值頭 7 個)  

 

2.環[29,1,8]：         

  環初始色值         12121212 31212123 12121212 31212 

         前進 8 色值 12121212 31212123 12121212 31212121 21212 
                                           (初始色值頭 8 個)  

 

3.環[35,1,8]：         

  環初始色值         12121212 31212123 12121212 31212123 121←與第一點同色 

         前進 8 色值 12121212 31212123 12121212 31212123 12112121 212  須調成 3 
                                                  (初始色值頭 8 個)   
 

不過若 n 相對於 m 來說太小，則調成 3 的點會有因相距 m 而導致構造失敗。 

           以下先以 m 除 n，設商 q1，餘數 r1，即 𝑛 = m × 𝑞1 + 𝑟1。分𝑞1 ≥3 與𝑞1 =2 討 

論： 

1.𝑞1 ≥3 時 

     定理五之一：若 n、m 不滿足定理二~四的條件 

  (奇數𝑛) = 𝑚 × 𝑞1 + 𝑟1 (𝑞1 ≥3) 

  且排除 (m 偶數且 q1 偶數且 r1=1) 的情況 

則𝑓(𝑛, 1, 𝑚) =3 
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 證明五之一： 

1.由定理二知此時𝑓(𝑛, 1, 𝑚) ≥ 3 

2.可用 3 色構造 n 環： 

  先構造幾個 m 節的 Mi 與 r1 節的 R，再接成 n 環。 

(1)m 奇數且 q1 奇數 

M1 = 32̅̅̅̅
(𝑚−1)/23, M2 = 21̅̅̅̅

(𝑚−1)/22, M3 = 12̅̅̅̅
(𝑚−1)/21 ,  

M4 = 12̅̅̅̅
𝑟1/213̅̅̅̅

(𝑚−𝑟1−1)/21 , R = 31̅̅̅̅
𝑟1/2 

 n 環= M1M2M3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

(𝑞1−3)/2
M2M4R 

 例：環[49,1,9] = 

     323232323 212121212 121212121 212121212 121213131 3131 

     (2)m 奇數且 q1 偶數 

        M1 = 32̅̅̅̅
(𝑚−1)/23 , M2 = 21̅̅̅̅

(𝑚−1)/22 , M3 = 12̅̅̅̅
(𝑚−1)/21 ,  

M4 = 21̅̅̅̅
(𝑟1−1)/2213̅̅̅̅

(𝑚−𝑟1)/2 , R = 13̅̅̅̅
(𝑟1−1)/21 

   n 環= M1M2M3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

(𝑞1−2)/2
M4R 

   例：環[41,1,9] = 323232323 212121212 121212121 212121313 13131 

     (3)m 偶數且 q1 奇數 

        M1 = 12̅̅̅̅
(𝑚−𝑟1+1)/232̅̅̅̅

(𝑟1−1)/2 , M2 = 312̅̅̅̅
(𝑚−2)/23 , M3 = 12̅̅̅̅

𝑚/2 ,  

        R = 31̅̅̅̅
(𝑟1−1)/23 

   n 環= M1M2M3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

(𝑞1−1)/2
R 

    例：環[45,1,8] = 12123232 31212123 12121212 31212123 12121212 31313 

(4)m 偶數且 q1 偶數且 r1>1 

   M1 = 13̅̅̅̅
(𝑚−𝑟1−1)/212̅̅̅̅

(𝑟1+1)/2 , M2 = 312̅̅̅̅
(𝑚−2)/23 , M3 = 12̅̅̅̅

𝑚/2 ,  

M4 = 3121̅̅̅̅
(𝑟1−3)/223̅̅̅̅

(𝑚−𝑟1+1)/2 , R = 12̅̅̅̅
(𝑟1−1)/23  

   n 環= M1M2M3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

(𝑞1−2)/2
M4R 

   例：環[37,1,8] = 13121212 31212123 12121212 31212323 12123 

接著當 n、m 皆為偶數時，我們進一步發現三個好用的 m 節：123̅̅̅̅
(𝑚−2)/21、 
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231̅̅̅̅
(𝑚−2)/22、312̅̅̅̅

(𝑚−2)/23互相連接時，無論如何都可以符合相距 m 的兩點會異 

色，所以將之拿來當構造 n 環的基本節。同時剛好也解決上面留下的 n 奇數且 m 

偶數且 q1 偶數且 r1=1 狀況。 

 

     定理五之二：若 n、m 不滿足定理二~四的條件  

  (1) (偶數𝑛) = 𝑚 × 𝑞1 + 𝑟1 (𝑞1 ≥3)，則𝑓(𝑛, 1, 𝑚) =3 

  (2) (奇數𝑛) = 𝑚 × 𝑞1 + 𝑟1 (𝑞1 ≥3)，m 偶數且 q1 偶數且 r1=1， 

     則𝑓(𝑛, 1, 𝑚) =3 

證明五之二： 

1.由定理二知此時𝑓(𝑛, 1, 𝑚) ≥ 3 

2.可用 3 色構造 n 環：先構造幾個 m 節的 Mi 與 r1 節的 R，再接成 n 環 

(1) n 為偶數時，因 n、m 不滿足定理二的條件，所以 m 必偶數 

    q1 奇數且 r1≠0 

      M1 = 123̅̅̅̅
(𝑚−2)/21 , M2 = 231̅̅̅̅

(𝑚−2)/22 , M3 = 312̅̅̅̅
(𝑚−2)/23 

      R = 231̅̅̅̅
(𝑟1−2)/23 

    n 環= M1M2M3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

(𝑞1−1)/2
R 

例：環[46,1,8] =  

12323231 23131312 31212123 23131312 31212123 231313 

q1 奇數且 r1=0 

  M1 = 123̅̅̅̅
(𝑚−2)/21 , M2 = 231̅̅̅̅

(𝑚−2)/22 , M3 = 312̅̅̅̅
(𝑚−2)/23 

    n 環= M1M2M3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

(𝑞1−1)/2
 

    例：環[40,1,8] = 12323231 23131312 31212123 23131312 31212123 

       q1 偶數且 r1≠0 

         M1 = 123̅̅̅̅
(𝑚−2)/21 , M2 = 312̅̅̅̅

(𝑚−2)/23 , R = 231̅̅̅̅
(𝑟1−2)/23 

n 環= M1M2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑞1/2
R 

例：環[38,1,8] = 12323231 31212123 12323231 31212123 231313 
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q1 偶數且 r1=0 

  M1 = 123̅̅̅̅
(𝑚−2)/21 , M2 = 231̅̅̅̅

(𝑚−2)/22  

  n 環= M1M2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑞1/2
 

 例：環[48,1,8] = 

12323231 23131312 12323231 23131312 12323231 23131312 

(2) n 奇數且 m 偶數且 q1 偶數且 r1=1 時 

    M1 = 123̅̅̅̅
(𝑚−2)/21 , M2 = 231̅̅̅̅

(𝑚−2)/22 , M3 = 312̅̅̅̅
(𝑚−2)/23 , R = 3 

   n 環= M1M2M3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

(𝑞1−2)/2
M1R 

   例：環[33,1,8] = 12323231 23131312 31212123 12323231 3 

    將定理五之一與之二合併成定理五。 

定理五：若 n、m 不滿足定理二~四的條件 且 𝑛 = 𝑚 × 𝑞1 + 𝑟1 (𝑞1 ≥3) 

                 則𝑓(𝑛, 1, 𝑚) =3 

2.𝑞1 = 2時 

   (1) r1= 0 

   定理六之一：若 n、m 不滿足定理二~四的條件 且 𝑛 = 2𝑚 + 𝑟1 (𝑟1 = 0) 

                        則𝑓(𝑛, 1, 𝑚) =3 

   證明六之一： 

       因 n、m 不滿足定理二的條件，所以只須考慮 m 為偶數即可。 

       由定理二知此時𝑓(𝑛, 1, 𝑚) ≥3 

       可用 3 色構造 n 環： 

                  先構造兩個 m 節：M1 = 12̅̅̅̅
𝑚/2 , M2 = 312̅̅̅̅

(𝑚−2)/23 

                  n 環= M1M2 

                  例：環[16,1,8] = 12121212 31212123 

   (2) r1= 1 為定理四結論 2.討論過的情況。 

   (3) r1> 1 

   我們經不斷嘗試終於成功找到兩種有幫助的構造方法，將之搭配為用就可 
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 解決。繼續以 r1 去除 m，得商 q2，餘數 r2，即 

                    n = 2𝑚 + 𝑟1 (r1> 1)      m = 𝑟1 × 𝑞2 + 𝑟2  

            將 n 環依序拆成兩個 m 節 M1、M2 與一個 r1 節 R，再將 Mi(i=1,2)依序拆成 q2 個 

            r1 節與 1 個 r2 節。我們視 Mi 為環[r1 , 1]重複循環 q2 次後再前進 r2 個，所以 Mi 

                  拆成的 q2 個 r1 節皆設為 Ri1，最後的 r2 節設為 Ri2，且 Ri2 = (Ri1 的前 r2 個)。 

 

                                          M1                   M2                R 

       環初始色值                    R11  R11  ……... R11  R12 R21   R21  ………. R21  R22  R   

       前進 m 色值 R11  R11  … R11  R12 R21  R21  ………. R21  R22  R   R11  R11  ……... R11  R12 

            若要符合環[n,1,m]結構，則須滿足以下兩條件： 

            前進 m 不能對到同色：R21≠ R11 , R≠(R11 從第 r2+1 個開始循環一次) , R≠R21 

            節與節相接處兩點異色：R12 尾與 R21 頭，R22 尾與 R 頭，R 尾與 R11 頭 

            我們透過巧妙選取符合某條件的環[r1 , 1]用來構造 R11，再利用色值平移得 

            R21，R 視情況設定為 R11 或 R11 的色值平移。寫出以下兩構造引理 5.1 與 5.3。 

            引理 5.1：若 n、m 不滿足定理二~四的條件，r2>2， 

                     且 可找到兩同色點相距𝑟2 −1 的不大於 3 色構造環[𝑟1, 1, 𝑟2]，          

                     則𝑓(𝑛, 1, 𝑚) =3                             

  證明 5.1： 

                1.由定理二知此時𝑓(𝑛, 1, 𝑚) ≥ 3 

       2.可用 3 色構造 n 環： 

         將不大於 3 色構造的環[𝑟1, 1, 𝑟2]直接取出排成 R11，同時調整兩同色點對 

         應的色值於第 1 位與第𝑟2位。 

                  不失一般性令 R11 頭、尾的色值分別為 1 , 2，即 R11=1…2，則 R12=1…1。 

                  令 R21=R11+1(mod 3)且 R=R11 

                  經檢驗知 R21≠ R11 , R≠(R11 從第 r2+1 個開始循環一次) , R≠R21 

                  且 R12 尾與 R21 頭異色，R22 尾與 R 頭異色，R 尾與 R11 頭異色 

                  所以成功構造出環[𝑛, 1, 𝑚] 

                                   M1                   M2                  R 
              

環初始色值                     R11  R11  ……... R11  R12 R21   R21  ………. R21  R22  R  

前進 m 色值  R11  R11  … R11  R12 R21  R21  ………. R21  R22  R   R11  R11  ……... R11  R12 

 

(q2 個) (q2 個) 
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                易看出引理 5.1 中的條件去掉兩同色點相距𝑟2 −1 與改成只要能找到不大 

            於 3 色構造的環[𝑟1, 1]即可處理 r2=1 的情況，寫成底下引理 5.2。 

  引理 5.2：若 n、m 不滿足定理二~四的條件，r2=1  

                     則𝑓(𝑛, 1, 𝑚) =3 

證明 5.2： 

1.由定理二知此時𝑓(𝑛, 1, 𝑚) ≥ 3 

       2.可用 3 色構造 n 環： 

      由定理一知必有不大於 3 色構造的環[r1 , 1]， 

      直接取出色值排成 R11，並用與引理 5.1 相同的方法構造出 n 環 

引理 5.3：若 n、m 不滿足定理二~四的條件，r2>1 

 且可找到兩同色點相距𝑟2的不大於 3 色構造環[𝑟1, 1]，使 

 第 i 點色值對應到第 i + r2 點色值符合 x→ x 或 x-1 

                     則𝑓(𝑛, 1, 𝑚) =3 

證明 5.3： 

                1.由定理二知此時𝑓(𝑛, 1, 𝑚) ≥ 3 

       2.可用 3 色構造 n 環：    

                  將不大於 3 色構造的環[𝑟1, 1]直接取出排成 R11，使第 i 點色值對應到 

                  第 i + r2 點色值符合 x→x 或 x-1，同時將兩同色點的色值置於第𝑟2位與第 

                  𝑟1位。 

                  不失一般性令 R11 頭、尾的色值分別為 1 , 2，即 R11=1…2，則 R12=1…2。 

                  令 R21=R11+2(mod 3)且 R=R11+1(mod 3)，成功構造出環[𝑛, 1, 𝑚]。 

易看出引理 5.3 中的條件去掉找到兩同色點相距𝑟2與改成只要能找到不大 

            於 3 色構造的環[𝑟1, 1]即可處理 r2=0 的情況，寫成底下引理 5.4。 

            引理 5.4：若 n、m 不滿足定理二~四的條件，r2= 0 

              則𝑓(𝑛, 1, 𝑚) =3 
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證明 5.4： 

1.由定理二知此時𝑓(𝑛, 1, 𝑚) ≥ 3 

 

       2.可用 3 色構造 n 環： 

      由定理一知必有不大於 3 色構造的環[r1 , 1]， 

      直接取出色值排成 R11，並用與引理 5.3 相同的方法構造出 n 環。 

再回到我們的研究主題： 

            定理六之二：若 n、m 不滿足定理二~四的條件  

       且 n = 2𝑚 + 𝑟1 (r1≥2) 

          m = 𝑟1 × 𝑞2 + 𝑟2 ( r2 ≠ 𝑟1 − 1) 

               則𝑓(𝑛, 1, 𝑚) =3 

   證明六之二： 

        若 n、m 不滿足定理二，所以不用考慮 r1 偶數且 r2 奇數 

        1. r2 = 0 時，由引理 5.4 可得 

           2. r2 = 1 時，由引理 5.2 可得 

           3. r2≥2 時 

                   (1) r1 奇數且 r2 奇數 

               𝑟2 ≤ 𝑟1/3 

                       將定理五之一證明過程 2.(1)(2)中構造環[𝑛, 1, 𝑚]方法的 n 代入現在 

                       的 r1，m 代入現在的 r2，r1 代入現在的 r1 除以 r2 的餘數，可構造出 

                       不大於 3 色的環[𝑟1, 1, 𝑟2]，且此時第 2 節 M2 的頭尾同色且相距 

            再由引理 5.1 得證此時𝑓(𝑛, 1, 𝑚) =3。                    

                     𝑟2 ≥ (𝑟1 − 1)/2 

                 3 色構造環[𝑟1, 1]：32̅̅̅̅
(𝑟1−𝑟2)/212̅̅̅̅

(𝑟2−1)/21 

                 由第 2+(r1−r2)位到第 2 位距離 r2 且兩位同色值 2。 

                       令引理 5.3 證明過程中 R11 由環[𝑟1, 1]的第 3+(r1−r2)位開始排起， 

𝑟2 −1。 
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則滿足第 i 點色值對應到第 i + r2 點色值符合 x→ x 或 x-1。 

 且 R11 第 r2 位同環[𝑟1, 1]第 2 位，R11 第 r1 位同環[𝑟1, 1]第 2+(r1−r2) 

 位。所以由引理 5.3 得𝑓(𝑛, 1, 𝑚) =3。 

               𝑟1/3 < 𝑟2 < (𝑟1 − 1)/2時 

                 用 r2 去除 r1，得商 2，餘數 r3。 

                 先 3 色構造兩個 r2 節 S1、S2 與一個 r3 節 T： 

                  S1=12̅̅̅̅
(𝑟2−𝑟3)/213̅̅̅̅

(𝑟3−1)/21 , S2=32̅̅̅̅
(𝑟2−1)/23 , T=21̅̅̅̅

(𝑟3−1)/22 

再接成環[r1 , 1]= S1S2T 

第 2 位到第 2+r2 位距離 r2 且兩位同色值 2。 

令引理 5.3 證明過程中 R11 由環[𝑟1, 1]的第 3 位開始排起， 

則滿足第 i 點色值對應到第 i + r2 點色值符合 x→ x 或 x-1。 

 且 R11 第 r2 位同環[𝑟1, 1]第 2+r2 位，R11 第 r1 位同環[𝑟1, 1]第 2 位。 

所以由引理 5.3 得𝑓(𝑛, 1, 𝑚) =3。                

             (2) r1 奇數且 r2 偶數 

                令 r2’= r1−𝑟2，則 r2’為奇數。 

                將 r2’比照(1)中三個範圍的討論對應到 r2 三個範圍： 

                𝑟2 ≥ 2𝑟1/3時，但排除 r2= r1−1，(r2’≤ 𝑟1/3) 

                  將定理五之一證明過程2.(1)(2)中構造環[𝑛, 1, 𝑚]方法的n代入 r1， 

             m 代入 r2’，r1 代入現在的 r1 除以 r2’的餘數，可構造出不大於 3 色 

             的環[𝑟1, 1, 𝑟2′]，且由第 r1−1 位到第 r2’位距離 r2’+1 且兩位同色值 

3。令引理 5.1 證明過程中的 R11 由環[r1 , 1 , r2’]的第 r1−1 位開始反 

向排起，則環[r1 , 1 , r2]同色值會出現在第 1 位與第 r2 位(相距 

由引理 5.1 得𝑓(𝑛, 1, 𝑚) =3。 

                𝑟2 ≤ (𝑟1 + 1)/2 時，(𝑟2′ ≥ (𝑟1 − 1)/2) 

                  取對應的環[𝑟1, 1]= 32̅̅̅̅
(𝑟1−𝑟2)/212̅̅̅̅

(𝑟2−1)/21 

                  令引理 5.3 證明過程中的 R11 由環[𝑟1, 1]的第 1+(r1−r2)位開始反向 

                  排起，則滿足第 i 點色值對應到第 i + r2 點色值符合 x→ x 或 x-1。 

𝑟2 −1)。 
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  且 R11 第 r2 位同環[𝑟1, 1]第 2 位，R11 第 r1 位同環[𝑟1, 1]第 2+(r1−r2) 

  位，色值相同。由引理 5.3 得𝑓(𝑛, 1, 𝑚) =3。 

 

                (𝑟1 + 1)/2 < 𝑟2 < 2𝑟1/3 時 

                  (𝑟1/3 < 𝑟2′ < (𝑟1 − 1)/2) 

                  取對應的環[𝑟1, 1]：12̅̅̅̅
(𝑟2−𝑟3)/213̅̅̅̅

(𝑟3−1)/2132̅̅̅̅
(𝑟2−1)/2321̅̅̅̅

(𝑟3−1)/22 

                  令引理 5.3 證明過程中的 R11 由環[𝑟1, 1]的第 1 位開始反向排起， 

                  則滿足第 i 點色值對應到第 i + r2 點色值符合 x→ x 或 x-1。 

                  且 R11 第 r2 位同環[𝑟1, 1]第 2+r2 位，R11 第 r1 位同環[𝑟1, 1]第 2 位， 

                  色值相同。所以由引理 5.3 得𝑓(𝑛, 1, 𝑚) =3。                       

             (3) r1 偶數且 r2 偶數 

  2 色構造環[𝑟1, 1]= 12̅̅̅̅
𝑟1/2 

 因第 i 點色值對應到第 i + r2 點色值符合 x→ x 

  且第 2 位到第 2+r2 位距離 r2 且兩位同色值 2。 

  所以由引理 5.3 得𝑓(𝑛, 1, 𝑚) =3。 

    定理六之三：若 n、m 不滿足定理二~四的條件  

         且 n = 2𝑚 + 𝑟1 (r1≥2) 

           m = 𝑟1 × 𝑞2 + 𝑟2 (r2 = 𝑟1 − 1) 

                 則：(1)𝑓(13,1,5) =4 

                     (2)除(1)外的所有情況，𝑓(𝑛, 1, 𝑚) =3 

       證明六之三： 

       因 n、m 不滿足定理二條件，所以只須考慮 r1 奇數，r2 偶數 

       1. r1>3 時 

         用 3 色構造環[r1 ,1 ,𝑟1 − 1] = 12̅̅̅̅
(𝑟1−3)/2312 

         且第 1 位與第𝑟1 − 1位同色(相距𝑟1 − 2)。 

          由引理 5.1 得𝑓(𝑛, 1, 𝑚) =3 
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       2. r1=3 (此時 r2=2) 

         (1) 𝑞2=1 時(n=13 , m=5) 

            3 色無法構造環[13,1,5]： 

              設 3 色可構造環=< V𝑖 >𝑖=1
13 ，則由鴿籠原理知必可找到 5 點同色。 

                        不失一般性設其色值為 1 且 C(V7)=1，此時色值不能為 1 的點有 

                        {V2 , V6 , V8 , V12}。由對稱性只要再確定{V1 , V3 , V4 , V5}這四點中無                         

                        法選出兩點放色值 1 即可： 

                        • 若選 C(V1)=1，則色值 1 可選的點剩{V3 , V4 , V5 , V10 , V11}。 

                          此時同義於環[5 ,1]=<V3 , V4 , V5 , V10 , V11> 

                          明顯不可能再選 3 個點色值 1(矛盾)。 

                        • 若選 C(V3)=1，則色值 1 可選的點剩{V5 , V9 , V10 , V13}。因 V5、 

                          V13 相距 5 且 V9、V10 相鄰，所以最多只能再有兩點色值 1                 

(矛盾)。 

                        • 若選 C(V4)=1，則色值 1 可選的點剩{V10 , V11, V13 }。因 V10、V11 

                                        相鄰，所以最多只能再有兩點色值 1(矛盾)。 

              可用 4 色構造環[13,1,5]=123̅̅ ̅̅ ̅
44 

                    (2) 𝑞2 ≥ 2時 (n=6q2+7 , m=3q2+2) 

                     因(3q2+2)(2q2+3)≡ −1(mod6q2+7)  

所以由引理 4.2 知 f(6q2+7,1,3q2+2)= f(6q2+7,1,2q2+3) 

                     又此時 r1=2q2+1>3 且 r2 =2 

由定理六之二得 f(6q2+7,1,2q2+3)=3。 

將定理六之一~三合併成定理六。 

定理六：若 n、m 不滿足定理二~四的條件(即 r1≠ 1)， 

       𝑛 = 2𝑚 + 𝑟1  

       則：(1)𝑓(13,1,5) = 4 

           (2)除(1)外的所有情形，𝑓(𝑛, 1, 𝑚) =3 
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    (二)m1、m2 皆不與 n 互質 

       定理七：若 m1、m2 皆不與 n 互質 

   (1)n 偶數且 m1、m2 皆奇數⟺f(n , m1 , m2)=2 

   (2)除(1)情況外，則 f(n , m1 , m2)=3 

       證明七： 

           設 gcd(𝑛, 𝑚1) = 𝑑1 > 1, gcd(𝑛, 𝑚2) = 𝑑2 > 1 且(𝑑1, 𝑑2) = 1。 

           再令 n= d1 d2n’, m1=d1 m1’, m2= d2 m2’，易知 gcd(n’, m1’)=gcd(n’, m2’)=1。 

   先將 n 環< Vi >i=0
n−1中所有點的編號依規則排入矩陣 A 中 

    令 A=[𝑎𝑖𝑗]𝑑1×𝑑2𝑛′，其中𝑎𝑖𝑗 ≡ (𝑗 − 1)𝑚1 + (𝑖 − 1)𝑚2 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)。 

    環[n , m1, m2]結構等價於同時符合環[n , m1]與環[n , m2]。 

    1.環[n , m1]：可分成獨立的 d1 個環[d2n’ , 1]來看，對應到 A 中每一列。 

    2.環[n , m2]： 

      因 gcd(n’, m1’)= 1 且 gcd(n’, m2’)=1，所以存在 α’ (0 <α’< n’)，使 m2’≡α’m1’(mod n’) 

             可得 d1 m2≡ (𝑑2α’)𝑚1(mod n) 

             由 V0 開始逐次前進距離 m2 走過的點號對應 A 中的元就是由第 1 行開始依序從 

             上到下經過每一元，再接到第 1+ d2α’行依序從上到下經過每一元，再接到第                                           

1+2(d2α’)行依序從上到下經過每一元，… 

             (若行數超出 1~d2n’，則對模 d2n’取同餘) 

             又由 gcd(n’, m1’)= 1 , gcd(n’, m2’)=1 與 m2’≡α’m1’(mod n’)知 gcd(α’,n’)= 1 

             所以由 a11 出發會將第 1+ (d2j)行(j=0,1,2,…, n’-1)全走光才再回到 a11，正好走 

過 d1n’個元，因此環[n , m2]可分成獨立的 d2 個環[d1n’, 1]來看，其中第 i 個環 

(1≤ i ≤d2)走光所有第 i+ (d2 j)列(j=0,1,2,…, n’-1)。 

           結論(1)證明 

         ○1 ⇒ 

               用 2 色構造 n 環：12̅̅̅̅
𝑛/2 
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             ○2 ⇐    

     f(n , m1 , m2)=2 ⇒ f(n , m1)=2 

               由定理一知 d2n’偶且 m1’奇，同理得 d1n’偶且 m2’奇。設 a11 色值 1，由 

               定理一亦得 A 中奇數列色值必12̅̅̅̅
𝑑2𝑛′/2且偶數列色值必21̅̅̅̅

𝑑2𝑛′/2。若 d1 偶，  

               則𝑎𝑑1,1色值是 2。因 gcd(d1 , d2)=1，所以 d2 奇且 n’偶。又因 gcd(α’,n’)= 1， 

               所以α’奇 ⇒ d2α’奇 ⇒ 𝑎1,1+𝑑2α’色值 2。得𝑎𝑑1,1 , 𝑎1,1+𝑑2α’同色值(矛盾)。 

       同理 d2 偶不合。因此 d1 , d2 皆奇⇒ n’偶。得證 n 偶數且 m1、m2 皆奇數。 

           結論(2)證明 

            由結論(1)知此時 f(n , m1 , m2)≥3 

又可用 3 色構造 n 環： 

      視 A 中每一列為 n’個 d2 節，由定理一知可找到 3 色構造的環[d2 , 1]填入第 

        一列的第一節。從第二節後的每節都複製第一節的色值。 

      在 a11 已填下，由定理一知找到 3 色構造的環[d1 , 1]填入第一行。 

      第 j 行(j=2,3,4,… ,d2n’)只要將第 1 行的色值對模 3 平移[(a1j 色值)−(a11 色值)]  

即可。 

           底下舉出對應兩種情形的例子： 

      1. n 偶數且 m1、m2 皆奇數： 

以環[120,35,27]為例，其中 d1 =5，d2 = 3，m1’=7，m2’= 40，n’= 8。f(120,35,27)=2 

2. n 奇數或 m1、m2 至少有一偶數： 

以環[120,25,18]為例，其中 d1 =5，d2 = 6，m1’=5，m2’= 3，n’= 4。f(120,25,18)=3 
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五、gcd(n , m1 , m2 , … , mk) = 1 , f(n , m1 , m2 , … , mk)的上下界探討 

    (一)絕對上界與絕對下界 

       定理八：2 ≤ f(n,m1,m2,…,mk) ≤ 2k+1 

       證明八： 

           1. 1 色明顯無法完成構造，所以 f(n,m1,m2,…,mk)≥ 2 

          且易知當 n 偶數且 m1, m2 , … , mk 皆奇數時， 

             環[n , m1 , m2 , … , mk]可用 2 色構造：12̅̅̅̅ n/2 

           2.設環[n,1,m2,…,mk]能用 2k+1 色塗完的最大頂點數為 n* 

若 n*< n , 則必可找到尚未塗色的點 V。 

因 V 最多只與 2k 個點異色，所以可在原有 2k+1 種色中找到合適的顏色塗上， 

此時能用原來 2k+1 色塗完的頂點數 > n*(矛盾) 

即 n*= n，得證 f(n,m1,m2,…,mk) ≤ 2k+1 

             且當 n=2k+1 , {m1, m2 , … , mk} = {1,2,…,k}時，環[n , m1 , m2 , … , mk]的所有點皆異 

             色，須用 2k+1 色構造。 

    (二)符合某整數分類規則的上界 

       定理九：p,a∈N , 當 n≡a (mod p)且 mi≢a(mod p) , ∀i∈{1,2,3,…,k}，則 f(n,m1,m2,…,mk)≤p 

證明九： 

        令 n=pq+a 

可用 p 色構造環[n , m1 , m2 , … , mk]：123 … p̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
𝑞12 … a 

若兩同色頂點相距 b，則必符合 b≡ 0或 a (mod p) 

得證 f(n,m1,m2,…,mk)≤p 

    (三)m1、m2、…、mk 中至少有一個與 n 互質的上、下界 

     不失一般性設 gcd(n,m1)=1，則環[n,m1,m2,…,mk]可同義於環[n,1,m2’,…,mk’]，其中 

mi≡mi’m1(mod n) (2≤i≤k)，此時 f(n,m1,m2,…,mk)=f(n,1,m2’,…,mk’)。為方便討論起見， 

以下直接當成討論環[n,1,m2,…,mk]，且設定 mi≤n/2 (2≤i≤k)。 
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先討論某些特殊情況下的下界，並寫成定理十 

定理十：當有兩正整數 i,j(𝑘 ≥ 𝑖, 𝑗 ≥ 2)，使 n=2mi+mj 時(mi>mj)且 

3∤[(mi－mj)/gcd(mi,mj)]⇒ f(n,1,m2,m3,…,mk)≥4 

  證明十： 

由定理二知此時 f(n,1,m2,m3,…,mk)≥3，不失一般性假設 i=2、j=3 

假設以三色可以完成塗色，在 n 環中頂點編號 n 填上色值 1 

頂點編號 m2 可填 2 或 3，不失一般性，填 2，則編號 2m2 必填 3。 

在編號 m2+m3 的點，因和編號 n 距離 m2，和編號 m2 距離 m3，所以必須填 3 

同理，編號 m2 的點填入色值 2，編號 m2 +2m3 的點填入色值 1 

由此可知，與自己頂點編號相差 m2－m3 的點與自己的色值相同。 

若能找到𝑠, 𝑡為正整數使(m2－m3)s=(2m2+m3)t+m2 成立時。 

則代表有兩相距 m2點塗上相同顏色，與條件矛盾，於是可知 f(n,1,m2,m3,…,mk)≥4 

而符合此情況的條件為：3∤[(m2－m3)/gcd(m2,m3)] 

   1. (m2－m3)s=(2m2+m3)t+m2⇐3∤[(m2－m3)/gcd(m2,m3)] 

     令 m2/gcd(m2,m3)=m2’，m3/gcd(m2,m3)=m3’ 

由條件可知 gcd(m2’－m3’,3)=1 

因 gcd(m2’－m3’,m2’)=1 

⇒gcd(m2’－m3’,3m2’)=1 

⇒gcd(m2’－m3’, 2m2’+ m3’)=1 

又因 gcd(m2’－m3’, m2’)=1 

必可找到正整數 s,t 滿足(m2’－m3’)s=(2m2’+m3’)t+m2’，兩邊同乘 gcd(m2,m3) 

    ⇒(m2－m3)s=(2m2+m3)t+m2 

2. (m2－m3)s=(2m2+m3)t+m2⇒3∤[(m2－m3)/gcd(m2,m3)] 

 令 m2/gcd(m2,m3)=m2’，m3/gcd(m2,m3)=m3’ 

 得(m2’－m3’)s=(2m2’+m3’)t+m2’ 

 因 gcd(m2’－m3’,m2’)=1 

 所以 gcd(m2’－m3’, 2m2’+m3’)=1 

 ⇒gcd(m2’－m3’ , 3m2’)=1 

 ⇒gcd(m2’－m3’,3)=1 

 ⇒3∤[(m2－m3)/gcd(m2,m3)] 
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 在討論完上面的狀況後．我們再來討論一般情況下的下界 

    以環[17,1,3,8]為例，列出下圖： 

   環 初始點號                   0102030405060708091011121314151617 

 前進 3 點號             0102030405060708091011121314151617010203 

        前進 8 點號   01020304050607080910111213141516170102030405060708 

若要成功構造環[17,1,3,8]，須滿足下列三條件： 

1.環初始點號對到陰影部分(以下稱 A 區)的點號不能同色 

2.環初始點號對到有框部分(以下稱 B 區)的點號不能同色 

3.環的相鄰點異色(包含尾、頭兩點 17 與 01) 

      定理十一：n 為奇數，{m2 , m3 , … , mk}中最大數為 M，最大奇數為 MO，最小偶數為 me。 

設 ns =⌈
M

me
⌉ + 1 , r = 𝑛 − 𝑚𝑒𝑛𝑠 ⌊

𝑛

𝑚𝑒𝑛𝑠
⌋ , nr =⌈

𝑟

𝑚𝑒
⌉  

1.mi 皆奇數 

  (1)若 
𝑛

𝑀𝑂
≥ 3，則 f(n , 1 , m2 , … ,mk) = 3 

  (2)若 
𝑛

𝑀𝑂
< 3，則 f(n , 1 , m2 , … , mk)≤4 

      2. mi 奇數、偶數皆有 

(1) r = 0 時，則 f(n,1,m2,…,mk) ≤2ns 

(2) r > 0 時 

不存在奇數 mi 使|𝑚𝑖 − 𝑟| < 𝑚𝑒 

    •若 r≥me，則 f(n,1,m2,…,mk) ≤ 2ns  

•若 r<me，則 f(n,1,m2,…,mk) ≤ 2ns + 1 

 若存在奇數 mi 使|𝑚𝑖 − 𝑟| < 𝑚𝑒，若 m 中有符合 

Ai=2𝑝 − 1(1≤ 𝑝 ≤ 𝑚𝑒/2)，Bi=r-Aq-1(1≤ 𝑞 ≤ 𝑚𝑒/2) 

使 m=Ak+Bm(1≤ 𝑘, 𝑚 ≤ 𝑚𝑒/2)則需要 2ns+2nr 色， 

若無 m 符合以上條件，則需 2ns+nr 色。 

    證明十一： 

1.mi 皆奇數 

              (1)
𝑛

𝑀𝑂
≥ 3 時 

設 m 為小或等於 n/3 的最大奇數，利用定理五之一證明過程 2.(1)(2)的方法 

可用 3 色構造出環[n,1,m]。此時環[n,1,m]也會滿足環[n,1,m2,…,mk]結構。 
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              (2)
𝑛

𝑀𝑂
< 3 時 

                設 m = (n-1)/2，利用定理五之一證明過程 2.(1)(2)的方法用 3 色構造 n 環。 

               此時環初始點號中 1 除外的部分奇數號對上 A 區的偶數點號會同色，只須 

               將環在 3~n/2 範圍內的奇數點號換上第 4 色即可完成環[n,1,m2,…,mk]構造。 

2.mi 奇數、偶數皆有 

             n 環從第 1 點開始，每 me 個點看成一節，最後 1 節不一定是 me 個點，第 1 節 

塗上12̅̅̅̅ ，第 2 節塗上34̅̅̅̅ ，第 3 節塗上56̅̅̅̅ ，…，第 ns 節塗上 (2ns − 1)(2ns)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅， 

第 ns+1 節開始再重複第 1 節開始的塗法，第 2ns+1 節開始再重複第 1 節開始 

的塗法，…，一直持續到塗完所有點，共用 2ns 色。此時對所有偶數 mi 而言， 

環初始點號在 A、B 兩區皆不會對到同色。而對所有奇數 mi 而言，環初始點號

在 A 區皆不會對到同色。 

(1) r = 0 時 

因𝑚𝑒 ⌈
M

me
⌉ ≥ 𝑚𝑒 ·

M

me
 = M ≥ 所有奇數 mi，即對所有奇數 mi 而言，環初始點 

號在 B 區不會對到同色。又此時環的尾、頭接點是異色。所以 2ns 色可完成 

環[n,1,m2,…,mk]的構造。 

(2) r > 0 時 

若不存在奇數 mi 使|𝑚𝑖 − 𝑟| < 𝑚𝑒，則對所有奇數 mi 而言，環初始點號 

  在 B 區不會對到同色。 

  •若 r≥me，則環的尾、頭接點是異色。所以 2ns 色可完成環[n,1,m2,…,mk] 

  •若 r<me，則環的尾、頭接點是同色，須將尾點換上新的 1 色。所以 

2ns+1 色可完成環[n,1,m2,…,mk] 

            若存在奇數 mi 使|𝑚𝑖 − 𝑟| < 𝑚𝑒，則環初始點號從第(𝑛𝑠 ⌊
𝑛

𝑚𝑒𝑛𝑠
⌋+1)節到最後

 1 節內都有點在 B 區會對到同色，若在第(𝑛𝑠 ⌊
𝑛

𝑚𝑒𝑛𝑠
⌋+1)節其中有偶數點號和 

 第一區的奇數點號相距 m 格，則該兩格不可換成同一顏色。須再將第 

 (𝑛𝑠 ⌊
𝑛

𝑚𝑒𝑛𝑠
⌋+1)節的的偶數點號換上新的第1種顏色與第1節的奇數點號換上 
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 新的第 2 種顏色，第(𝑛𝑠 ⌊
𝑛

𝑚𝑒𝑛𝑠
⌋+2)節的偶數點號換上新的第 3 種顏色`與第 2 

 節的奇數點號換上新的第 4 種顏色，一直持續到最後一節的偶數點號換上 

 新的第 2nr−1 種顏色與第 nr 節的奇數點號換上新的第 2nr 種顏色。此時環 

 的尾、頭會異色。所以 2ns+2nr 色可完成環[n,1,m2,…,mk]的構造。若無 m 

 符合上述條件，則將第(𝑛𝑠 ⌊
𝑛

𝑚𝑒𝑛𝑠
⌋+1)節的的偶數點號與第 1 節的奇數點號換 

 上新的同樣第 1 種顏色，將第(𝑛𝑠 ⌊
𝑛

𝑚𝑒𝑛𝑠
⌋+2)節的的偶數點號與第 2 節的奇數

點號換上新的同樣第 2 種顏色，一直持續到最後一節的偶數點號與第 nr 節

的奇數點號換上新的同樣第 nr 種顏色，此時頭尾必異色。 

 所以 2ns+nr 色即可完成環[n,1,m2,…,mk]的構造。 

       定理十二：n 為偶數，{m2 , m3 , … , mk}中最大偶數為 Me，最小偶數為 me。 

                 設 ns =(⌈
Me

me
⌉ + 1) , r = 𝑛 − 𝑚𝑒𝑛𝑠 ⌊

𝑛

𝑚𝑒𝑛𝑠
⌋ , nr =⌈

𝑟

𝑚𝑒
⌉ 

1.mi 皆奇數，則 f(n,1,m2,…,mk) = 2 

  2.mi 皆偶數 

                   (1) r = 0 時，則 f(n,1,m2,…,mk) ≤ns+1 

(2) r > 0 時 

  若不存在偶數 mi 使|𝑚𝑖 − 𝑟| < 𝑚𝑒，則 f(n,1,m2,…,mk) ≤ns+1 

  若存在偶數 mi 使|𝑚𝑖 − 𝑟| < 𝑚𝑒，則 f(n,1,m2,…,mk) ≤ns + nr + 1 

3.mi 奇數、偶數皆有 

(1) r = 0 時，則 f(n,1,m2,…,mk) ≤2ns 

(2) r > 0 時 

若不存在偶數 m 使|𝑚𝑖 − 𝑟| < 𝑚𝑒，則 f(n,1,m2,…,mk) ≤2ns 

若存在偶數 mi 使|𝑚𝑖 − 𝑟| < 𝑚𝑒 

若 m 中有符合 Ai=2𝑝(1≤ 𝑝 ≤ 𝑚𝑒/2)，Bi=r-Aq+1(1≤ 𝑞 ≤ 𝑚𝑒/2) 

使 m=Am+Bk(1≤ 𝑘, 𝑚 ≤ 𝑚𝑒/2)，則需要 2ns+2nr 色， 

若無 mi 符合上述條件，則需 2ns+nr 色 

     證明十二： 

 1.mi 皆奇數 

             造 n 環 = 12̅̅̅̅ n/2  
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            2.mi 皆偶數 

              n 環從第 1 點開始，每 me 個點看成一節，最後 1 節不一定是 me 個點，第 1~ns 

節顏色由12̅̅̅̅ 、23̅̅̅̅ 、34̅̅̅̅ 、ns(ns + 1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 中適當選取相異，使前一節尾與後一節頭 

能異色相接，且第⌈
𝑟

𝑚𝑒
⌉節尾與第 1 節頭亦能異色相接。第 ns+1 節開始再重複 

第 1 節開始的塗法，第 2ns+1 節開始再重複第 1 節開始的塗法，…，一直持續 

到塗完所有點，共用 ns + 1 色。此時環初始點號在 A 區皆不會對到同色且環 

的尾、頭接點是異色。 

(1) r = 0 時 

  因𝑚𝑒 ⌈
Me

me
⌉ ≥ 𝑚𝑒 ·

Me

me
 = Me ≥ 偶 mi (i=1,2,…,k) 

  所以環初始點號在 B 區不會對到同色。即 ns+1 色可完成環[n,m1,m2,…,mk]                                                              

  的構造。 

(2) r > 0 時 

若不存在偶數 mi 使|𝑚𝑖 − 𝑟| < 𝑚𝑒，則環初始點號在 B 區不會對到同色， 

  所以 ns+1 色可完成環[n,1,m2,…,mk]的構造。 

                若存在偶數 mi 使|𝑚𝑖 − 𝑟| < 𝑚𝑒，則環初始點號從第(𝑛𝑠 ⌊
𝑛

𝑚𝑒𝑛𝑠
⌋+1)節到最後 

  1 節內都有點在 B 區會對到同色，須將第(𝑛𝑠 ⌊
𝑛

𝑚𝑒𝑛𝑠
⌋+1)節的的奇數點號與 

  第 1 節的偶數點號換上新的第 1 種顏色，第(𝑛𝑠 ⌊
𝑛

𝑚𝑒𝑛𝑠
⌋+2)節的奇數點號與 

第 2 節的偶數點號換上新的第 2 種顏色，一直持續到最後一節的偶數點 

號與第 nr 節的奇數點號換上新的第 nr 種顏色。所以 ns+nr+1 色可完成環 

[n,1,m2,…,mk]的構造。  

 3.mi 奇數、偶數皆有 

              修改 2.中第 1~ns 節顏色為12̅̅̅̅  , 34̅̅̅̅  , 56̅̅̅̅  , … , (2ns − 1)(2ns)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，共用 2ns 色。 

此時環初始點號在 A 區皆不會對到同色且環的尾、頭接點是異色。 

(1) r = 0 時 

  由上 2.(1)知𝑚𝑒 ⌈
Me

me
⌉ ≥ 所有偶數 mi，即對所有偶數 mi 而言，環初始點號在 
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  B 區不會對到同色。又對所有奇數 mi 而言，環初始奇數點號在 B 區會對偶 

  數點號，環初始偶數點號在 B 區會對奇數點號，此時環初始點號在 B 區也 

  不會對到同色。所以 2ns 色可完成環[n,1,m2,…,mk]的構造。 

(2) r > 0 時 

若不存在偶數 mi 使|𝑚𝑖 − 𝑟| < 𝑚𝑒，則環初始點號在 B 區不會對到同色， 

  所以 2ns 色可完成環[n,1,m2,…,mk]的構造。 

                若存在偶數 mi 使|𝑚𝑖 − 𝑟| < 𝑚𝑒，則環初始點號從第(𝑛𝑠 ⌊
𝑛

𝑚𝑒𝑛𝑠
⌋+1)節到最後

 1 節內都有點在 B 區會對到同色，若在第(𝑛𝑠 ⌊
𝑛

𝑚𝑒𝑛𝑠
⌋+1)節其中有奇數點號 

 和第一區的偶數點號相距 m 格，則該兩格不可換成同一顏色。須再將第 

 (𝑛𝑠 ⌊
𝑛

𝑚𝑒𝑛𝑠
⌋+1)節的的奇數點號換上新的第 1 種顏色與第 1 節的偶數點號換 

 上新的第 2 種顏色，第(𝑛𝑠 ⌊
𝑛

𝑚𝑒𝑛𝑠
⌋+2)節的奇數點號換上新的第 3 種顏色與 

 第 2 節的偶數點號換上新的第 4 種顏色，一直持續到最後一節的奇數點 

 號換上新的第2nr−1種顏色與第nr節的偶數點號換上新的第2nr種顏色。 

 此時環的尾、頭沒動到，會繼續異色。而環中同色點皆相距偶數，即滿 

 足相距奇數mi的點會異色。所以2ns+2nr色可完成環[n,1,m2,…,mk]的構造。

 若無 m 符合上述條件，則將第(𝑛𝑠 ⌊
𝑛

𝑚𝑒𝑛𝑠
⌋+1)節的奇數點號與第 1 節的偶數 

 點號換上新的同樣第 1 種顏色，將第(𝑛𝑠 ⌊
𝑛

𝑚𝑒𝑛𝑠
⌋+2)節的的奇數點號與第 2 

 節的偶數點號換上新的同樣第 2 種顏色，一直持續到最後一節的奇數點 

 號與第 nr 節的偶數點號換上新的同樣第 nr 種顏色，此時頭尾必異色。 

 所以 2ns+nr 色即可完成環[n,1,m2,…,mk]的構造。 

    (四)m1、m2、…、mk 皆不與 n 互質的上界 

       定理十三：m1、m2、…、mk 皆不與 n 互質，{ m1 ,m2 , m3 , … , mk}中最大數為 M，最小                   

                 數為 m。設 ns =(⌈
M

𝑚
⌉ + 1) , r = 𝑛 − 𝑚𝑛𝑠 ⌊

𝑛

𝑚𝑛𝑠
⌋ , nr =⌈

𝑟

𝑚
⌉ 

1.若 n 偶數且 mi 皆奇數，則 f(n , m1 , m2 , … , mk) = 2 
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  2.不滿足 1.的條件下 

(1) r = 0 時，則 f(n , m1 , m2 , … , mk)≤ns 

(2) r > 0 時 

  不存在 mi 使|𝑚𝑖 − 𝑟| < 𝑚 

    •若 r≥m，則 f(n , m1 , m2 , … , mk)≤ns 

    •若 r<m，則 f(n , m1 , m2 , … , mk)≤ns+1 

若存在 mi 使|𝑚𝑖 − 𝑟| < 𝑚，則 f(n , m1 , m2 , … , mk)≤ns + nr 

    證明十三： 

1.若 n 偶數且 mi 皆奇數，構造 n 環 = 12̅̅̅̅ n/2 

            2.不滿足 1.的條件下 

              n 環從第 1 點開始，每 m 個點看成一節，最後 1 節不一定是 m 個點。第 1 節 

塗上1̅，第 2 節塗上2̅，第 3 節塗上3̅，…，第 ns 節塗上ns̅̅̅。第 ns+1 節開始再 

重複第 1 節開始的塗法，第 2ns+1 節開始再重複第 1 節開始的塗法，…，一直

持續到塗完所有點，共用 ns 色。此時環初始點號在 A 區不會對到同色。 

(1) r = 0 時，因 m⌈
M

𝑚
⌉ ≥m·

M

𝑚
 = M≥mi (i=1,2,…,k) 

  所以環初始點號在 B 區不會對到同色。又此時環的尾、頭相接兩點異色。 

         所以 ns 色可完成環[n,m1,m2,…,mk]的構造。 

(2) r > 0 時 

若不存在 mi 使|𝑚𝑖 − 𝑟| < 𝑚，則環初始點號在 B 區不會對到同色 

  •當 r>m 時  

     環的尾、頭接點會是異色，所以 ns 色可完成環[n,m1,m2,…,mk]的構造。 

    •當 r≤m 時 

     環的尾、頭接點會是同色，須再將最後 1 節的每一點全換上新加的 1 色 

     才行。所以 ns+1 色可完成環[n,m1,m2,…,mk]的構造。 

  若存在 mi 使|𝑚𝑖 − 𝑟| < 𝑚，則環初始點號從第(𝑛𝑠 ⌊
𝑛

𝑚𝑛𝑠
⌋+1)節到最後 1 節 

    內都有點在 B 區會對到同色，須再將第(𝑛𝑠 ⌊
𝑛

𝑚𝑛𝑠
⌋+1)節的所有點換上新的 

    第 1 色，第(𝑛𝑠 ⌊
𝑛

𝑚𝑛𝑠
⌋+2)節的所有點換上新的第 2 色，…，到最後 1 節的所 

    有點換上新的第 nr 色，共再加上 nr 色。此時環的尾、頭接點會是異色。                    

    所以 ns+nr 色可完成環[n,m1,m2,…,mk]的構造 
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伍、 結論 

一、f(n , m1 , m2 , … , mk) = f(n/d , m1/d , m2/d , … , mk/d)，其中 d=gcd(n , m1 , m2 , … , mk)。 

    所以下面結論皆設定 d=1。 

二、gcd(n,m)=1  

(一)若 n 偶數，則𝑓(𝑛, 𝑚) = 2 

(二)若 n 奇數，則𝑓(𝑛, 𝑚) = 3 

三、gcd(n, m1 ,m2)=1 

    (一)m1、m2 有一與 n 互質(設為 m1)，則存在滿足𝑚2 ≡ 𝑚𝑚1(𝑚𝑜𝑑 𝑛)的正整數 m  

(1≤m<n)，將 f(n,m1,m2)轉換成計算 f(n,1,m) 

 1. n 偶數且 m 奇數 ⟺ 𝑓(𝑛, 1, 𝑚) = 2 

       2. f (5,1,2) = f (5,1,3) = 5 

        3.若3 ∤ n且 n≠5，則𝑓(𝑛, 1,2)=𝑓(𝑛, 1, 𝑛 − 2)=4 

        4.若 n 奇數且3 ∤ n且 n≠5，則𝑓(𝑛, 1, (𝑛 − 1)/2)=𝑓(𝑛, 1, (𝑛 + 1)/2)=4 

       5. f (13,1,5)=4 

  6.排除 1~5 的情形，𝑓(𝑛, 1, 𝑚)=3 

 (二)m1、m2 皆不與 n 互質 

1. n 偶數且 m1、m2 皆奇數 ⟺ f(n , m1 , m2)=2 

2.不滿足 1 的條件，f(n , m1 , m2)=3 

四、gcd(n,m1,m2,...,mk)=1 

 (一)2 ≤ f(n,m1,m2,…,mk) ≤ 2k+1 

    (二)p,a∈N , 當 n≡a (mod p)且 mi≢a(mod p), ∀i∈{1,2,3,…,k}，則 f(n,m1,m2,…,mk)≤p 

(三)當 n=2mi+mj 時(mi>mj)且 3∤[(mi－mj)/gcd(mi,mj)]⇒ f(n,1,m2,m3,…,mk)≥4 

 (四) n 奇數，{m2 , m3 , … , mk}中最大數為 M，最大奇數為 MO，最小偶數為 me 

設 ns =⌈
M

me
⌉ + 1 , r = 𝑛 − 𝑚𝑒𝑛𝑠 ⌊

𝑛

𝑚𝑒𝑛𝑠
⌋ , nr =⌈

𝑟

𝑚𝑒
⌉  
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1.mi 皆奇數： 

(1)若 
𝑛

𝑀𝑂
≥ 3，則 f(n , 1 , m2 , … ,mk) = 3 

(2)若 
𝑛

𝑀𝑂
< 3，則 f(n , 1 , m2 , … , mk)≤4 

     2. mi 奇數、偶數皆有 

(1) r = 0 時，則 f(n,1,m2,…,mk) ≤2ns 

(2) r > 0 時 

不存在奇數 mi 使|𝑚𝑖 − 𝑟| < 𝑚𝑒 

 •若 r≥me，則 f(n,1,m2,…,mk) ≤ 2ns  

•若 r<me，則 f(n,1,m2,…,mk) ≤ 2ns + 1 

     若存在奇數 mi 使|𝑚𝑖 − 𝑟| < 𝑚𝑒 

 i.若 m 中有符合 Ai=2𝑝 − 1(1≤ 𝑝 ≤ 𝑚𝑒/2)，Bi=r-Aq-1(1≤ 𝑞 ≤ 𝑚𝑒/2) 

使 m=Ak+Bm(1≤ 𝑘, 𝑚 ≤ 𝑚𝑒/2)，則需要 2ns+2nr 色， 

ii.若無 m 符合以上條件，則需 2ns+nr 色。 

(五) n 偶數，{m2 , m3 , … , mk}中最大偶數為 Me，最小偶數為 me。 

        設 ns =(⌈
Me

me
⌉ + 1) , r = 𝑛 − 𝑚𝑒𝑛𝑠 ⌊

𝑛

𝑚𝑒𝑛𝑠
⌋ , nr =⌈

𝑟

𝑚𝑒
⌉ 

1.mi 皆奇數，則 f(n,1,m2,…,mk) = 2 

2.mi 皆偶數 

          (1) r = 0 時，則 f(n,1,m2,…,mk) ≤ns+1 

(2) r > 0 時 

若不存在偶數 mi 使|𝑚𝑖 − 𝑟| < 𝑚𝑒，則 f(n,1,m2,…,mk) ≤ns+1 

若存在偶數 mi 使|𝑚𝑖 − 𝑟| < 𝑚𝑒，則 f(n,1,m2,…,mk) ≤ns + nr + 1 

3. mi 奇數、偶數皆有 

(1) r = 0 時，則 f(n,1,m2,…,mk) ≤2ns 

(2) r > 0 時 

若不存在偶數 mi 使|𝑚𝑖 − 𝑟| < 𝑚𝑒，則 f(n,1,m2,…,mk) ≤2ns 

 若存在偶數 mi 使|𝑚𝑖 − 𝑟| < 𝑚𝑒 

i. m 中有符合 Ai=2𝑝(1≤ 𝑝 ≤ 𝑚𝑒/2)，Bi=r-Aq+1(1≤ 𝑞 ≤ 𝑚𝑒/2) 

使 m=Am+Bk(1≤ 𝑘, 𝑚 ≤ 𝑚𝑒/2)，則需要 2ns+2nr 色。 
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ii. 若無 m 符合上述條件，則需 2ns+nr 色 

(六)m1、m2、…、mk 皆不與 n 互質，{ m1 ,m2 , m3 , … , mk}中最大數為 M，最小數為 m 

        設 ns =(⌈
M

𝑚
⌉ + 1) , r = 𝑛 − 𝑚𝑛𝑠 ⌊

𝑛

𝑚𝑛𝑠
⌋ , nr =⌈

𝑟

𝑚
⌉ 

        1.若 n 偶數且 mi 皆奇數，則 f(n , m1 , m2 , … , mk) = 2 

        2.不滿足 1.的條件下 

          (1) r = 0 時，則 f(n , m1 , m2 , … , mk)≤ns 

          (2) r > 0 時 

            不存在 mi 使|𝑚𝑖 − 𝑟| < 𝑚 

              •若 r≥m，則 f(n , m1 , m2 , … , mk)≤ns 

              •若 r<m，則 f(n , m1 , m2 , … , mk)≤ns+1 

            若存在 mi 使|𝑚𝑖 − 𝑟| < 𝑚，則 f(n , m1 , m2 , … , mk)≤ns + nr 

陸、 未來展望 

一、求出 f(n,m1,m2,m3) 

二、估出 f(n,m1,m2,...,mk)下界或更精密的上、下界以幫助找到 f(n,m1,m2,...,mk)的解答 

柒、 參考資料 

一、除法原理(2007 年 6 月 28 日) 

  https://math.ntnu.edu.tw/~li/ent-html/node4.html  

二、歐幾里得及其輾轉相除法(2007 年 11 月) 

  https://math.ntnu.edu.tw/~horng/letter/1011.pdf  

三、完全剩餘系(2018 年 7 月 5 日)  

  https://baike.baidu.com/item/%E5%AE%8C%E5%85%A8%E5%89%A9%E4%BD%99%E7%B3%BB  

四、貝祖定理(2019 年 1 月 9 日)  

  https://zh.wikipedia.org/zh-tw/%E8%B2%9D%E7%A5%96%E7%AD%89%E5%BC%8F   

五、圖論：如何錯誤地證明四色定理 (2018 年 3 月 4 日)  

  https://www.bilibili.com/read/cv267681/  



作品海報 

【評語】050412  

本作品探討在正多邊形的頂點塗上顏色的問題；在規定距離

的頂點給予不同的顏色。若是轉換成圖的語言，這樣的問題是循

環圖的點著色問題：Chromatic number of circulant graphs。當

規定的距離數比較多的時候，這是一個非常困難的問題；這也是

為什麼本作品只能夠得到適當上下界的原因。未能適當應用圖的

性質，使得作品的內容變得十分複雜，結果雖然不是非常令人滿

意，但也是有一些具體的成果。 
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���"$��
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1. r2 = 0b»zMw5.44O

2. r2 = 1b»zMw5.24O
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FEw���
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%�t�(_p=�

1.n�]	m1�m2�B]½m�g�­=� ��

2.�&��'

(1)�A
m�(rn’�d2�»zEw��4X*3�i§~x[d2 , 1]=�

��(~����P�
�N~m�«�����~���

(2);a11K=�»zEw��X*3�i§~x[d1 , 1]=�����

(3)�j�(j=2,3,…,d2n’)3�F�1�~��Gj3L�[(a1j��)−(a11��)] 
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313131321212131 313131321232323 213131323
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x[n , m1 , m2 , … , mk]´y2k+1�i§�

(
)�5f\]'·�+~�{

Ew�½p,a∈N , }n≡a (mod p)	mi≢a(mod p) ,∀i∈{1,2,3,…,k}
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(2) r > 0E

�
,&*Ami� (6 − 7 < ()
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