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摘要 

    本研究在等差數列的基礎上，加入「若𝑎𝑛為完全平方數，則𝑎𝑛+1 = √𝑎𝑛」的遞迴關係，

將具有週期性的數列分為「單純週期數列」與「特殊週期數列」，並以單純週期數列為主要研

究目標。我們探討單純週期數列的各項性質與充要條件，並透過歐拉準則與費馬小定理討論

不同公差與首項是否能形成單純週期，整合與建構「給定公差，尋找可形成週期的首項」之

方法，也研究特殊週期數列之性質與充要條件。 

壹、 研究動機 

    在專題課的下課時分，我們在教室書櫃找到數戰數決一書，便被書中的精彩故事深深吸

引，同時讓我們對 IMO 國際數學奧林匹亞競賽有更多的認識，也對它的試題產生好奇。上課

時，我們上網觀摩幾屆數奧的試題與解析，發現一道結合等差數列與週期性的題目： 

 

我們對具有週期性的等差數列(以下稱週期數列)感到相當有趣，決定深入探討週期數列的性

質及尋找能形成週期數列的條件，並定義新題目如下： 

𝑎𝑛+1 = {
√𝑎𝑛     若√𝑎𝑛為正整數

𝑎𝑛 + 𝑘       其他情況
       對於所有𝑎𝑛 > 1，𝑘 ∈ ℕ 且𝑛 ∈ ℕ 皆成立。尋找一數𝑎𝑛滿

足存在無限多個𝑎𝑚， 𝑚 ∈ ℕ， 𝑚 > 𝑛且𝑎𝑚 = 𝑎𝑛。 

貳、 研究目的 

一、尋找單純週期數列形成的條件。 

二、討論在公差為一個質數、多個質數相乘，乃至於多質數相乘且存在高次方，如何在給定公

差後尋找一數代入𝑎𝑛使數列形成週期。 

三、探討特殊週期數列形成的條件與建構方式。 
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參、 研究設備及器材 

紙、筆、電腦程式(Python,C++) 

肆、 研究過程或方法 

一、名詞定義 

1. 𝑘：滿足𝑘 ∈ ℕ，為數列的公差 

2. 𝑎𝑛：數列中第𝑛項 

3. 𝑎：滿足𝑎 ∈ ℕ，𝑎 ≤ 𝑘，𝑎2 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 𝑘) 

4. 𝐴𝑛 = {2,3,4, … … , 𝑘 − 1} 

5. 𝑏：滿足𝑏 ∈ ℕ，𝑏 ∈ 𝐴𝑛，𝑏 < 𝑎，𝑏2 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 𝑘) 

6. 〈𝑎𝑚〉，𝑚 = 1~𝑛：週期數列〈𝑎, 𝑎 + 𝑘, … … , 𝑎2, 𝑎〉 

7. 〈𝑎𝛼〉：單純週期數列〈𝑎, 𝑎 + 𝑘, … … , 𝑎2, 𝑎〉，滿足𝑎𝑖 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 𝑘) 

8. 〈𝑎𝛽〉：特殊週期數列〈𝑎, 𝑎 + 𝑘, … … , 𝑎2, 𝑎〉，滿足∃𝑗 ∈ ℕ：𝑎𝑗 ≢ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 𝑘) 

9. 公差𝑘的列表：分為左右兩欄，左欄由上而下依序為0~𝑘 − 1，右欄為對應左欄的數平方

後除以𝑘的餘數。 

10. 對稱軸：在某公差𝑘的列表中，若左欄有一數𝑛滿足𝑛 ∈ ℚ，0 < 𝑛 < 𝑘 − 1 且(𝑛 + 𝑡)2 ≡

(𝑛 − 𝑡)2(𝑚𝑜𝑑 𝑘)，其中𝑡 ∈ ℚ且𝑡 <
𝑘

4
，則稱𝑛為公差𝑘的列表的對稱軸。 

二、先備知識 

 (一)費馬小定理 

    對於𝑝 ∈ ℤ，𝑘為質數，𝑝𝑘 ≡ 𝑝(𝑚𝑜𝑑 𝑘)必成立。若𝑘 ∤ 𝑝，此定理亦可表示為𝑝𝑘−1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑘)。 

 (二)歐拉準則 

    對於𝑛 ∈ ℕ，𝑘為奇質數，𝑛是𝑘的二次剩餘若且唯若𝑛
𝑘−1

2 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑘)。 

【定理𝟏】歐拉準則的應用 

若𝑝、𝑞皆為大於1之正整數，𝑘為奇質數，滿足𝑘 ∤ 𝑝𝑞、𝑝𝑞 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑘)，則𝑝 ≡ 𝑞𝑘−2(𝑚𝑜𝑑 𝑘)。 

<證明> 
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1∘ ∵𝑝𝑞 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑘)，∴𝑝𝑞為𝑘的二次剩餘。 

由歐拉準則可知(𝑝𝑞)
𝑘−1

2 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑘)， 

(𝑝𝑞)𝑘−1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑘)，(𝑝𝑞)𝑘 ≡ 𝑝𝑞(𝑚𝑜𝑑 𝑘)。 

∵(𝑝𝑞)2 ≡ 𝑝𝑞(𝑚𝑜𝑑 𝑘)，∴(𝑝𝑞)𝑘 ≡ (𝑝𝑞)2(𝑚𝑜𝑑 𝑘)， 

∵𝑘 ∤ 𝑝𝑞，∴(𝑝𝑞)𝑘−2 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑘)。 

2∘ 由費馬小定理可知𝑝𝑘−1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑘)， 𝑝𝑘−2𝑝 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑘)， 

則𝑝𝑘−2𝑝 ≡ (𝑝𝑞)𝑘−2(𝑚𝑜𝑑 𝑘)，得𝑝 ≡ 𝑞𝑘−2(𝑚𝑜𝑑 𝑘)。∎ 

 (三)歐拉定理 

    對於𝑝 ∈ ℕ，𝑘 ∈ ℕ，(𝑘, 𝑝) = 1，恆有𝑝𝜑(𝑘) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑘) (其中𝜑(𝑘)稱為歐拉函數，表示滿

足𝑛 ∈ ℕ、𝑛 ≤ 𝑘、(𝑘, 𝑛) = 1的𝑛的數量)。此定理為費馬小定理的延伸，易知當𝑘為質數時

𝜑(𝑘) = 𝑛 − 1，𝑝𝑛−1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑘)即費馬小定理。 

三、前置研究 

我們在「(四)特殊週期數列〈𝑎𝛽〉」會討論特殊週期數列的性質與建構，其餘的分析與證明

皆以單純週期數列〈𝑎𝛼〉為主。 

(一)單純週期數列〈𝑎𝛼〉的性質 

    觀察一些已知的單純週期數列，例如： 

1. 𝑘 = 3，𝑎𝑛 = 3，〈𝑎𝛼〉 =3,6,9,3 

2. 𝑘 = 6，𝑎𝑛 = 6，〈𝑎𝛼〉 =6,12,18,24,30,36,6 

3. 𝑘 = 39，𝑎𝑛 = 13，〈𝑎𝛼〉 =13,52,91,130,169,13 

    我們可以發現，〈𝑎𝛼〉形成週期的關鍵在於數列遞增時某項出現完全平方數，下一項開根

號後形成週期。 

【性質𝟏-𝟏】𝒂𝟐的存在性 

對於所有〈𝑎𝛼〉皆滿足：𝑎𝑛 = 𝑎、𝑎 ≤ 𝑘，形成〈𝑎𝛼〉的必要條件為 ∃𝑖 ∈ ℕ、𝑖 > 𝑛：𝑎𝑖 = 𝑎2。 

<證明> 

設∄𝑖 ∈ ℕ、𝑖 > 𝑛：𝑎𝑖 = 𝑎2， 
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1∘ 若〈𝑎𝛼〉任一項皆不是完全平方數，則對於𝑗 ∈ ℕ、𝑗 > 𝑛皆滿足𝑎𝑗+1 = 𝑎𝑗 + 𝑘 > 𝑎(∵𝑎 ≤ 𝑘)。 

2∘ 若〈𝑎𝛼〉中，∃ℓ ∈ ℕ、ℓ > 𝑛：√𝑎ℓ ∈ ℕ， 

則√𝑎ℓ ≠ 𝑎必成立(∵∄𝑖 ∈ ℕ、𝑖 > 𝑛：𝑎𝑖 = 𝑎2)，且√𝑎ℓ + 𝑘 ≠ 𝑎亦成立(∵𝑎 ≤ 𝑘)。∎ 

【性質𝟏-𝟐】𝒂為𝒌的二次剩餘 

對於所有〈𝑎𝛼〉皆存在：𝑎2 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 𝑘)。 

 

<證明> 

∵對於所有〈𝑎α〉皆滿足：𝑎𝑗 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 𝑘)，∴恆有𝑎2 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 𝑘)。∎ 

【性質𝟏-𝟑】無限多個𝒂𝒎的存在性 

對於所有〈𝑎𝛼〉皆滿足：若∃𝑚 ∈ ℕ、 𝑚 > 𝑛：𝑎𝑚 = 𝑎𝑛，則存在無限多個𝑎𝑚。 

<證明> 

∵∃𝑚 ∈ ℕ、𝑚 > 𝑛：𝑎𝑚 = 𝑎𝑛，∴∃2𝑚 − 𝑛 ∈ ℕ：𝑎2𝑚−𝑛 = 𝑎𝑛。 

顯然∃𝑥 ∈ ℕ、𝑚 ∈ ℕ、𝑚 − 𝑛 ∈ ℕ：𝑎𝑛+𝑥(𝑚−𝑛) = 𝑎𝑛。∎ 

    我們同時發現：對於單純週期數列〈𝑎𝛼〉，其他條件相同時，數列中任意一數作為𝑎𝑛皆可

以使數列進入週期。為了簡化形成單純週期數列〈𝑎𝛼〉的條件，我們未來的研究將以尋找數列

中最小的數為目標。 

【引理𝟏-𝟒-𝟏】 

𝑏𝑗+1 = {  
  

𝑏𝑗

2
  ，若𝑏𝑗是偶數

𝑏𝑗+1

2
，若𝑏𝑗是奇數

  對於所有𝑗 ∈ ℕ，𝑏1為偶數皆滿足∃ℓ ∈ ℕ、ℓ > 𝑗：𝑏ℓ = 1。 

<證明> 

1∘ 若𝑏𝑗是偶數，設𝑏𝑗 = 2𝑡(𝑡 ∈ ℕ)，則𝑏𝑗+1 = 𝑡， 

∵𝑡 < 2𝑡 = 𝑏𝑗，∴𝑏𝑗+1 < 𝑏𝑗。 

因此當𝑏𝑗是偶數時，∃𝑟 ∈ ℕ、𝑟 > 𝑗：𝑏𝑟 < 𝑏𝑗。 

2∘ 若𝑏𝑗是奇數，設𝑏𝑗 = 2𝑡′ + 1(𝑡′ ∈ ℤ、𝑡′ ≥ 0)，則𝑏𝑗+1 = 𝑡′ + 1， 

∵∀𝑡′ ∈ ℕ：𝑡′ + 1 < 2𝑡′ + 1，∴∃! 𝑡′ = 0：𝑡′ + 1 = 2𝑡′ + 1， 
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此時𝑏𝑗 = 𝑏ℓ = 1。∎ 

【性質𝟏-𝟒】𝒂的最小性 

當𝑘 ≥ 3，〈𝑎𝛼〉滿足∃𝑖 ∈ ℕ：𝑎𝑖 = 𝑎且∄𝑗 ∈ ℕ：𝑎𝑗 < 𝑎。 

<證明> 

已知存在有限個𝑏𝑖滿足𝑏𝑖
2 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 𝑘)，不失一般性設𝑏𝑖 = 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, … … , 𝑏𝑛， 

且𝑏1 < 𝑏2 < 𝑏3 < ⋯ < 𝑏𝑛。在不遇到𝑏𝑖
2的條件下(顯然𝑘 < 3時不合)， 

∃𝑚 ∈ ℕ、𝑠 ∈ ℕ、𝑚 > 𝑛：𝑎𝑚 = 𝑎2𝑠。由【引理𝟏-𝟒-𝟏】可知，數列在𝑎2𝑠後恆存在一項𝑎。 

∵𝑎𝑖 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 𝑘)，∴對於所有〈𝑎α〉皆滿足∄𝑗 ∈ ℕ：𝑎𝑗 < 𝑎。∎ 

(二)尋找〈𝑎𝛼〉的形成條件 

我們寫出𝑘的列表，藉此尋找𝑘的二次剩餘，如表 1： 

                          表 1  

0 

1 

2 

⋮ 

𝑘 − 2 

𝑘 − 1 

02(𝑚𝑜𝑑 𝑘) 

12(𝑚𝑜𝑑 𝑘) 

22(𝑚𝑜𝑑 𝑘) 

⋮ 

(𝑘 − 2)2(𝑚𝑜𝑑 𝑘) 

(𝑘 − 1)2(𝑚𝑜𝑑 𝑘) 

以𝑘 = 6為例，如表 2： 

      表 2 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

0 

1 

4 

3 

4 

1 

    從𝑘的列表中除了可找出𝑘的二次剩餘外，我們也發現一些性質：右欄除了最上方的0

外，呈現上下對稱，我們稱為二分對稱性。 

【性質𝟐-𝟏】列表右欄的二分對稱性與二分對稱軸 
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𝑘的列表右欄除了最上方的 0 外，呈現上下對稱，且對稱軸為 
𝑘

2
 。 

<證明> 

1∘ 當2 | 𝑘，設( 
𝑘

2
+ 𝑡)2 ≢ ( 

𝑘

2
− 𝑡)2(𝑚𝑜𝑑 𝑘)(其中𝑡 ∈ ℕ)， 

則 
𝑘2

4
+ 𝑘𝑡 + 𝑡2 ≢

𝑘2

4
− 𝑘𝑡 + 𝑡2(𝑚𝑜𝑑 𝑘)，2𝑘𝑡 ≢ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑘)，矛盾。 

因此恆有( 
𝑘

2
+ 𝑡)2 ≡ ( 

𝑘

2
− 𝑡)2(𝑚𝑜𝑑 𝑘)。 

2∘ 當2 ∤ 𝑘，設(
𝑘+1

2
+ 𝑡′)2 ≢ (

𝑘−1

2
− 𝑡′)2(𝑚𝑜𝑑 𝑘)(其中𝑡′ ∈ ℕ)， 

𝑘2+2𝑘+1

4
+ 𝑡′(𝑘 + 1) + 𝑡′2

≢
𝑘2−2𝑘+1

4
− 𝑡′(𝑘 − 1) + 𝑡′2

(𝑚𝑜𝑑 𝑘)， 

𝑘2+2𝑘+1

4
+ 𝑘𝑡′ ≢

𝑘2−2𝑘+1

4
− 𝑘𝑡′(𝑚𝑜𝑑 𝑘)， 

𝑘2 + 2𝑘 + 1 + 4𝑘𝑡′ ≢ 𝑘2 − 2𝑘 + 1 − 4𝑘𝑡′(𝑚𝑜𝑑 𝑘)， 

4𝑘(1 + 2𝑡′) ≢ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑘)，矛盾。 

故恆有(
𝑘+1

2
+ 𝑡′)2 ≡ (

𝑘−1

2
− 𝑡′)

2
(𝑚𝑜𝑑 𝑘)。∎ 

    我們觀察其他𝑘的列表，發現有時會出現兩條以上的對稱軸。以𝑘 = 8為例，如表 3： 

表 3 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

0 

1 

4 

1 

0 

1 

4 

1 

    由表 3 可以發現右欄不僅以 
𝑘

2
 為對稱軸， 

𝑘

4
 和 

3𝑘

4
 也是對稱軸。對於 

𝑘

4
 和 

3𝑘

4
 的上下對稱

性，我們稱為四分對稱性，
𝑘

4
 和 

3𝑘

4
 兩數稱為四分對稱軸。此外，我們也好奇

𝑛𝑘

2𝑠
(𝑠 ∈ ℕ，𝑛為

奇數且𝑛 < 2𝑠)是否皆為對稱軸？但是觀察𝑘 = 8的例子(表 3)中並不存在對應左欄 
𝑘

8
 為對稱
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軸的性質。我們討論【性質𝟐-𝟐】、【性質𝟐-𝟑】及【性質𝟐-𝟒】： 

【性質𝟐-𝟐】列表的四分對稱性與四分對稱軸 

當𝑘滿足 4 | 𝑘：列表除了以 
𝑘

2
 為對稱軸外，

𝑘

4
 和 

3𝑘

4
 亦為對稱軸。 

<證明> 

設(
𝑘

4
+ 𝑡)2 ≢ (

𝑘

4
− 𝑡)2(𝑚𝑜𝑑 𝑘)，(

𝑘2

16
+

𝑘

2
+ 1) ≢ (

𝑘2

16
−

𝑘

2
+ 1)(𝑚𝑜𝑑 𝑘)， 

則−
𝑘

2
≢

𝑘

2
(𝑚𝑜𝑑 𝑘)，𝑘 ≢ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑘)，矛盾。 

故恆有(
𝑘

4
+ 𝑡)

2

≡ (
𝑘

4
− 𝑡)

2

(𝑚𝑜𝑑 𝑘)，顯然亦恆有(
3𝑘

4
+ 𝑡)

2

≡ (
3𝑘

4
− 𝑡)

2

(𝑚𝑜𝑑 𝑘)。∎ 

【性質𝟐-𝟑】四分對稱性的必要條件 

若列表存在 
𝑘

4
 與 

3𝑘

4
 兩對稱軸，則4 | 𝑘。 

<證明> 

設
𝑘

4
+ 𝑡 ∈ ℕ、

𝑘

4
− 𝑡 ∈ ℕ，𝑡 ∈ ℝ，(

𝑘

4
+ 𝑡)2 ≡ (

𝑘

4
− 𝑡)2(𝑚𝑜𝑑 𝑘)， 

則 
𝑘𝑡

2
≡ −

𝑘𝑡

2
(𝑚𝑜𝑑 𝑘)，𝑘𝑡 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑘)，得 𝑡 ∈ ℤ。 

∵
𝑘

4
+ 𝑡 ∈ ℕ，∴

𝑘

4
∈ ℕ，因此4 | 𝑘。∎ 

【性質𝟐-𝟒】對稱軸的有限性 

當𝑘 = 𝑡2𝑠，𝑡、𝑛為奇數，𝑠 ∈ ℕ、𝑠 ≥ 3 時 
𝑛𝑘

2𝑠
 不為對稱軸。 

<證明> 

設𝑟為奇數，若滿足(
𝑛

2𝑠 𝑘 + 𝑟)2 ≡ (
𝑛

2𝑠 𝑘 − 𝑟)2(𝑚𝑜𝑑 𝑘)， 

則
𝑛

2𝑠−1
𝑘𝑟 ≡ −

𝑛

2𝑠−1
𝑘𝑟(𝑚𝑜𝑑 𝑘)，

𝑛

2𝑠−2
𝑘𝑟 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑘)， 

∵𝑘 = 𝑡2𝑠，∴
𝑛

2𝑠−2
𝑘𝑟 =

𝑛

2𝑠−2
𝑡2𝑠𝑟 = 22𝑛𝑡𝑟， 

∵𝑠 ≥ 3且𝑛、𝑡、𝑟皆為奇數，∴22𝑛𝑡𝑟 ≢ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑘)，矛盾。 

因此(
𝑛

2𝑠 𝑘 + 𝑟)2 ≢ (
𝑛

2𝑠 𝑘 − 𝑟)2(𝑚𝑜𝑑 𝑘)。∎ 
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    同時我們也發現：有些滿足𝑎2 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 𝑘)的𝑎代入𝑎𝑛後卻無法形成週期。以𝑘 = 10為

例，如表 4： 

表 4 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

0 

1 

4 

9 

6 

5 

6 

9 

4 

1 

由表 4 可以發現：6 滿足62 ≡ 6(𝑚𝑜𝑑 10)，但𝑘 = 10、𝑎𝑛 = 6代入數列，形成〈6,16,4,2, … … 〉

不存在週期性(2不是10的二次剩餘)，將成為嚴格遞增數列。我們歸納不存在週期性的原因為

存在𝑏，且觀察表 4 可知存在4 < 6 滿足42 ≡ 6(𝑚𝑜𝑑 10)。 

【引理𝟐-𝟓-𝟏】 

已知𝑏 < 𝑎 ≤ 𝑘，則𝑏2、𝑏4、𝑏8、 … … 、𝑏2𝑛
(𝑛 ∈ ℕ)必有一數介於𝑎和𝑎2間。 

<證明> 

設𝑏2 > 𝑎，∵𝑏 < 𝑎，∴𝑏2 < 𝑎2，𝑎 < 𝑏2 < 𝑎2。 

設𝑏2 < 𝑎，𝑏4 > 𝑎，∵𝑏2 < 𝑎，𝑏4 < 𝑎2，∴ 𝑎 < 𝑏4 < 𝑎2。 

顯然𝑏2、𝑏4、𝑏8、 … … 、𝑏2𝑛
必有一數介於𝑎和𝑎2間。∎ 

 

【性質𝟐-𝟓】〈𝒂𝜶〉成立的必要條件 

以公差𝑘、𝑎𝑛 = 𝑎形成〈𝑎𝛼〉時，不存在𝑏。 

<證明> 

由【引理𝟐-𝟓-𝟏】可知： 
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若存在𝑏，數列〈𝑎, 𝑎 + 𝑘, … … , 𝑏2𝑛
, … … , 𝑏〉存在𝑏 ≢ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 𝑘)， 

與〈𝑎𝛼〉必要條件𝑎𝑖 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 𝑘)矛盾。∎ 

【性質𝟐-𝟔】〈𝒂𝜶〉成立的充要條件 

〈𝑎𝛼〉成立的充要條件為存在𝑎且不存在𝑏。 

<證明> 

設存在𝑎且不存在𝑏，𝑎𝑛 = 𝑎代入數列後， 

∵不存在𝑏，∴必有𝑚 > 𝑛滿足𝑎𝑚 = 𝑎2，則𝑎𝑚+1 = 𝑎， 

由【性質𝟏-𝟑】可知存在週期性。∎ 

    因為〈𝑎𝛼〉成立的充要條件為存在𝑎且不存在𝑏，由列表的二分對稱性與四分對稱性可知：

在構造𝑎滿足𝑎2 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 𝑘)時，除了𝑎 = 𝑘(將在【性質𝟐-𝟗】討論)外僅需考慮𝑎 ≤
𝑘

2
(當4 ∤ 𝑘)

或𝑎 ≤
𝑘

4
(當4 | 𝑘)。 

【性質𝟐-𝟕】構造𝒂的相關條件 

當𝑘 = ∏ 𝑝𝑖
𝑛
𝑖=1 ，𝑝𝑖為任意相異質數，𝑗 ∈ {1,2, … … , 𝑛 − 1}，對於𝑎 ≥ 2恆有(𝑘, 𝑎) = ∏ 𝑝𝑖

𝑗
𝑖=1 。 

<證明> 

若𝑝𝑠 ∤ 𝑎(𝑠 ∈ ℕ)，∵𝑎2 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 ∏ 𝑝𝑖
𝑛
𝑖=1 )，∴𝑎(𝑎 − 1) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 ∏ 𝑝𝑖

𝑛
𝑖=1 )，∏ 𝑝𝑖

𝑛
𝑖=1  | 𝑎 − 1； 

∵𝑎 − 1 < 𝑎 ≤
𝑘

2
=

∏ 𝑝𝑖
𝑛
𝑖=1

2
(因【性質𝟐-𝟏】僅考慮𝑎 ≤

𝑘

2
)且𝑎 ≥ 2，∴ ∏ 𝑝𝑖

𝑛
𝑖=1 ∤ 𝑎 − 1，矛盾。∎ 

【引理𝟐-𝟖-𝟏】 

當𝑘 = ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑛

𝑖=1 (𝑛 ∈ ℕ)，𝑝𝑖為任意相異質數，𝑗 ∈ {1,2, … … , 𝑛 − 1}，對於𝑎 ≥ 2恆有(𝑘, 𝑎) =

∏ 𝑝𝑖
𝑗
1 。 

 

<證明> 

若(𝑘, 𝑎) = 1，∵𝑎2 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑛

𝑖=1 )，∴𝑎(𝑎 − 1) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑛

𝑖=1 )， 

∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑛

𝑖=1  | (𝑎 − 1)，但𝑎 − 1 < 𝑎 ≤
𝑘

2
=

∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑛

𝑖=1

2
，當𝑎 ≥ 2時∏ 𝑝𝑖

𝛼𝑖𝑛
𝑖=1 ∤ (𝑎 − 1)，矛盾。∎ 
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【引理𝟐-𝟖-𝟐】 

當𝑘 = ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑛

𝑖=1 (𝑛 ∈ ℕ、𝛼𝑖 ∈ ℕ)，𝑝𝑖為任意相異質數，𝑗 ∈ {1,2, … … , 𝑛}，對於𝑎 ≥ 2若滿足

𝑝𝑗  | 𝑎，即恆有𝑝𝑗
𝛼𝑗  | 𝑎。 

<證明> 

不失一般性設𝑗 = 𝑛且𝑎 = 𝑡𝑝𝑛(𝑡 ∈ ℕ)， 

∵𝑎2 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑛

𝑖=1 )，∴𝑎(𝑎 − 1) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑛

𝑖=1 )， 

𝑎 = 𝑡𝑝𝑛代入得𝑡𝑝𝑛(𝑡𝑝𝑛 − 1) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑛

𝑖=1 )， 

顯然當𝑎 = 𝑡𝑝𝑛 ≥ 2時𝑝𝑛
𝛼𝑛−1 ∤ ( 𝑡𝑝𝑛 − 1)，因此𝑝𝑛

𝛼𝑛  | 𝑡𝑝𝑛。∎ 

【性質𝟐-𝟖】構造𝒂的相關條件 

當𝑘 = ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑛

𝑖=1 (𝑛 ∈ ℕ)，𝑝𝑖為任意相異質數，𝑗 ∈ {1,2, … … , 𝑛 − 1}，恆有(𝑘, 𝑎) = ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖

𝑗
𝑖=1 。 

<證明> 

由【引理𝟐-𝟖-𝟏】可知(𝑘, 𝑎) ≠ 1， 

由【引理𝟐-𝟖-𝟐】可知當𝑎和𝑘有一共同質因數𝑝𝑗， 𝑝𝑗
𝛼𝑗必為𝑎和𝑘的公因數。∎ 

【性質𝟐-𝟗】𝒂 ≡ 𝟎(𝒎𝒐𝒅 𝒌)與𝒂 ≡ 𝟏(𝒎𝒐𝒅 𝒌) 

對於𝑘 ≥ 3：當𝑎 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑘)，若𝑘 = ∏ 𝑝𝑖
𝑛
𝑖=1 (𝑛 ∈ ℕ，𝑝𝑖為任意相異質數)能形成週期，反之

亦然；當𝑎 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑘)時皆不能形成週期。 

<證明> 

由【性質𝟏-𝟒】可知當𝑘 ≥ 3， 𝑎 ≡ 𝑐(𝑚𝑜𝑑 𝑘)時〈𝑎𝛼〉必須存在𝑎𝑚 = 𝑐，但由題目之𝑎𝑛 > 1可知

𝑎𝑛必不為0或1。以下兩點分別討論： 

1∘ 當𝑎 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑘)，此時存在𝑎 = 𝑘滿足𝑎𝑛 = 𝑎 > 1。 

考慮當𝑘 = ∏ 𝑝𝑖
𝑛
𝑖=1 時， 

∄𝑏 ∈ ℕ、𝑏 < 𝑛：𝑏2 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑘)，由【性質𝟐-𝟓】可知存在〈𝑎𝛼〉。 

若∏ 𝛼𝑖
𝑛
𝑖=1 ≠ 1，設𝑘 = ∏ 𝑝𝑖

𝑛−1
𝑖=1 𝑝𝑛

𝛼𝑛(𝛼𝑛 ∈ ℕ、𝛼𝑛 ≥ 2)， 

則∃𝑏 = ∏ 𝑝𝑖
𝑛−1
𝑖=1 𝑝𝑛

𝛼𝑛
′
、𝛼𝑛

′ ≥
𝛼𝑛

2
：𝑏2 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑘)，由【性質𝟐-𝟓】可知不存在〈𝑎𝛼〉。 

2∘ 當𝑎 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑘)，∄𝑐 ≤ 𝑘、𝑐 ≠ 1：𝑐 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑘)，由【性質𝟏-𝟒】可知不存在〈𝑎𝛼〉。∎ 
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根據【性質𝟐-𝟗】，我們構造𝑎時將優先觀察𝑘質因數分解的結果。 

【性質𝟐-𝟏𝟎】𝒌 = 𝟏 

當𝑘 = 1，𝑎𝑛 ∈ ℕ皆能使數列形成〈𝑎𝛼〉 = 〈… ,2,3,4,2,3,4,2, … 〉。 

<證明> 

若存在〈𝑎𝛼〉 = 〈𝑥, 𝑥 + 1, … … , 𝑥2, 𝑥〉， 

考慮(𝑥 − 1)2 − 𝑥 = 𝑥2 − 3𝑥 + 1 > 0的解為𝑥 >
3+√5

2
或𝑥 <

3−√5

2
(不合)， 

可知當𝑥 ≥ 3時存在𝑎𝑖 = 𝑥 − 1 < 𝑥，因此數列終將進入〈𝑎𝛼〉 = 〈… ,2,3,4,2,3,4,2, … 〉。∎ 

【性質𝟐-𝟏𝟏】𝒌為質數 

若𝑘為奇質數，形成〈𝑎𝛼〉若且唯若𝑎𝑛 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑘)。若𝑘 = 2，形成〈𝑎𝛼〉若且唯若𝑎𝑛 ∈ ℕ： 

當𝑎𝑛 = 2𝑛(𝑛 ∈ ℕ)時數列終將進入〈𝑎𝛼〉 = 〈… ,2,4,2,4,2, … 〉； 

當𝑎𝑛 = 2𝑛′ + 1(𝑛′ ∈ ℕ)時數列終將進入〈𝑎𝛼〉 = 〈… ,3,5,7,9,3, … 〉。 

<證明> 

當𝑘為質數，由費馬小定理可知∀𝑎 ∈ ℤ：𝑎𝑘 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 𝑘)。 

考慮𝑎 ∈ ℕ，分為兩種情況： 

1∘ 當𝑘為奇質數，考慮𝑎𝑘 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 𝑘)顯然不合〈𝑎𝛼〉的充要條件； 

考慮若𝑎同時滿足𝑎2 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 𝑘)， 

∵𝑎2 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 𝑘)，∴𝑎(𝑎 − 1) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑘)， 

則𝑘 | 𝑎 ∨ 𝑘 | (𝑎 − 1)， 

因此𝑎 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑘) ∨ 𝑎 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑘)， 

由【性質𝟐-𝟗】可知𝑎 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑘)無法形成〈𝑎𝛼〉； 𝑎 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑘)必能形成〈𝑎𝛼〉。 

因此存在〈𝑎𝛼〉若且唯若𝑎 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑘)。 

2∘ 當𝑘 = 2時，對所有𝑎 ∈ ℕ必能滿足𝑎2 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 2)，因此必能形成週期。 

且由奇偶性可知∀𝑥 = 2𝑛：𝑥2 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2)，∀𝑥 = 2𝑛′ + 1：𝑥2 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2)。 

當𝑎𝑛 = 2𝑛，考慮等差數列〈2𝑛, 2𝑛 + 2, … … , 〉中存在𝑎𝑚 = (2𝑛 − 2)2， 

則(2𝑛 − 2)2 − 2𝑛 = 4𝑛2 − 10𝑛 + 4 > 0的解為𝑛 > 2 或𝑛 <
1

2
 (不合)， 
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因此所有𝑎𝑛 = 2𝑛代入數列後都將形成〈𝑎𝛼〉 = 〈… ,2,4,2,4, … 〉。 

當𝑎𝑛 = 2𝑛′ + 1，考慮等差數列〈2𝑛′ + 1,2𝑛′ + 3, … … , 〉中存在𝑎𝑚 = (2𝑛′ − 1)2， 

則(2𝑛′ − 1)2 − (2𝑛′ + 1) = 4𝑛′2
− 6𝑛′ > 0的解為𝑛′ >

3

2
或𝑛′ < 0(不合)， 

因此所有𝑎𝑛 = 2𝑛′ + 1代入數列後都將形成〈𝑎𝛼〉 = 〈… ,3,5,7,9,3, … 〉。∎ 

【性質𝟐-𝟏𝟐】𝒌為單一質數多次方 

當𝑘 = 𝑝𝑛，𝑝為任意質數，𝑛 ∈ ℕ且𝑛 ≥ 2，則∄𝑎 ≢ 0、𝑎 ≢ 1：𝑎2 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 𝑘)，且必不存在

𝑎𝑛 ≡ 𝑎可形成週期。 

<證明> 

由【性質𝟐-𝟖】可知：若存在𝑎，則(𝑘, 𝑎) = 𝑝𝑛，但由【性質𝟐-𝟏】可知𝑎 ≤
𝑝𝑛

2
，矛盾。 

由【性質𝟐-𝟗】可知𝑎 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑘)或𝑎 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑘)在𝑘 = 𝑝𝑛，𝑎𝑛 ≡ 𝑎皆無法形成週期。∎ 

(三)對𝑘分類討論 

我們將𝑘按質因數分解後的形式分類，分別討論「構造𝑎」與「考慮𝑏的存在」兩部分： 

1. 𝒌 = 𝒑𝒒，其中𝒑和𝒒為任意相異質數，因【性質𝟐-𝟏】僅考慮𝒂 ≤
𝒌

𝟐
。 

(1) 構造𝑎： 

由【性質𝟐-𝟔】可知𝑝 | 𝑎 ∨ 𝑞 | 𝑎。以下不失一般性討論(𝑘, 𝑎) = 𝑝： 

【性質𝟑-𝟏】 

𝑘 = 𝑝𝑞，若(𝑘, 𝑎) = 𝑝：當𝑞 ≠ 2，𝑎 = 𝑝(𝑝𝑞−2 − 𝑚𝑞)(𝑚 ∈ ℤ)；當𝑞 = 2，則𝑎 = 𝑝即為所求。 

<證明> 

設𝑎 = 𝑡𝑝(𝑡 ∈ ℕ)，則(𝑡𝑝)2 ≡ 𝑡𝑝(𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑞)，𝑡𝑝 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑞)。分為兩種情況： 

1∘ 當𝑞 ≠ 2，由【定理𝟏】可知𝑡 ≡ 𝑝𝑞−2(𝑚𝑜𝑑 𝑞)， 

設𝑡 = 𝑝𝑞−2 − 𝑚𝑞，得𝑎 = 𝑝(𝑝𝑞−2 − 𝑚𝑞)， 

計算𝑚𝑞 ≡ 𝑥(𝑚𝑜𝑑 𝑝)(𝑥 ∈ ℕ)後代回求得𝑎值即完成構造。 

2∘ 當𝑞 = 2，𝑘 = 2𝑝，  

考慮當𝑎 = 𝑡𝑝時應滿足2 | 𝑡𝑝 − 1與𝑡𝑝 ≤
𝑘

2
=

2𝑝

2
= 𝑝，因此 𝑎 = 𝑝即為所求。∎ 
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(2) 考慮𝑏的存在： 

【性質𝟑-𝟐】 

當𝑘 = 𝑝𝑞，若存在𝑎則不存在𝑏。 

<證明> 

不失一般性考慮(𝑘, 𝑎) = 𝑝，設𝑎 = 𝑡𝑝(𝑡 ∈ ℕ)，∵𝑎 ≤
𝑝𝑞

2
，∴𝑡 ≤

𝑞

2
。 

若存在𝑏，∵𝑏2 ≡ 𝑎2(𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑞)，∴(𝑎 + 𝑏)(𝑎 − 𝑏) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑞)， 

得𝑝𝑞 | (𝑎 + 𝑏)(𝑎 − 𝑏)。 

∵𝑝 | (𝑎 + 𝑏) ∨ 𝑝 | (𝑎 − 𝑏)，𝑝 | 𝑎，∴(𝑘, 𝑏) = 𝑝。 

設𝑏 = 𝑡′𝑝(𝑡′ ∈ ℕ)，代入𝑎2 − 𝑏2 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑞)， 

得 (𝑡𝑝)2 − (𝑡′𝑝)2 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑞)，(𝑡 + 𝑡′)(𝑡 − 𝑡′)𝑝2 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑞)， 

則𝑞 | (𝑡 + 𝑡′) ∨ 𝑞 | (𝑡 − 𝑡′)。 

但∵𝑏 < 𝑎，且𝑎 = 𝑡𝑝，𝑏 = 𝑡′𝑝，∴𝑏 < 𝑎 ≤
𝑘

2
，𝑡′ < 𝑡 ≤

𝑞

2
， 

故𝑡 + 𝑡′ < 𝑞、𝑡 − 𝑡′ < 𝑞，得𝑞 ∤ 𝑡 + 𝑡′、𝑞 ∤ 𝑡 − 𝑡′，矛盾。∎ 

2. 𝒌 = 𝒑𝒒𝒓，其中𝒑、𝒒、𝒓為任意相異質數，因【性質𝟐-𝟏】僅考慮𝒂 ≤
𝒌

𝟐
。 

(1) 構造𝑎： 

    由【性質𝟐-𝟔】可知𝑝 | 𝑎 ∨ 𝑞 | 𝑎 ∨ 𝑟 | 𝑎。以下不失一般性討論(𝑘, 𝑎) = 𝑝𝑞與(𝑘, 𝑎) = 𝑝： 

【性質𝟑-𝟑】 

𝑘 = 𝑝𝑞𝑟，若(𝑘, 𝑎) = 𝑝𝑞：當𝑟 ≠ 2，𝑎 = 𝑝𝑞[(𝑝𝑞)𝑟−2 − 𝑚𝑟](𝑚 ∈ ℤ)；當𝑟 = 2，𝑎 = 𝑝𝑞即為所

求。 

<證明> 

1∘ 當𝑟 ≠ 2，設𝑎 = 𝑡𝑝𝑞(𝑡 ∈ ℕ)， 

由【定理𝟏】可知𝑡 = (𝑝𝑞)𝑟−2 − 𝑚𝑟， 𝑎 = 𝑝𝑞[(𝑝𝑞)𝑟−2 − 𝑚𝑟]， 

計算(𝑝𝑞)𝑟−2 ≡ 𝑥(𝑚𝑜𝑑 𝑟)代回求得𝑎值即可。 

2∘ 當𝑟 = 2：考慮𝑎 = 𝑡𝑝𝑞須滿足 2 | 𝑡𝑝𝑞 − 1與𝑡𝑝𝑞 ≤
𝑘

2
=

2𝑝𝑞

2
= 𝑝𝑞，因此𝑎 = 𝑝𝑞即為所求。∎ 
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【性質𝟑-𝟒】 

𝑘 = 𝑝𝑞𝑟，若(𝑘, 𝑎) = 𝑝，則符合所求的𝑎須同時滿足對𝑞構造與對𝑟構造的結果。 

<證明> 

當(𝑘, 𝑎) = 𝑝、𝑞 ≠ 2 且𝑟 ≠ 2：設𝑎 = 𝑡𝑝(𝑡 ∈ ℕ)， 

則(𝑡𝑝)2 ≡ 𝑡𝑝(𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑞𝑟)，𝑡𝑝 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑞𝑟)，考慮以下情況： 

1∘ 對𝑞構造：𝑡𝑝 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑞)， 

由【定理𝟏】知𝑡 = 𝑝𝑞−2 − 𝑚1𝑞(𝑚1 ∈ ℤ)， 

計算𝑝𝑞−2 ≡ 𝑥(𝑚𝑜𝑑 𝑞)，將𝑥代回𝑝(𝑝𝑞−2 − 𝑚1𝑞)求值， 

並將所有正整數值寫成數列〈𝑞𝑛〉：〈𝑞1, 𝑞2, 𝑞3, … 〉。 

2∘ 對𝑟構造：𝑡𝑝 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑟)， 

由【定理𝟏】知𝑡 = 𝑝𝑟−2 − 𝑚2𝑟(𝑚2 ∈ ℤ)， 

計算𝑝𝑟−2 ≡ 𝑥(𝑚𝑜𝑑 𝑟)，將𝑥代回𝑝(𝑝𝑟−2 − 𝑚2𝑟)求值， 

並將所有正整數值寫成數列〈𝑟𝑛〉：〈𝑟1, 𝑟2, 𝑟3, … 〉。 

3∘ ∵𝑎必須滿足𝑝𝑞𝑟 | 𝑎(𝑎 − 1)，∴符合所求的𝑎必須同時滿足𝑎 ∈ 〈𝑞𝑛〉與𝑎 ∈ 〈𝑟𝑛〉。 

當2 | 𝑞𝑟，不失一般性設𝑟 = 2，考慮以下情況： 

1∘ 對𝑞構造：同〈𝑞𝑛〉：〈𝑞1, 𝑞2, 𝑞3, … 〉。 

2∘ 對𝑟構造：考慮2 | 𝑡𝑝 − 1且𝑡 ≤ 𝑞(∵𝑡𝑝 ≤
2𝑝𝑞

2
= 𝑝𝑞)， 

將符合上述性質的𝑡𝑝寫成〈𝑠𝑛〉：〈𝑠1, 𝑠2, 𝑠3, … 〉。 

3∘ ∵𝑎必須滿足𝑝𝑞𝑟 | 𝑎(𝑎 − 1)，∴符合所求的𝑎必須同時滿足𝑎 ∈ 〈𝑞𝑛〉與𝑎 ∈ 〈𝑠𝑛〉。∎ 

(2) 考慮𝑏的存在： 

【引理𝟑-𝟓-𝟏】 

當𝑘 = 𝑝𝑞𝑟，滿足 (𝑘, 𝑎) = 𝑝𝑞，若存在𝑏則(𝑘, 𝑏) = 𝑝𝑞。 

 

<證明> 

若(𝑘, 𝑏) ≠ 𝑝𝑞，設𝑎 = 𝑡𝑝𝑞(𝑡 ∈ ℕ)，𝑏 = 𝑛(𝑛 ∈ ℕ)， 
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∵(𝑎 + 𝑏)(𝑎 − 𝑏) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑞𝑟)，∴𝑝𝑞𝑟 | (𝑎 + 𝑏)(𝑎 − 𝑏)。 

∵𝑝𝑞𝑟 | (𝑎 + 𝑏)(𝑎 − 𝑏)，∴𝑝𝑞 | (𝑎 + 𝑏)(𝑎 − 𝑏)。 

又∵(𝑘, 𝑏) ≠ 𝑝𝑞、(𝑘, 𝑎) = 𝑝𝑞，∴𝑝𝑞 ∤ (𝑎 + 𝑏)(𝑎 − 𝑏)，矛盾。∎ 

【性質𝟑-𝟓】 

當𝑘 = 𝑝𝑞𝑟，滿足 (𝑘, 𝑎) = 𝑝𝑞則不存在𝑏。 

<證明> 

設𝑎 = 𝑡𝑝𝑞(𝑡 ∈ ℕ)且存在𝑏， 

∵𝑎2 ≡ 𝑏2(𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑞𝑟)，(𝑎 + 𝑏)(𝑎 − 𝑏) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑞𝑟 )，∴𝑝𝑞𝑟 | (𝑎 + 𝑏)(𝑎 − 𝑏)。 

由【引理𝟑-𝟓-𝟏】可知(𝑘, 𝑏) = 𝑝𝑞，設𝑏 = 𝑡′𝑝𝑞(𝑡′ ∈ ℕ)， 

 ∵𝑝𝑞𝑟 | (𝑎 + 𝑏)(𝑎 − 𝑏)， ∴𝑝𝑞𝑟 | (𝑡 + 𝑡′)(𝑡 − 𝑡′)(𝑝𝑞)2。 

則 𝑟 | (𝑡 + 𝑡′) ∨ 𝑟 | (𝑡 − 𝑡′)。∵𝑏 < 𝑎 ≤
𝑘

2
，∴𝑡′ < 𝑡 ≤

𝑟

2
， 

則𝑡 − 𝑡′ < 𝑡 + 𝑡′ < 𝑟，因此𝑟 ∤ (𝑡 − 𝑡′)、𝑟 ∤ (𝑡 + 𝑡′)，矛盾。∎ 

【性質𝟑-𝟔】 

當𝑘 = 𝑝𝑞𝑟，滿足 (𝑘, 𝑎) = 𝑝則有條件存在𝑏。 

<證明> 

設𝑎 = 𝑡𝑝(𝑡 ∈ ℕ)，由(𝑎 + 𝑏)(𝑎 − 𝑏) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑞𝑟)可知(𝑘, 𝑏) = 𝑝。 

設𝑏 = 𝑡′𝑝(𝑡′ ∈ ℕ)，則𝑝𝑞𝑟 | (𝑡 + 𝑡′)(𝑡 − 𝑡′)𝑝2，𝑞𝑟 | (𝑡 + 𝑡′)(𝑡 − 𝑡′)。分為兩種情況： 

1∘ 𝑞𝑟 | (𝑡 + 𝑡′) ∨ 𝑞𝑟 | (𝑡 − 𝑡′)， 

∵𝑡′ < 𝑡 ≤
𝑞𝑟

2
，∴𝑡 − 𝑡′ < 𝑡 + 𝑡′ < 𝑞𝑟，𝑞𝑟 ∤ (𝑡 − 𝑡′)、𝑞𝑟 ∤ (𝑡 + 𝑡′)，矛盾。 

2∘ 𝑞 | (𝑡 + 𝑡′)、𝑟 | (𝑡 − 𝑡′)或𝑟 | (𝑡 + 𝑡′)、𝑞 | (𝑡 − 𝑡′)， 

不失一般性設𝑡 + 𝑡′ = 𝑚1𝑞，𝑡 − 𝑡′ = 𝑚2𝑟(其中𝑚1、𝑚2 ∈ ℝ)， 

兩式相加得2𝑡 = 𝑚1𝑞 + 𝑚2𝑟，則𝑚1𝑞 ≡ 2𝑡(𝑚𝑜𝑑 𝑟)， 

求出𝑚1 ≡ 𝑥(𝑚𝑜𝑑 𝑟)，將𝑚1 = 𝑥代回2𝑡 = 𝑚1𝑞 + 𝑚2𝑟求出𝑚2， 

若存在𝑚1、𝑚2 ∈ ℕ則存在𝑏。∎ 
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3. 𝒌 = ∏ 𝒑𝒊
𝒏
𝒊=𝟏 (𝒏 ∈ ℕ)，𝒑𝒊為任意相異質數，因【性質𝟐-𝟏】僅考慮𝒂 ≤

𝒌

𝟐
。 

(1) 構造𝑎： 

    由【性質𝟐-𝟔】可知恆有(𝑘, 𝑎) = ∏ 𝑝𝑖
𝑗
𝑖=1 。以下不失一般性討論(𝑘, 𝑎) = ∏ 𝑝𝑖

𝑛−1
𝑖=1 與

(𝑘, 𝑎) = ∏ 𝑝𝑖
𝑟
𝑖=1 (𝑟 ∈ ℕ，1 ≤ 𝑟 < 𝑛 − 1)。 

【性質𝟑-𝟕】 

𝑘 = ∏ 𝑝𝑖
𝑛
𝑖=1 ，若(𝑘, 𝑎) = ∏ 𝑝𝑖

𝑛−1
𝑖=1 ：當𝑝𝑛 ≠ 2， 𝑎 = ∏ 𝑝𝑖

𝑛−1
𝑖=1 [(∏ 𝑝𝑖

𝑛−1
𝑖=1 )𝑝𝑛−2 − 𝑚𝑝𝑛](𝑚 ∈ ℤ)； 

當𝑝𝑛 = 2，𝑎 = ∏ 𝑝𝑖
𝑛−1
𝑖=1 。 

<證明> 

1∘ 當𝑝𝑛 ≠ 2，由【定理𝟏】得𝑎 = ∏ 𝑝𝑖
𝑛−1
𝑖=1 [(∏ 𝑝𝑖

𝑛−1
𝑖=1 )𝑝𝑛−2 − 𝑚𝑝𝑛]…………式1 

計算∏ 𝑝𝑖
𝑛−1
𝑖=1

𝑝𝑛−2
≡ 𝑥(𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑛) 的值後代回式 1求出𝑎值即可。 

2∘ 當𝑝𝑛 = 2，考慮𝑎 = 𝑡 ∏ 𝑝𝑖
𝑛−1
𝑖=1 (𝑡 ∈ ℕ)須滿足2 | 𝑎 − 1、𝑎 ≤

𝑘

2
= ∏ 𝑝𝑖

𝑛−1
𝑖=1 ， 

因此𝑎 = ∏ 𝑝𝑖
𝑛−1
𝑖=1 即為所求。∎ 

【性質𝟑-𝟖】 

𝑘 = ∏ 𝑝𝑖
𝑛
𝑖=1 ，若(𝑘, 𝑎) = ∏ 𝑝𝑖

𝑟
𝑖=1 (𝑟 ∈ ℕ，1 < 𝑟 < 𝑛 − 1)，符合所求的𝑎必須滿足對所有

𝑝𝑗(𝑟 + 1 < 𝑗 ≤ 𝑛)構造的結果。 

<證明> 

1∘ 若𝑝𝑗 ≠ 2，由【定理𝟏】對每個𝑝𝑗可得∏ 𝑝𝑖
𝑟
𝑖=1 [(∏ 𝑝𝑖

𝑟
𝑖=1 )𝑝𝑗−2 − 𝑚𝑝𝑗](𝑚 ∈ ℤ)…………式2 

計算(∏ 𝑝𝑖
𝑟
𝑖=1 )𝑝𝑗−2 ≡ 𝑥(𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑗)的值後代回式 2求值， 

將不同𝑝𝑗求出的正整數值分別寫成數列〈𝑐𝑛〉、〈𝑑𝑛〉、〈𝑒𝑛〉、 … …， 

符合所求的𝑎必須同時存在於〈𝑐𝑛〉、〈𝑑𝑛〉、〈𝑒𝑛〉、 … …。 

2∘ 若𝑝𝑗 = 2，不失一般性設𝑝𝑛 = 2， 

對𝑝𝑛構造時考慮2 | 𝑡 ∏ 𝑝𝑖
𝑟
𝑖=1 − 1(𝑡 ∈ ℕ)與𝑡 ∏ 𝑝𝑖

𝑟
𝑖=1 ≤

𝑘

2
= ∏ 𝑝𝑖

𝑛−1
𝑖=𝑟+1 ， 

將符合性質的𝑡 ∏ 𝑝𝑖
𝑟
𝑖=1 寫成數列〈𝑓𝑛〉， 

符合所求的𝑎必須同時存在於〈𝑐𝑛〉、〈𝑑𝑛〉、〈𝑒𝑛〉、〈𝑓𝑛〉、 … …。 
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(2) 考慮𝑏的存在： 

【引理𝟑-𝟗-𝟏】 

當𝑘 = ∏ 𝑝𝑖
𝑛
𝑖=1 (𝑛 ∈ ℕ)，滿足(𝑘, 𝑎) = ∏ 𝑝𝑖

𝑛−1
𝑖=1 ，若存在𝑏則(𝑘, 𝑏) = ∏ 𝑝𝑖

𝑛−1
𝑖=1 。 

<證明> 

若(𝑘, 𝑏) = ∏ 𝑝𝑖
𝑚
𝑖=1 (𝑚 ∈ {1,2, . . . . . . , 𝑛 − 2})， 

令𝑎 = 𝑡 ∏ 𝑝𝑖
𝑛−1
𝑖=1 (𝑡 ∈ ℕ)，𝑏 = 𝑟 ∏ 𝑝𝑖

𝑚
𝑖=1 (𝑟 ∈ ℕ)，代回(𝑎 + 𝑏)(𝑎 − 𝑏)： 

(𝑎 + 𝑏)(𝑎 − 𝑏) =(𝑡 ∏ 𝑝𝑖
𝑛−1
𝑖=1 + 𝑟 ∏ 𝑝𝑖

𝑚
𝑖=1 )(𝑡 ∏ 𝑝𝑖

𝑛−1
𝑖=1 − 𝑟 ∏ 𝑝𝑖

𝑚
𝑖=1 )  

= (∏ 𝑝𝑖
𝑚
𝑖=1 )2(𝑡 ∏ 𝑝𝑖

𝑛−1
𝑖=𝑚+1 + 𝑟)(𝑡 ∏ 𝑝𝑖

𝑛−1
𝑖=𝑚+1 − 𝑟)。 

∵(𝑎 + 𝑏)(𝑎 − 𝑏) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 ∏ 𝑝𝑖
𝑛
𝑖=1 )，∴ ∏ 𝑝𝑖

𝑛
𝑖=1  | (𝑎 + 𝑏)(𝑎 − 𝑏)， 

則∏ 𝑝𝑖
𝑛
𝑖=1  | (∏ 𝑝𝑖

𝑚
𝑖=1 )2(𝑡 ∏ 𝑝𝑖

𝑛−1
𝑖=𝑚+1 + 𝑟)(𝑡 ∏ 𝑝𝑖

𝑛−1
𝑖=𝑚+1 − 𝑟)， 

∏ 𝑝𝑖
𝑛−1
𝑖=𝑚+1  | (𝑡 ∏ 𝑝𝑖

𝑛−1
𝑖=𝑚+1 + 𝑟)(𝑡 ∏ 𝑝𝑖

𝑛−1
𝑖=𝑚+1 − 𝑟)，此式成立唯若∏ 𝑝𝑖

𝑛−1
𝑖=𝑚+1  | 𝑟。∎ 

【性質𝟑-𝟗】 

當𝑘 = ∏ 𝑝𝑖
𝑛
𝑖=1 (𝑛 ∈ ℕ)，滿足(𝑘, 𝑎) = ∏ 𝑝𝑖

𝑛−1
𝑖=1 則不存在𝑏。 

<證明> 

由【引理𝟑-𝟗-𝟏】可知(𝑘, 𝑏) = ∏ 𝑝𝑖
𝑛−1
𝑖=1 。 

設𝑏 = 𝑡′ ∏ 𝑝𝑖
𝑛−1
𝑖=1 (𝑡′ ∈ ℕ)， 

∵ ∏ 𝑝𝑖
𝑛
𝑖=1 | (𝑎 + 𝑏)(𝑎 − 𝑏)，∴ ∏ 𝑝𝑖

𝑛
𝑖=1 | (𝑡 + 𝑡′)(𝑡 − 𝑡′)( ∏ 𝑝𝑖

𝑛−1
𝑖=1 )2， 

則𝑝𝑛 | (𝑡 + 𝑡′) ∨ 𝑝𝑛 | (𝑡 − 𝑡′)。 

又∵𝑡′ < 𝑡 ≤
𝑝𝑛

2
，∴𝑡 − 𝑡′ < 𝑡 + 𝑡′ < 𝑝𝑛， 

得𝑝𝑛 ∤ (𝑡 + 𝑡′) ∧ 𝑝𝑛 ∤ (𝑡 − 𝑡′)，矛盾。∎ 

【性質𝟑-𝟏𝟎】 

當𝑘 = ∏ 𝑝𝑖
𝑛
𝑖=1 (𝑛 ∈ ℕ)，滿足(𝑘, 𝑎) = ∏ 𝑝𝑖

𝑚
𝑖=1 (𝑚 ∈ ℕ，𝑚 < 𝑛 − 1)則有條件存在𝑏。 

<證明> 

設𝑎 = 𝑡 ∏ 𝑝𝑖
𝑚
𝑖=1 (𝑡 ∈ ℕ)， 

∵(𝑎 + 𝑏)(𝑎 − 𝑏) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑘 )，∴(𝑘, 𝑏) = ∏ 𝑝𝑖
𝑚
𝑖=1 。 
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設𝑏 = 𝑡′ ∏ 𝑝𝑖
𝑚
𝑖=1 (𝑡′ ∈ ℕ)， 

代入∏ 𝑝𝑖
𝑛
𝑖=1 | (𝑎 + 𝑏)(𝑎 − 𝑏)得 ∏ 𝑝𝑖

𝑛
𝑖=1  | (𝑡 + 𝑡′)(𝑡 − 𝑡′)(∏ 𝑝𝑖)

𝑚
𝑖=1

2
， 

則 ∏ 𝑝𝑖
𝑛
𝑖=𝑚+1 |(𝑡 + 𝑡′)(𝑡 − 𝑡′)。分為兩種情況： 

1∘ ∏ 𝑝𝑖
𝑛
𝑖=𝑚+1 |(𝑡 + 𝑡′) ∨ ∏ 𝑝𝑖

𝑛
𝑖=𝑚+1 |(𝑡 − 𝑡′)， 

∵ 𝑡′ < 𝑡 ≤
∏ 𝑝𝑖

𝑛
𝑖=𝑚+1

2
，∴ ∏ 𝑝𝑖

𝑛
𝑖=𝑚+1 ∤ (𝑡 + 𝑡′) ∧ ∏ 𝑝𝑖

𝑛
𝑖=𝑚+1 ∤ (𝑡 − 𝑡′)，矛盾。 

2∘ ∏ 𝑝𝑖
𝑟
𝑖=𝑚+1 |(𝑡 + 𝑡′) ∧ ∏ 𝑝𝑖

𝑛
𝑖=𝑟+1 |(𝑡 − 𝑡′)或∏ 𝑝𝑖

𝑟
𝑖=𝑚+1 |(𝑡 − 𝑡′) ∧ ∏ 𝑝𝑖

𝑛
𝑖=𝑟+1 |(𝑡 + 𝑡′) 

(其中𝑟 ∈ ℕ 且𝑟 < 𝑛)， 

不失一般性設𝑡 + 𝑡′ = 𝑚1 ∏ 𝑝𝑖
𝑟
𝑖=𝑚+1 、𝑡 − 𝑡′ = 𝑚2 ∏ 𝑝𝑖

𝑛
𝑖=𝑟+1 (其中𝑚1、𝑚2 ∈ ℝ)， 

兩式相加得2𝑡 = 𝑚1 ∏ 𝑝𝑖
𝑟
𝑖=𝑚+1 + 𝑚2 ∏ 𝑝𝑖

𝑛
𝑖=𝑟+1 …………式3 

則𝑚1 ∏ 𝑝𝑖
𝑟
𝑖=𝑚+1 ≡ 2𝑡(𝑚𝑜𝑑 ∏ 𝑝𝑖

𝑛
𝑖=𝑟+1 )， 

計算𝑚1 ≡ 𝑥(𝑚𝑜𝑑 ∏ 𝑝𝑖
𝑛
𝑖=𝑟+1 )代回式3求出𝑚2， 

若存在𝑚1 ∈ ℕ、𝑚2 ∈ ℕ則存在𝑏。∎ 

4. 𝒌 = 𝒑𝒏𝒒， 𝒑、𝒒為任意相異質數，𝒏 ∈ ℕ、𝒏 ≥ 𝟐，若𝒑 ≠ 𝟐：因【性質𝟐-𝟏】僅考慮 

𝒂 ≤
𝒌

𝟐
；若𝒑 = 𝟐：因【性質𝟐-𝟐】僅考慮𝒂 ≤

𝒌

𝟒
。 

(1) 構造𝑎： 

    由【性質𝟐-𝟕】可知𝑝𝑛 | 𝑎 ∨ 𝑞 | 𝑎，以下分別討論(𝑘, 𝑎) = 𝑝𝑛與(𝑘, 𝑎) = 𝑞的情況： 

【性質𝟑-𝟏𝟏】 

若(𝑘, 𝑎) = 𝑝𝑛：當𝑞 ≠ 2，𝑎 = 𝑝𝑛(𝑝𝑛(𝑞−2) − 𝑚𝑞)(𝑚 ∈ ℤ)；當𝑞 = 2，𝑎 = 𝑝𝑛。 

<證明> 

1∘ 當𝑞 ≠ 2，由【定理𝟏】可知𝑎 = 𝑝𝑛(𝑝𝑛(𝑞−2) − 𝑚𝑞)(𝑚 ∈ ℤ)…………式4 

計算𝑝𝑛(𝑞−2) ≡ 𝑥(𝑚𝑜𝑑 𝑞)的值後代回式 4求得𝑎值即可。 

2∘ 當𝑞 = 2，設𝑎 = 𝑡𝑝𝑛(𝑡 ∈ ℕ)， 

∵2 | 𝑎(𝑎 − 1)，∴2 | 𝑡𝑝𝑛 − 1； 

由【性質𝟐-𝟏】可知𝑎 = 𝑡𝑝𝑛 ≤
𝑘

2
= 𝑝𝑛， 

因此𝑎 = 𝑝𝑛即為所求。∎ 
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【性質𝟑-𝟏𝟐】 

𝑘 = 𝑝𝑛𝑞(𝑛 ∈ ℕ、𝑛 ≥ 2)，若(𝑘, 𝑎) = 𝑞： 

當𝑝 ≠ 2，若存在𝑚 ∈ ℤ滿足𝑞(𝑞𝑝−2 − 𝑚𝑝) > 0且𝑝𝑛 | 𝑞(𝑞𝑝−2 − 𝑚𝑝)，則𝑎 =  𝑞(𝑞𝑝−2 − 𝑚𝑝)； 

當𝑝 = 2(即𝑘 = 2𝑛𝑞)，若存在𝑡 ∈ ℕ，𝑡 ≤ 2𝑛−2滿足2𝑛 | 𝑡𝑞 − 1，則𝑎 = 𝑡𝑞。 

<證明> 

1∘ 當𝑝 ≠ 2，由【定理𝟏】得𝑞(𝑞𝑝−2 − 𝑚𝑝)(𝑚 ∈ ℤ)…………式5 

計算𝑞𝑝−2 ≡ 𝑥(𝑚𝑜𝑑 𝑝)的值後代回式 5求值， 

由於【定理𝟏】構造的結果僅滿足𝑝 | [𝑞(𝑞𝑝−2 − 𝑚𝑝) − 1]， 

因此仍須檢驗𝑝𝑛 | [𝑞(𝑞𝑝−2 − 𝑚𝑝) − 1]是否成立， 

若是則𝑎 =  𝑞(𝑞𝑝−2 − 𝑚𝑝)即為所求。 

2∘ 當𝑝 = 2，𝑘 = 2𝑛𝑞，設𝑎 = 𝑡𝑞(𝑡 ∈ ℕ)， 

∵2𝑛 | 𝑎 − 1，∴2𝑛 | 𝑡𝑞 − 1， 

由【性質𝟐-𝟐】可知， 𝑎 = 𝑡𝑞 ≤
𝑘

4
= 2𝑛−2𝑞，因此𝑡 ≤ 2𝑛−2。 

若存在𝑡滿足上述性質，則𝑎 = 𝑡𝑞即為所求。∎ 

(2) 考慮𝑏的存在： 

【性質𝟑-𝟏𝟑】 

當𝑘 = 𝑝𝑛𝑞，滿足(𝑘, 𝑎) = 𝑞且𝑝 ≠ 2時不存在𝑏； 𝑝 = 2時有條件存在𝑏。 

<證明> 

設𝑎 = 𝑡𝑞(𝑡 ∈ ℕ)且存在𝑏，∵𝑝𝑛𝑞 | (𝑎 + 𝑏)(𝑎 − 𝑏)，∴(𝑘, 𝑏) = 𝑞。 

令𝑏 = 𝑡′𝑞(𝑡′ ∈ ℕ)，則𝑝𝑛𝑞 | (𝑡 + 𝑡′)(𝑡 − 𝑡′)𝑞2，分為兩種情況： 

1∘ 若𝑝𝑛 | (𝑡 + 𝑡′) ∨ 𝑝𝑛 | (𝑡 − 𝑡′)， 

∵𝑡′ < 𝑡 ≤
𝑝𝑛

2
，∴𝑡 − 𝑡′ < 𝑡 + 𝑡′ < 𝑝𝑛，故𝑝𝑛 ∤ (𝑡 + 𝑡′) ∧ 𝑝𝑛 ∤ (𝑡 − 𝑡′)，矛盾。 

2∘ 若𝑝𝑚 | (𝑡 + 𝑡′)且𝑝𝑛−𝑚 | (𝑡 − 𝑡′)(其中𝑚 ∈ ℕ 且不失一般性設𝑛 > 𝑚)， 

則(𝑡 + 𝑡′, 𝑡 − 𝑡′) = 𝑝𝑛−𝑚，又(𝑡 + 𝑡′) − (𝑡 − 𝑡′) = 2𝑡′，因此若𝑝 ≠ 2時矛盾； 

當𝑝 = 2時需檢驗𝑝𝑛−𝑚 | 2𝑡′是否成立，若是則存在𝑏。∎ 
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【性質𝟑-𝟏𝟒】 

當𝑘 = 𝑝𝑛𝑞，滿足(𝑘, 𝑎) = 𝑝𝑛則有條件存在𝑏。 

<證明> 

設𝑎 = 𝑡𝑝𝑛(𝑡 ∈ ℕ)且存在𝑏， 

∵𝑝𝑛𝑞 | (𝑎 + 𝑏)(𝑎 − 𝑏)，∴(𝑘, 𝑏) = 𝑝𝑚 (𝑚 ∈ ℕ、𝑚 ≥
𝑛

2
)。 

令𝑏 = 𝑡′𝑝𝑚(𝑡′ ∈ ℕ 且不失一般性設𝑛 > 𝑚)， 

代入𝑝𝑛𝑞 | (𝑎 + 𝑏)(𝑎 − 𝑏)得𝑝𝑛𝑞 | (𝑝𝑚)2(𝑡𝑝𝑛−𝑚 + 𝑡′)(𝑡𝑝𝑛−𝑚 − 𝑡′)， 

則𝑞 | (𝑡𝑝𝑛−𝑚 + 𝑡′) ∨ 𝑞 | (𝑡𝑝𝑛−𝑚 − 𝑡′)， 𝑞 | 𝑡′(
𝑎

𝑏
+ 1) ∨ 𝑞 | 𝑡′(

𝑎

𝑏
− 1)， 

若存在𝑏 ∈ ℕ則存在𝑏。∎ 

5. 𝒌 = 𝒑𝒏𝒒𝒎，𝒑、𝒒為任意相異質數，𝒏 ∈ ℕ、𝒎 ∈ ℕ 且𝒏 ≥ 𝟐、𝒎 ≥ 𝟐，若𝒑 ≠ 𝟐、𝒒 ≠ 𝟐：

因【性質𝟐-𝟏】僅考慮𝒂 ≤
𝒌

𝟐
；若𝒑 = 𝟐 ∨ 𝒒 = 𝟐：因【性質𝟐-𝟐】僅考慮𝒂 ≤

𝒌

𝟒
。 

(1) 構造𝑎： 

由【性質𝟐-𝟕】可知𝑝𝑛 | 𝑎 ∨ 𝑞𝑚 | 𝑎。以下不失一般性討論(𝑘, 𝑎) = 𝑝𝑛： 

【性質𝟑-𝟏𝟓】 

當𝑘 = 𝑝𝑛𝑞𝑚，若(𝑘, 𝑎) = 𝑝𝑛：當𝑞 ≠ 2，若存在𝑚 ∈ ℤ 滿足𝑝𝑛(𝑝𝑛(𝑞−2) − 𝑚𝑞) > 0且

𝑞𝑚 | [𝑝𝑛(𝑝𝑛(𝑞−2) − 𝑚𝑞) − 1]，則𝑎 = 𝑝𝑛(𝑝𝑛(𝑞−2) − 𝑚𝑞)； 

當𝑞 = 2，若存在𝑡 ∈ ℕ，𝑡 ≤ 2𝑚−2滿足2𝑚 | (𝑡𝑝𝑛 − 1)，則𝑎 = 𝑡𝑝𝑛。 

<證明> 

1∘ 當𝑞 ≠ 2，由【定理𝟏】得𝑝𝑛(𝑝𝑛(𝑞−2) − 𝑚𝑞)(𝑚 ∈ ℤ)…………式6 

求出𝑝𝑛(𝑞−2) ≡ 𝑥(𝑚𝑜𝑑 𝑞)後代回式 6求值， 

∵【定理𝟏】構造的值僅滿足𝑞 | [𝑝𝑛(𝑝𝑛(𝑞−2) − 𝑚𝑞) − 1]， 

∴仍須檢驗𝑞𝑚 | [𝑝𝑛(𝑝𝑛(𝑞−2) − 𝑚𝑞) − 1]是否成立， 

若是則𝑎 = 𝑝𝑛(𝑝𝑛(𝑞−2) − 𝑚𝑞)即為所求。 

2∘ 當𝑞 = 2，𝑎 = 𝑡𝑝𝑛(𝑡 ∈ ℕ)，∵2𝑚 | (𝑎 − 1)，∴2𝑚 | (𝑡𝑝𝑛 − 1)， 
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由【性質𝟐-𝟐】可知，𝑎 = 𝑡𝑝𝑛 ≤
𝑘

4
= 2𝑚−2𝑝𝑛，因此𝑡 ≤ 2𝑚−2。 

若存在𝑡滿足上述性質，則𝑎 = 𝑡𝑝𝑛即為所求。∎ 

(2) 考慮𝑏的存在： 

【性質𝟑-𝟏𝟔】 

當𝑘 = 𝑝𝑛𝑞𝑚，滿足(𝑘, 𝑎) = 𝑝𝑛則有條件存在𝑏。 

<證明> 

設𝑎 = 𝑡𝑝𝑛(𝑡 ∈ ℕ)，∵𝑝𝑛𝑞𝑚|(𝑎 + 𝑏)(𝑎 − 𝑏)，∴(𝑘, 𝑎) = 𝑝𝑟(𝑟 ≥
𝑛

2
)。 

令𝑏 = 𝑡′𝑝𝑟(𝑡′ ∈ ℕ)(不失一般性設𝑛 > 𝑟)， 

則𝑝𝑛𝑞𝑚 | (𝑝𝑟)2(𝑡𝑝𝑛−𝑟 + 𝑡′)(𝑡𝑝𝑛−𝑟 − 𝑡′)， 

𝑞𝑚 | (𝑡𝑝𝑛−𝑟 + 𝑡′)(𝑡𝑝𝑛−𝑟 − 𝑡′)，分為兩種情況： 

1∘ 若𝑞𝑠 | (𝑡𝑝𝑛−𝑟 + 𝑡′) ∧ 𝑞𝑚−𝑠 | (𝑡𝑝𝑛−𝑟 − 𝑡′)(其中 s ∈ ℕ且s < 𝑚)， 

則𝑡𝑝𝑛−𝑟 + 𝑡′ ≡ 𝑡𝑝𝑛−𝑟 − 𝑡′(𝑚𝑜𝑑 𝑞)，2𝑡′ ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑞)， 

此式成立若且唯若𝑞 = 2，因此當𝑞為奇質數時不合； 

而𝑞 = 2時，檢驗𝑞𝑠 | (𝑡𝑝𝑛−𝑟 + 𝑡′) ∧ 𝑞𝑚−𝑠 | (𝑡𝑝𝑛−𝑟 − 𝑡′)成立即存在𝑏 = 𝑡′𝑝𝑟， 

2∘ 當𝑞𝑚 | (𝑡𝑝𝑛−𝑟 + 𝑡′) ∨ 𝑞𝑚 | (𝑡𝑝𝑛−𝑟 − 𝑡′)，則𝑞𝑚|𝑡′(
𝑎

𝑏
+ 1) ∨ 𝑞𝑚|𝑡′(

𝑎

𝑏
− 1)成立即存在𝑏。∎ 

6. 𝒌 = ∏ 𝒑𝒊
𝜶𝒊𝒏

𝒊=𝟏 ，𝒑𝒊為任意相異質數，𝒏、𝜶𝒊 ∈ ℕ。 

(1) 構造𝑎： 

由【性質𝟐-𝟕】可知對於𝑗 ∈ ℕ，𝑗 < 𝑛恆有(𝑘, 𝑎) = ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖

𝑗
1 。 

 

【性質𝟑-𝟏𝟕】 

當(𝑘, 𝑎) = ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑛−1

𝑖=1 ： 

若 𝑝𝑛 ≠ 2 ， 𝑚 ∈ ℤ 滿足 ∏ (𝑝𝑖
𝛼𝑖)𝑛−1

𝑖=1
𝑝𝑛−2

− 𝑚𝑝𝑛 > 0 且𝑝𝑛
𝛼𝑛  |  {∏ 𝑝𝑖

𝛼𝑖𝑛−1
𝑖=1 [∏ (𝑝𝑖

𝛼𝑖)𝑛−1
𝑖=1

𝑝𝑛−2
−

𝑚𝑝𝑛] − 1}，則𝑎 = ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑛−1

𝑖=1 [∏ (𝑝𝑖
𝛼𝑖)𝑛−1

𝑖=1
𝑝𝑛−2

− 𝑚𝑝𝑛]即為所求；若𝑝𝑛 = 2，若存在𝑡 ∈ ℕ且𝑡 ≤

2𝛼𝑛−2(若𝛼𝑛 = 1 則 𝑡 = 1)滿足2𝛼𝑛  | (𝑡 ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑛−1

𝑖=1 − 1)，則𝑎 = 𝑡 ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑛−1

𝑖=1 。 
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<證明> 

1∘ 當𝑝𝑛 ≠ 2，由【定理 1】可得 ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑛−1

𝑖=1 [∏ (𝑝𝑖
𝛼𝑖)𝑛−1

𝑖=1
𝑝𝑛−2

− 𝑚𝑝𝑛]…………式7 

計算 ∏ (𝑝𝑖
𝛼𝑖)𝑛−1

𝑖=1
𝑝𝑛−2

≡ 𝑥(𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑛)，代回式 7 求值； 

∵【定理𝟏】構造的值僅滿足𝑝𝑛 |  {∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑛−1

𝑖=1 [∏ (𝑝𝑖
𝛼𝑖)𝑛−1

𝑖=1
𝑝𝑛−2

− 𝑚𝑝𝑛] − 1} ， 

∴仍須檢驗𝑝𝑛
𝛼𝑛  |  {∏ 𝑝𝑖

𝛼𝑖𝑛−1
𝑖=1 [∏ (𝑝𝑖

𝛼𝑖)𝑛−1
𝑖=1

𝑝𝑛−2
− 𝑚𝑝𝑛] − 1}是否成立， 

若是則𝑎 = ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑛−1

𝑖=1 [∏ (𝑝𝑖
𝛼𝑖)𝑛−1

𝑖=1
𝑝𝑛−2

− 𝑚𝑝𝑛]即為所求。 

2∘ 當𝑝 = 2，設𝑎 = 𝑡 ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑛−1

𝑖=1 (𝑡 ∈ ℕ)， 

∵ ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑛

𝑖=1  | 𝑎(𝑎 − 1)，∴2𝛼𝑛  | (𝑎 − 1)，即2𝛼𝑛  | (𝑡 ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑛−1

𝑖=1 − 1)。 

由【性質𝟐-𝟏】可知當𝛼𝑛 = 1 時 𝑎 = 𝑡 ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑛−1

𝑖=1 ≤
𝑘

2
= ∏ 𝑝𝑖

𝛼𝑖𝑛−1
𝑖=1 ，因此𝑡 = 1； 

由【性質𝟐-𝟐】可知當𝛼𝑛 ≥ 2時𝑎 = 𝑡 ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑛−1

𝑖=1 ≤
𝑘

4
= ∏ 𝑝𝑖

𝛼𝑖𝑛−1
𝑖=1 2𝛼𝑛−2，因此𝑡 ≤ 2𝛼𝑛−2。 

若存在𝑡滿足上述性質，則𝑎 = 𝑡 ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑛−1

𝑖=1 即為所求。 

【性質𝟑-𝟏𝟖】 

𝑘 = ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑛

𝑖=1 ，若(𝑘, 𝑎) = ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑟

𝑖=1 (𝑟 ∈ ℕ 且 1 ≤ 𝑟 < 𝑛 − 1)： 

當𝑝ℓ ≠ 2(其中 ℓ ∈ {𝑟 + 1, 𝑟 + 2, … … , 𝑛})，符合所求的𝑎必須滿足對所有𝑝𝑗
𝛼𝑗(𝑟 + 1 < 𝑗 ≤ 𝑛)

構造的結果。 

當𝑝ℓ = 2， 𝑡′ ∈ ℕ滿足𝑡′ ≤ ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑛−1

𝑖=𝑟+1 (當𝛼ℓ = 1 時)或𝑡′ ≤ 2𝛼𝑛−2 ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑛−1

𝑖=𝑟+1 (當𝛼ℓ ≥ 2時)，

且滿足2𝛼ℓ  | (𝑡′ ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑟

𝑖=1 − 1)，則𝑎 = 𝑡′ ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑟

𝑖=1 即為所求。 

<證明> 

1∘ 當𝑝ℓ ≠ 2，由【定理 1】得 ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑟

𝑖=1 [(∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖)(𝑝𝑗−2)𝑟

𝑖=1 − 𝑚𝑝𝑗]…………式8 

計算∏ (𝑝𝑖
𝛼𝑖)(𝑝𝑗−2)𝑟

𝑖=1 ≡ 𝑥(𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑗)， 

代回式 8 求值，並將不同所有正整數值寫成數列〈𝑐𝑛〉、〈𝑑𝑛〉、〈𝑒𝑛〉、 … …。 

由於應用【定理 1】時會使模從𝑝𝑗
𝛼𝑗變成𝑝𝑗， 

因此找到一數𝑦同時存在於〈𝑐𝑛〉、〈𝑑𝑛〉、〈𝑒𝑛〉、 … …後， 
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仍需檢查∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑛

𝑖=1  | 𝑦(𝑦 − 1)是否成立，若是則𝑎 = 𝑦即為所求。 

2∘ 當𝑝ℓ = 2，設𝑎 = 𝑡′ ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑟

𝑖=1 (𝑡′ ∈ ℕ)並不失一般性設𝑝ℓ = 𝑝𝑛， 

∵ ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑛

𝑖=1  | 𝑎(𝑎 − 1)，∴2𝛼𝑛  | (𝑎 − 1)，即2𝛼𝑛  | (𝑡′ ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑟

𝑖=1 − 1)。 

由【性質𝟐-𝟏】可知，當𝛼𝑛 = 1 時𝑎 ≤
𝑘

2
= ∏ 𝑝𝑖

𝛼𝑖𝑛−1
𝑖=1 ，因此𝑡′ ≤ ∏ 𝑝𝑖

𝛼𝑖𝑛−1
𝑖=𝑟+1 ； 

由【性質𝟐-𝟐】可知，當𝛼𝑛 ≥ 2時𝑎 ≤
𝑘

4
= ∏ 𝑝𝑖

𝛼𝑖𝑛−1
𝑖=1 2𝛼𝑛−2，因此𝑡′ ≤ 2𝛼𝑛−2 ∏ 𝑝𝑖

𝛼𝑖𝑛−1
𝑖=𝑟+1 。 

若存在𝑡′符合上述性質，則𝑎 = 𝑡′ ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑟

𝑖=1 即為所求。 

(2) 考慮𝑏的存在： 

【性質𝟑-𝟏𝟗】 

當𝑘 = ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑛

𝑖=1 ，滿足(𝑘, 𝑎) = ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑛−1

𝑖=1 且𝛼𝑖 = 1，𝑝𝑛 ≠ 2時不存在𝑏；若𝑝𝑛 = 2則有條件存

在𝑏。 

<證明> 

設𝑎 = 𝑡 ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑛−1

𝑖=1 (𝑡 ∈ ℕ)且存在𝑏， 

∵ ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑛

𝑖=1  | (𝑎 + 𝑏)(𝑎 − 𝑏)，∴(𝑘, 𝑏) = ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑛−1

𝑖=1 。 

令𝑏 = 𝑡′ ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑛−1

𝑖=1 (𝑡′ ∈ ℕ)，則∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑛

𝑖=1  | (𝑡 + 𝑡′)(𝑡 − 𝑡′)(∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑛−1

𝑖=1 )2，分為兩種情況： 

1∘ 若𝑝𝑛
𝛼𝑛  | (𝑡 + 𝑡′)  ∨ 𝑝𝑛

𝛼𝑛  | (𝑡 − 𝑡′) 成立， 

∵𝑡′ < 𝑡 ≤
𝑝𝑛

𝛼𝑛

2
，∴𝑡 − 𝑡′ < 𝑡 + 𝑡′ < 𝑝𝑛

𝛼𝑛， 

故𝑝𝑛
𝛼𝑛 ∤ (𝑡 + 𝑡′) ∧ 𝑝𝑛

𝛼𝑛 ∤ (𝑡 − 𝑡′)，矛盾。 

2∘ 若𝑝𝑛
𝑚 | (𝑡 + 𝑡′)且𝑝𝑛

𝛼𝑛−𝑚 | (𝑡 − 𝑡′)(其中𝑚 ∈ ℕ 且𝑚 < 𝛼𝑛)， 

則(𝑡 + 𝑡′, 𝑡 − 𝑡′) = 𝑝𝑛
𝛼𝑛−𝑚(不失一般性設𝑚 ≥

𝛼𝑛

2
)， 

又(𝑡 + 𝑡′) − (𝑡 − 𝑡′) = 2𝑡′，當𝑝𝑛 ≠ 2 時𝑝𝑛 ∤ 2𝑡′，矛盾； 

若𝑝𝑛 = 2，則檢驗𝑝𝑛
𝛼𝑛−𝑚 | 2𝑡′是否成立，若是則存在𝑏。∎ 

【性質𝟑-𝟐𝟎】 

當𝑘 = ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑛

𝑖=1 ，滿足(𝑘, 𝑎) = ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑚

𝑖=1 (𝑚 ∈ ℕ 且 1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛 − 1)，則有條件存在𝑏。 
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<證明> 

當(𝑘, 𝑎) = ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑚

𝑖=1 ，設𝑎 = 𝑡 ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑚

𝑖=1 (𝑡 ∈ ℕ)， 

∵ ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑛

𝑖=1 | (𝑎 + 𝑏)(𝑎 − 𝑏)，∴(𝑘, 𝑏) = ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖

′𝑚
𝑖=1 (𝛼𝑖

′ ∈ ℕ , 𝛼𝑖
′ ≥

𝛼𝑖

2
)。 

設𝑏 = 𝑡′ ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖

′𝑚
𝑖=1 (𝑡′ ∈ ℕ )， 

∵ ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑛

𝑖=1  | (𝑎 + 𝑏)(𝑎 − 𝑏)且不失一般性設 ∑ 𝛼𝑖
𝑚
𝑖=1 ≥ ∑ 𝛼𝑖

′𝑚
𝑖=1 ， 

∴ ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖  𝑛

𝑖=1 | (∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖

′
)𝑚

𝑖=1

2
(𝑡 ∏ 𝑝𝑖

(𝛼𝑖−𝛼𝑖
′) + 𝑡′𝑚

𝑖=1 )(𝑡 ∏ 𝑝𝑖
(𝛼𝑖−𝛼𝑖

′) − 𝑡′𝑚
𝑖=1 )， 

分為兩種情況： 

1∘ 若∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖  |𝑛

𝑖=𝑚+1  (𝑡 ∏ 𝑝𝑖
(𝛼𝑖−𝛼𝑖

′) + 𝑡′𝑚
𝑖=1 )  ∨ ∏ 𝑝𝑖

𝛼𝑖  |𝑛
𝑖=𝑚+1 (𝑡 ∏ 𝑝𝑖

(𝛼𝑖−𝛼𝑖
′) − 𝑡′𝑚

𝑖=1 )， 

則∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖  |𝑛

𝑖=𝑚+1 𝑡 (
𝑏

𝑎
+ 1) ∨ ∏ 𝑝𝑖

𝛼𝑖  |𝑛
𝑖=𝑚+1 𝑡(

𝑏

𝑎
− 1)，如果存在𝑏 ∈ ℕ則存在𝑏。 

2∘ 若∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖  |𝑟

𝑖=𝑚+1  (𝑡 ∏ 𝑝𝑖
(𝛼𝑖−𝛼𝑖

′) + 𝑡′𝑚
𝑖=1 ) ∧  ∏ 𝑝𝑖

𝛼𝑖  |𝑛
𝑖=𝑟+1  (𝑡 ∏ 𝑝𝑖

(𝛼𝑖−𝛼𝑖
′) − 𝑡′)𝑚

𝑖=1 (其中 

𝑚 + 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑛 − 1)： 

設(𝑡 ∏ 𝑝𝑖
(𝛼𝑖−𝛼𝑖

′) + 𝑡′𝑚
𝑖=1 ) = 𝑚1 ∏ 𝑝𝑖

𝛼𝑖𝑟
𝑖=𝑚+1 ， 

(𝑡 ∏ 𝑝𝑖
(𝛼𝑖−𝛼𝑖

′) − 𝑡′𝑚
𝑖=1 ) = 𝑚2 ∏ 𝑝𝑖

𝛼𝑖𝑛
𝑖=𝑟+1 (𝑚1、𝑚2 ∈ ℝ)， 

兩式相加得2𝑡 ∏ 𝑝𝑖
(𝛼𝑖−𝛼𝑖

′)𝑚
𝑖=1 = 𝑚1 ∏ 𝑝𝑖

𝛼𝑖𝑟
𝑖=𝑚+1 + 𝑚2 ∏ 𝑝𝑖

𝛼𝑖𝑛
𝑖=𝑟+1 …………式9 

𝑚1 ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑟

𝑖=𝑚+1 ≡ 2𝑡 ∏ 𝑝𝑖
(𝛼𝑖−𝛼𝑖

′)𝑚
𝑖=1 (𝑚𝑜𝑑 ∏ 𝑝𝑖

𝛼𝑖)𝑛
𝑖=𝑟+1 ， 

求出𝑚1 ≡ 𝑥(𝑚𝑜𝑑 ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖)𝑛

𝑖=𝑟+1 ，代回式 9求出𝑚2，若存在𝑚1、𝑚2 ∈ ℕ則存在𝑏。∎ 

(四)特殊週期數列〈𝑎𝛽〉 

    觀察所有週期數列〈𝑎𝑚〉，可以發現有些〈𝑎𝑚〉並不滿足任意項𝑎𝑖 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 𝑘)。例如𝑘 =

14，𝑎𝑛 = 𝑎 = 2，〈𝑎𝑚〉 = 〈2, 16, 4, 2, … 〉，但4 ≢ 2(𝑚𝑜𝑑 𝑘)。我們稱這些發生餘數轉換的數列

為「特殊週期數列〈𝑎𝛽〉」，滿足∃𝑗 ∈ ℕ：𝑎𝑗 ≢ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 𝑘)。我們發現它們在餘數的轉換時會產生

一些性質。以𝑘 = 55，𝑎𝑛 = 𝑎 = 5為例，餘數將依序出現5 → 15 → 20 → 25 → 5，我們同時

發現516 ≡ 5(𝑚𝑜𝑑 55)。對此，我們提出【性質𝟒-𝟏】： 

【性質𝟒-𝟏】形成〈𝒂𝜷〉的必要條件 

若𝑎𝑛 = 𝑐1且數列在轉換𝑠次(𝑠 ∈ ℕ、𝑠 ≥ 2)餘數後形成〈𝑎𝛽〉，則恆有𝑐1
2𝑠

≡ 𝑐1(𝑚𝑜𝑑 𝑘)。 
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<證明> 

設〈𝑎𝛽〉 = 〈𝑐1, … , 𝑐2, … , 𝑐𝑠−1, … , 𝑐𝑠, … , 𝑐1〉且𝑎𝑚 = 𝑐2， 

滿足𝑎𝑛 = 𝑐1，∄𝑖 ∈ ℕ、𝑗 ∈ ℕ、𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑠：𝑐𝑖 ≡ 𝑐𝑗(𝑚𝑜𝑑 𝑘)， 

且∄ℓ ∈ ℕ、ℓ ≤ 𝑠、𝑎ℓ ≠ 𝑐𝑗：√𝑎ℓ−1 ∈ ℕ， 

∵∀𝑥 ∈ ℕ、𝑛 ≤ 𝑥 < 𝑚：𝑎𝑥 ≡ 𝑐1(𝑚𝑜𝑑 𝑘)，∴𝑐2
2 ≡ 𝑐1(𝑚𝑜𝑑 𝑘)， 

顯然𝑐3
2 ≡ 𝑐2(𝑚𝑜𝑑 𝑘)、𝑐4

2 ≡ 𝑐3(𝑚𝑜𝑑 𝑘)、……、𝑐𝑠
2 ≡ 𝑐𝑠−1(𝑚𝑜𝑑 𝑘)、𝑐1

2 ≡ 𝑐𝑠(𝑚𝑜𝑑 𝑘)。 

將𝑐1
2 ≡ 𝑐𝑠(𝑚𝑜𝑑 𝑘)代回𝑐𝑠

2 ≡ 𝑐𝑠−1(𝑚𝑜𝑑 𝑘)得𝑐1
4 ≡ 𝑐𝑠−1(𝑚𝑜𝑑 𝑘)， 

逐項代回至𝑐2
2 ≡ 𝑐1(𝑚𝑜𝑑 𝑘)可得𝑐1

2𝑠
≡ 𝑐1(𝑚𝑜𝑑 𝑘)。∎ 

【引理𝟒-𝟐-𝟏】 

對於〈𝑎𝛽〉，𝑐1
2𝑠

≡ 𝑐1(𝑚𝑜𝑑 𝑘)與{𝑐𝑛}：{𝑐1、𝑐2、 … … 、𝑐𝑠}，𝑐𝑖必存在於數列中。 

<證明> 

設𝑎𝑛 = 𝑥滿足𝑥 ≡ 𝑐𝑖(𝑚𝑜𝑑 𝑘)且𝑥2𝑠
≡ 𝑥(𝑚𝑜𝑑 𝑘)， 

∵𝑐𝑖 < 𝑥，∴∃𝑠 ∈ ℕ： 𝑥 < 𝑐𝑖
2𝑠

< 𝑥2(若否，則𝑐𝑖
2𝑠

< 𝑥且𝑐𝑖
2𝑠+1

> 𝑥2，矛盾)， 

故存在𝑚 > 𝑛滿足𝑎𝑚 = 𝑐𝑖。∎ 

【性質𝟒-𝟐】形成〈𝒂𝜷〉的充要條件 

∃𝑐1、𝑠 ∈ ℕ、𝑐1 ≥ 2：𝑐1
2𝑠

≡ 𝑐1(𝑚𝑜𝑑 𝑘)，{𝑐𝑛}：{𝑐1、𝑐2、 … … 、𝑐𝑠}必存在𝑐2
2 ≡ 𝑐1(𝑚𝑜𝑑 𝑘)、

𝑐3
2 ≡ 𝑐2(𝑚𝑜𝑑 𝑘)、……、𝑐𝑠

2 ≡ 𝑐𝑠−1(𝑚𝑜𝑑 𝑘)、𝑐1
2 ≡ 𝑐𝑠(𝑚𝑜𝑑 𝑘)； 

若同時滿足∄𝑛 ∈ ℕ、𝑛 < 𝑐𝑖：𝑛2 ≡ 𝑐𝑖(𝑚𝑜𝑑 𝑘)即存在〈𝑎𝛽〉。 

<證明> 

令𝑐1
2 ≡ 𝑐2(𝑚𝑜𝑑 𝑘)、𝑐1

22
≡ 𝑐3(𝑚𝑜𝑑 𝑘)、……、𝑐1

2𝑠−1
≡ 𝑐𝑠(𝑚𝑜𝑑 𝑘)且滿足𝑐𝑖 ≤ 𝑘， 

顯然𝑐𝑖必滿足𝑐2
2 ≡ 𝑐1(𝑚𝑜𝑑 𝑘)、𝑐3

2 ≡ 𝑐2(𝑚𝑜𝑑 𝑘)、……、𝑐𝑠
2 ≡ 𝑐𝑠−1(𝑚𝑜𝑑 𝑘)、𝑐1

2 ≡ 𝑐𝑠(𝑚𝑜𝑑 𝑘)。 

由【引理𝟒-𝟐-𝟏】可知𝑐𝑖必在數列中，若∃𝑛 ∈ ℕ、𝑛 < 𝑐𝑖：𝑛2 ≡ 𝑐𝑖(𝑚𝑜𝑑 𝑘)， 

∵𝑛 < 𝑐𝑖，∴𝑛2 < 𝑐𝑖−1
2，因此數列將出現𝑎ℓ = 𝑛破壞原本週期。∎ 

(五)補充說明 

    即使已確知𝑎𝑛 = 𝑎代入數列可形成週期，並不保證任意正整數𝑥滿足𝑥 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 𝑘)即可以
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𝑎𝑛 = 𝑥代入數列形成週期。根據𝑘的列表之對稱性，可知當𝑎 ≠
𝑘

2
且𝑎 ≠ 𝑘時必然有一數𝑖滿足

𝑎 < 𝑖 < 𝑘且𝑖2 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 𝑘)，此時若令𝑥 = 𝑖2，𝑎𝑛 = 𝑥代入數列將使𝑎𝑛+1 = 𝑖破壞週期。 

伍、 研究結果 

一、對於週期數列〈𝑎𝑚〉，存在無限多個𝑎𝑚 = 𝑎𝑛若且唯若∃𝑚 ∈ ℕ、 𝑚 > 𝑛：𝑎𝑚 = 𝑎𝑛。 

二、𝑘的列表右欄存在二分對稱性若且唯若𝑘 ∈ ℕ；存在四分對稱性若且唯若4 | 𝑘。任意𝑘的

列表均不存在其他對稱性。 

三、形成單純週期數列〈𝑎𝛼〉的充要條件為數列中存在𝑎且不存在𝑏。 

四、對於𝑘 ≥ 3，〈𝑎𝛼〉滿足∃𝑖 ∈ ℕ：𝑎𝑖 = 𝑎且∄𝑗 ∈ ℕ：𝑎𝑗 < 𝑎。 

五、當𝑘 = 1，形成〈𝑎𝛼〉若且唯若𝑎𝑛 = 𝑐滿足𝑐 ∈ ℕ，且數列終將進入〈𝑎𝛼〉 = 〈… ,2,3,4,2, … 〉。 

六、當𝑘為奇質數，形成〈𝑎𝛼〉若且唯若𝑎𝑛 = 𝑐滿足𝑐 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑘)，因此第 58 屆 IMO 競賽第一

題的答案是「𝑎0為所有3的倍數」；當𝑘 = 2，形成〈𝑎𝛼〉若且唯若𝑎𝑛 = 𝑐′滿足𝑐′ ∈ ℕ，且當

𝑎𝑛 = 2𝑛(𝑛 ∈ ℕ)時數列終將進入〈𝑎𝛼〉 = 〈… ,2,4,2,4, … 〉；當𝑎𝑛 = 2𝑛′ + 1(𝑛′ ∈ ℕ)時數列終

將進入〈𝑎𝛼〉 = 〈… ,3,5,7,9,3, … 〉。 

七、對任意𝑘 ≥ 3：當𝑎 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑘)，若𝑘 = ∏ 𝑝𝑖
𝑛
𝑖=1 (𝑛 ∈ ℕ，𝑝𝑖為任意相異質數)能形成週期，

反之亦然；當𝑎 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑘)時皆不能形成週期。 

八、當𝑘 = ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑛

𝑖=1 (𝑛 ∈ ℕ，𝑝𝑖為任意相異質數且𝑗 ∈ {1,2, … … , 𝑛 − 1})，恆有(𝑘, 𝑎) = ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖

𝑗
1 。 

九、構造𝑎： 

(一) 𝑘 = ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑛

𝑖=1 ，當(𝑘, 𝑎) = ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑛−1

𝑖=1 ，分為兩種情況(以下𝑚 ∈ ℤ)： 

1∘ 𝑝𝑛 ≠ 2， ∏ (𝑝𝑖
𝛼𝑖)𝑛−1

𝑖=1
𝑝𝑛−2

− 𝑚𝑝𝑛 > 0、𝑝𝑛
𝛼𝑛| {∏ 𝑝𝑖

𝛼𝑖𝑛−1
𝑖=1 [∏ (𝑝𝑖

𝛼𝑖)𝑛−1
𝑖=1

𝑝𝑛−2
− 𝑚𝑝𝑛] − 1}

皆成立時，𝑎 = ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑛−1

𝑖=1 [∏ (𝑝𝑖
𝛼𝑖)𝑛−1

𝑖=1
𝑝𝑛−2

− 𝑚𝑝𝑛]即為所求。 

2∘ 𝑝𝑛 = 2，若存在𝑡 ∈ ℕ且𝑡 ≤ 2𝛼𝑛−2(若𝛼𝑛 = 1 則 𝑡 = 1)滿足2𝛼𝑛  | (𝑡 ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑛−1

𝑖=1 − 1)，則

𝑎 = 𝑡 ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑛−1

𝑖=1 即為所求。 

(二) 當(𝑘, 𝑎) = ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑟

𝑖=1 (𝑟 ∈ ℕ 且 1 ≤ 𝑟 < 𝑛 − 1)： 

1∘ 當𝑝ℓ ≠ 2(其中 ℓ ∈ {𝑟 + 1, 𝑟 + 2, … … , 𝑛})，符合所求的𝑎必須滿足對所有𝑝𝑗
𝛼𝑗(𝑟 + 1 <
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𝑗 ≤ 𝑛)構造的結果。 

2∘ 當𝑝ℓ = 2， 𝑡′ ∈ ℕ滿足𝑡′ ≤ ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑛−1

𝑖=𝑟+1 (當𝛼ℓ = 1 時)或𝑡′ ≤ 2𝛼𝑛−2 ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑛−1

𝑖=𝑟+1 (當𝛼ℓ ≥

2時)，且滿足2𝛼ℓ  | (𝑡′ ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑟

𝑖=1 − 1)，則𝑎 = 𝑡′ ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑟

𝑖=1 即為所求。 

十、考慮𝑏存在： 

當𝑘 = ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑛

𝑖=1 ： 

若(𝑘, 𝑎) = ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑛−1

𝑖=1 且𝛼𝑖 = 1，𝑝𝑛 ≠ 2時不存在𝑏；若𝑝𝑛 = 2，檢查𝑝𝑛
𝛼𝑛−𝑚 | 2𝑡′是否成立(

其中𝑚、𝑡′ ∈ ℕ且不失一般性設𝑚 ≥
𝛼𝑛

2
)，若是則存在𝑏。 

若(𝑘, 𝑎) = ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑚

𝑖=1 (𝑚 ∈ ℕ 且 1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛 − 1)，設𝑏 = 𝑡′ ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖

′𝑚
𝑖=1 (𝑡′ ∈ ℕ且不失一般性

設∑ 𝛼𝑖
𝑚
𝑖=1 ≥ ∑ 𝛼𝑖

′𝑚
𝑖=1 )，分為兩種情況： 

(一) 當∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖  |𝑛

𝑖=𝑚+1 𝑡 (
𝑏

𝑎
+ 1) ∨ ∏ 𝑝𝑖

𝛼𝑖  |𝑛
𝑖=𝑚+1 𝑡(

𝑏

𝑎
− 1)成立時即存在𝑏。 

(二) 存 在 𝑚1、𝑚2 ∈ ℕ 滿 足  (𝑡 ∏ 𝑝𝑖
(𝛼𝑖−𝛼𝑖

′) + 𝑡′𝑚
𝑖=1 ) = 𝑚1 ∏ 𝑝𝑖

𝛼𝑖𝑟
𝑖=𝑚+1 與(𝑡 ∏ 𝑝𝑖

(𝛼𝑖−𝛼𝑖
′) −𝑚

𝑖=1

𝑡′) = 𝑚2 ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑛

𝑖=𝑟+1 即存在𝑏。 

十一、不必考慮「𝑏存在」的𝑎(僅存在於𝑘 = ∏ 𝑝𝑖
𝑛−1
𝑖=1 𝑝𝑛

𝛼𝑛，而此處以𝑘 = ∏ 𝑝𝑖
𝑛
𝑖=1 說明)： 

當𝑝𝑛 ≠ 2， 𝑎 = ∏ 𝑝𝑖
𝑛−1
𝑖=1 [(∏ 𝑝𝑖

𝑛−1
𝑖=1 )𝑝𝑛−2 − 𝑚𝑝𝑛](𝑚 ∈ ℤ)； 

當𝑝𝑛 = 2，𝑎 = ∏ 𝑝𝑖
𝑛−1
𝑖=1 。 

對於其他的𝑎皆有條件存在𝑏。 

十二、給定𝑘後，尋找可形成週期的𝑎的方式： 

1∘ 觀察𝑘的列表(適用於𝑘值較小時，如表 5)： 

                表 5 

⋮ 

𝑎 

⋮ 

⋮ 

𝑎 

⋮ 

    列表中若存在某列左右欄的數相同(如表 5 中的𝑎)，且右欄的𝑎滿足「所有位在它

上方的數皆不是𝑎」，則𝑎𝑛 = 𝑎代入數列可形成〈𝑎𝛼〉。對於特殊週期數列中𝑘的列表，如

表 6： 
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                表 6 

⋮ 

𝑐1 

⋮ 

𝑐2 

⋮ 

𝑐𝑛 

⋮ 

⋮ 

𝑐2 

⋮ 

𝑐3 

⋮ 

𝑐1 

⋮ 

    設表 6 中存在「若左欄為𝑐𝑖，則對應右欄為𝑐𝑖+1(當左欄為𝑐𝑛時對應右欄為𝑐1)」的

關係，且右欄對應之𝑐𝑗都滿足「所有位在它上方的數皆不是𝑐𝑗」，則𝑎𝑛 = 𝑐𝑖代入數列即

可形成〈𝑎𝛽〉。 

2∘ 一般尋找(較耗時但較完整)：將𝑘質因數分解為∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑛

𝑖=1 →構造𝑎 →排除𝑏存在的情

況。 

3∘ 有效構造(僅適用於𝑘 = ∏ 𝑝𝑖
𝑛−1
𝑖=1 𝑝𝑛

𝛼𝑛，較快速但可能有遺漏)：將𝑘質因數分解→考

慮(𝑘, 𝑎) = ∏ 𝑝𝑖
𝑛−1
𝑖=1 之所有情況，而𝑎構造完成後不須考慮𝑏即可代入數列形成週期。 

十三、形成特殊週期數列〈𝑎𝛽〉的充要條件：對於𝑐、𝑠 ∈ ℕ 且𝑐、𝑠 ≥ 2滿足𝑐2𝑠
≡ 𝑐(𝑚𝑜𝑑 𝑘)，且 

       ∄𝑛 ∈ ℕ、𝑛 < 𝑐𝑖：𝑛2 ≡ 𝑐𝑖(𝑚𝑜𝑑 𝑘)即存在〈𝑎𝛽〉。 

十四、即使已確知𝑎𝑛 = 𝑎代入數列可形成週期，並不保證任意正整數𝑥滿足𝑥 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 𝑘)即可 

      以𝑎𝑛 = 𝑥代入數列形成週期。 

十五、舉例 (𝑘 = 30)： 

因為質因數分解為2 × 3 × 5，故採用「有效構造」分別討論幾種常見情況與𝑎 = 6𝑡、

𝑎 = 10𝑡、𝑎 = 15𝑡(其中𝑡 ∈ ℕ)。 

1∘ 因為質因數分解為2 × 3 × 5，故𝑎 = 30 即為所求。 

2∘ 設𝑎 = 6𝑡，𝑎 = 6[63 − 5𝑚]，由歐拉定理可知64 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 5)，則63 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 5)，

因此𝑎 = 6、36(大於 
30

2
 因此不合)。 

3∘ 設𝑎 = 10𝑡，𝑎 = 10[101 − 3𝑚]，因此𝑎 = 10、40(大於 
30

2
 因此不合)。 
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4∘ 設𝑎 = 15𝑡，因為30質因數分解後2只有一次方，因此𝑎 = 15即為所求。 

使用程式檢驗𝑘 = 30所有可形成週期的𝑎：6、10、15、30。 

陸、討論 

一、誠如詩經 蒹葭篇所言：「溯洄從之，道阻且長。」對於質因數分解後有多質因數連乘且有

高次方的𝑘，構造𝑎的速度較緩慢。 

二、尚未歸納出〈𝑎𝛽〉較快的構造方法，值得未來努力探究。 

柒、參考資料及其他 

一、傅承德、劉啟昌(2014)‧數戰數決：台灣數學資優生出國比賽記‧臺北市：商業週刊 

二、游森棚(2019)‧普通高級中學數學課本  (2 乙版)‧臺南市：翰林。 

三、高竹嵐(2017)‧2017 年第 58 屆國際數學奧林匹亞競賽試題解答‧數學傳播 41 卷 3 期。 



作品海報 

【評語】050409  

1. 作者利用接近窮舉的方式討論特殊遞迴數列，有得到一些

成果，不過整體來說並不具創意。 

2. 本作品所研究一個等差數列，處理完全平方數時則將該項

開根號，所形成數列的週期性質。這個問題並不容易，但

是卻是一個數論上已經研究數百年的二次剩餘(quadratic 

residue)理論的應用。也因為研究成果眾多，作者在整份作

品裏，列出整整 46個性質或定理並加以證明，但在參考文

獻裏，卻只有含高中教科書在內的三個中文文獻。因此，

本研究需交待到底那些性質是已知，那些是作者自行處

理。建議作者在作品的呈現上，應該聚焦在自己的研究成

果，並對於已知的性質，適當地加以引用文獻上的已知結

果。 

3. 本研究宜作文獻探討，尤其須說明定理 1 歐拉準則的應用

是否為本研究的發現。 

4. 本研究方法的構想是否有參考資料？何以如此探討其建構

週期數列？ 

D:\NSF\中小科展_60 屆\排版\050409-評語 



摘要
本研究在等差數列的基礎上，加入「若𝒂𝒏為完全平方數，則𝒂𝒏ା𝟏 = 𝒂𝒏

  」遞迴關係，將具有

週期性的數列分為「單純週期數列」與「特殊週期數列」，並以單純週期數列為主要研究目標。我
們探討單純週期數列的各項性質與充要條件，並透過歐拉準則與費馬小定理討論不同公差與首項是
否能形成單純週期，整合與建構「給定公差，尋找可形成週期的首項」之方法，也研究特殊週期數
列之性質與充要條件。

研究動機
在專題課的下課時分，我們在教室書櫃找到數戰數決一書，便被書中的精彩故事深深吸引，同

時讓我們對IMO國際數學奧林匹亞競賽有更多的認識，也對它的試題產生好奇。上課時，我們上網
觀摩幾屆數奧的試題與解析，發現一道結合等差數列與週期性的題目：

我們對具有週期性的等差數列(以下稱週期數列)感到相當有趣，決定深入探討週期數列的性質
及尋找能形成週期數列的條件，並定義新題目如下：

𝑎௡ାଵ = ൝
  𝑎௡

         若 𝑎௡
  ∈ ℕ

𝑎௡ + 𝑘     其他情況
  對於所有𝑎௡ > 1，𝑘 ∈ ℕ且𝑛 ∈ ℕ皆成立。尋找一數𝑎௡滿足存在無限多

個𝑎௠， 𝑚 ∈ ℕ， 𝑚 > 𝑛且𝑎௠ = 𝑎௡。

研究目的
一、尋找單純週期數列形成的條件。
二、討論在公差為一個質數、多個質數相乘，乃至於多質數相乘且存在高次方，如何在給定公差後

尋找一數代入𝒂𝒏使數列形成週期。
三、探討特殊週期數列形成的條件與建構方式。

研究流程

圖一、研究流程圖

研究過程與結果

一、名詞定義
1. 𝒌：滿足𝒌 ∈ ℕ，為數列的公差
2. 𝒂𝒏：數列中第𝒏項
3. 𝒂：滿足𝒂 ∈ ℕ，𝒂 ≤ 𝒌，𝒂𝟐 ≡ 𝒂(𝒎𝒐𝒅 𝒌)
4. 𝑨𝒏 = {𝟐, 𝟑, 𝟒, … … , 𝒌 − 𝟏}
5. 𝒃：滿足𝒃 ∈ ℕ，𝒃 ∈ 𝑨𝒏，𝒃 < 𝒂，𝒃𝟐 ≡ 𝒂(𝒎𝒐𝒅 𝒌)
6. 𝒂𝒎 ，𝒎 = 𝟏~𝒏：週期數列 𝒂, 𝒂 + 𝒌, … … , 𝒂𝟐, 𝒂
7. 𝒂𝜶 ：單純週期數列 𝒂, 𝒂 + 𝒌, … … , 𝒂𝟐, 𝒂 ，滿足𝒂𝒊 ≡ 𝒂(𝒎𝒐𝒅 𝒌)
8. 𝒂𝜷 ：特殊週期數列 𝒂, 𝒂 + 𝒌, … … , 𝒂𝟐, 𝒂 ，滿足∃𝒋 ∈ ℕ：𝒂𝒋 ≢ 𝒂(𝒎𝒐𝒅 𝒌)

9.公差𝒌的列表：分為左右兩欄，左欄由上而下依序為𝟎~𝒌 − 𝟏，右欄為對應左欄的數平方後除以𝒌
的餘數

10.對稱軸：𝒌的列表中，若左欄有一數𝒏滿足𝒏 ∈ ℚ，𝟎 < 𝒏 < 𝒌 − 𝟏且(𝒏 + 𝒕)𝟐≡ 𝒏 − 𝒕 𝟐(𝒎𝒐𝒅 𝒌)，

其中𝒕 ∈ ℚ且𝟎 < 𝒕 <
𝒌

𝟒
，則𝒏為公差𝒌的列表的對稱軸



二、性質討論

（一）尋找形成單純週期數列的充要條件：存在𝑎且不存在𝑏。
（二）觀察𝑘的列表：

𝟎
𝟏
𝟐

 ⋮ 
 ⋮ 

𝒌 − 𝟐
𝒌 − 𝟏

𝟎𝟐 𝒎𝒐𝒅 𝒌
𝟏𝟐 𝒎𝒐𝒅 𝒌
𝟐𝟐 𝒎𝒐𝒅 𝒌

⋮

 ⋮ 
𝒌 − 𝟐 𝟐 𝒎𝒐𝒅 𝒌
𝒌 − 𝟏 𝟐 𝒎𝒐𝒅 𝒌

𝟎
𝟏
𝟐
𝟑
𝟒
𝟓
𝟔

𝟎
𝟏
𝟐
𝟒
𝟒
𝟐
𝟏

表1：𝑘的列表 表2：𝑘=7的列表

當𝑘為單一質數多次方，∄𝒂 ≠ 𝟎、𝒂 ≠ 𝟏: 𝒂𝟐 ≡ 𝒂 𝒎𝒐𝒅 𝒌 ，且不存在𝒂𝒏 ∈ ℕ可形成週期。

三、對𝒌討論

當𝒌 = ∏ 𝒑𝒊
𝜶𝒊𝒏

𝒊ୀ𝟏 ，𝒑𝒊為任意相異質數，𝒏、𝜶𝑰 ∈ ℕ：

（一）構造𝒂：

當(𝒌, 𝒂) = ∏ 𝒑𝒊
𝜶𝒊𝒏ି𝟏

𝒊ୀ𝟏 且𝜶𝒊 = 𝟏：

當𝒑𝒏 ≠ 𝟐， 𝒂 = 𝒑𝒏 ∏ 𝒑𝒊
𝒏ି𝟏
𝒊ୀ𝟏

𝒑𝒏ି𝟐
− 𝒎𝒑𝒏 𝒎 ∈ ℤ ；當𝒑𝒏 = 𝟐，𝒂 = ∏ 𝒑𝒊

𝒏ି𝟏
𝒊ୀ𝟏 。

當(𝒌, 𝒂) = ∏ 𝒑𝒊
𝜶𝒊𝒏ି𝟏

𝒊ୀ𝟏 ：

1.若𝒑𝒏 ≠ 𝟐，存在𝒎 ∈ ℤ滿足∏ (𝒑𝒊
𝜶𝒊)𝒏ି𝟏

𝒊ୀ𝟏

𝒑𝒏ି𝟐
− 𝒎𝒑𝒏 > 𝟎且𝒑𝒏

𝜶𝒏 |  ∏ (𝒑𝒊
𝜶𝒊)𝒏ି𝟏

𝒊ୀ𝟏

𝒑𝒏ି𝟐
− 𝒎𝒑𝒏 − 𝟏 ，

則𝒂 = ∏ 𝒑𝒊
𝜶𝒊𝒏ି𝟏

𝒊ୀ𝟏 ∏ (𝒑𝒊
𝜶𝒊)𝒏ି𝟏

𝒊ୀ𝟏

𝒑𝒏ି𝟐
− 𝒎𝒑𝒏 即為所求。

2.若𝒑𝒏 = 𝟐，若存在𝒕 ∈ ℕ且𝒕 ≤ 𝟐𝜶𝒏ି𝟐(若𝜶𝒏 = 𝟏則 𝒕 = 𝟏)滿足𝟐𝜶𝒏 | (𝒕 ∏ 𝒑𝒊
𝜶𝒊𝒏ି𝟏

𝒊ୀ𝟏 − 𝟏)，

則𝒂 = 𝒕 ∏ 𝒑𝒊
𝜶𝒊𝒏ି𝟏

𝒊ୀ𝟏 。

當(𝒌, 𝒂) = ∏ 𝒑𝒊
𝜶𝒊𝒓

𝒊ୀ𝟏 (𝒓 ∈ ℕ且𝟏 ≤ 𝒓 < 𝒏 − 𝟏)：

1. 當𝒑𝓵 ≠ 𝟐(其中𝓵 ∈ 𝒓 + 𝟏, 𝒓 + 𝟐, … … , 𝒏 )，符合所求的𝒂必須滿足對所有𝒑𝒋
𝜶𝒋(𝒓 + 𝟏 < 𝒋 ≤ 𝒏)構造

的結果。

2. 當𝒑𝓵 = 𝟐，  𝒕ᇱ ∈ ℕ滿足𝒕ᇱ ≤ ∏ 𝒑𝒊
𝜶𝒊𝒏ି𝟏

𝒊ୀ𝒓ା𝟏 (當𝜶𝓵 = 𝟏時)或𝒕ᇱ ≤ 𝟐𝜶𝒏ି𝟐 ∏ 𝒑𝒊
𝜶𝒊𝒏ି𝟏

𝒊ୀ𝒓ା𝟏 (當𝜶𝓵 ≥ 𝟐時)，

且滿足 𝟐𝜶𝓵 | (𝒕ᇱ ∏ 𝒑𝒊
𝜶𝒊𝒓

𝒊ୀ𝟏 − 𝟏)，則𝒂 = 𝒕ᇱ ∏ 𝒑𝒊
𝜶𝒊𝒓

𝒊ୀ𝟏 即為所求。

（二）考慮𝒃的存在：

當𝒌 = ∏ 𝒑𝒊
𝜶𝒊𝒏

𝒊ୀ𝟏 ，滿足 𝒌, 𝒂 = ∏ 𝒑𝒊
𝜶𝒊𝒏ି𝟏

𝒊ୀ𝟏 且∏ 𝜶𝒊
𝒏ି𝟏
𝒊ୀ𝟏 = 𝟏，𝒑𝒏 ≠ 𝟐時不存在𝒃；若𝒑𝒏 = 𝟐則有條件存

在𝒃。

當𝒌 = ∏ 𝒑𝒊
𝜶𝒊𝒏

𝒊ୀ𝟏 ，滿足 𝒌, 𝒂 = ∏ 𝒑𝒊
𝜶𝒊𝒎

𝒊ୀ𝟏 (𝒎 ∈ ℕ且𝟏 ≤ 𝒎 < 𝒏 − 𝟏)，則有條件存在𝒃。

由𝒌的列表可以觀察出對稱軸與對稱性的存在。我們據此歸納：
任意𝒌的列表皆存在二分對稱性；當𝟒 | 𝒌時𝒌的列表存在四分對稱性。

（三）討論特殊的𝒂：
𝒌 ≥ 𝟑時：當𝒂 ≡ 𝟎(𝒎𝒐𝒅 𝒌)，若𝒌 = ∏ 𝒑𝒊

𝒏
𝒊ୀ𝟏 (𝒏 ∈ ℕ，𝒑𝒊為任意相異質數)能形成週期，反之亦然；

當𝒂 ≡ 𝟏(𝒎𝒐𝒅 𝒌)時皆不能形成週期。
（四）討論特殊的𝒌：
當𝒌 = 𝟏，𝒂𝒏 ∈ ℕ皆能使數列形成 𝒂𝜶 = … , 𝟐, 𝟑, 𝟒, 𝟐, 𝟑, 𝟒, 𝟐, … 。
當𝒌為奇質數，形成 𝒂𝜶 若且唯若𝒂𝒏 ≡ 𝟎(𝒎𝒐𝒅 𝒌)。
當𝒌 = 𝟐，形成 𝒂𝜶 若且唯若𝒂𝒏 ∈ ℕ，而𝒂𝒏 = 𝟐𝒏(𝒏 ∈ ℕ)時數列終將進入 𝒂𝜶 = … , 𝟐, 𝟒, 𝟐, 𝟒, … ；
若𝒂𝒏 = 𝟐𝒏ᇱ + 𝟏 𝒏ᇱ ∈ ℕ 時數列終將進入 𝒂𝜶 = … , 𝟑, 𝟓, 𝟕, 𝟗, 𝟑, … 。



討論

四、特殊週期數列

五、補充說明

六、實際尋找

參考資料

形成 𝒂𝜷 的充要條件:

∃𝒄𝟏、𝒔 ∈ ℕ、𝒄𝟏 ൒ 𝟐：𝒄𝟏
𝟐𝒔

≡ 𝒄𝟏 𝒎𝒐𝒅 𝒌 ，集合 𝒄𝒏 ： 𝒄𝟏、𝒄𝟐、… …、𝒄𝒔 恆有𝒄𝟐
𝟐 ≡ 𝒄𝟏ሺ𝒎𝒐𝒅 𝒌ሻ、

𝒄𝟑
𝟐 ≡ 𝒄𝟐ሺ𝒎𝒐𝒅 𝒌ሻ、……、𝒄𝒔

𝟐 ≡ 𝒄𝒔ି𝟏ሺ𝒎𝒐𝒅 𝒌ሻ、𝒄𝟏
𝟐 ≡ 𝒄𝒔ሺ𝒎𝒐𝒅 𝒌ሻ，若同時滿足∄𝒏 ∈ ℕ、𝒏 ൏ 𝒄𝒊：

𝒏𝟐 ≡ 𝒄𝒊ሺ𝒎𝒐𝒅 𝒌ሻ即存在 𝒂𝜷 。

即使已確定𝒂𝒏 ൌ 𝒂代入數列可形成週期，並不保證任意正整數𝒙滿足𝒙 ≡ 𝒂ሺ𝒎𝒐𝒅 𝒌ሻ即可以使

𝒂𝒏 ൌ 𝒙代入數列形成週期。根據𝒌的列表之對稱性可知當𝒂 ്
𝒌

𝟐
且𝒂 ് 𝒌時恆有一數𝒊滿足𝒂 ൏ 𝒊 ൏ 𝒌

且𝒊𝟐 ≡ 𝒂ሺ𝒎𝒐𝒅 𝒌ሻ，此時若令𝒂𝒏 ൌ 𝒊𝟐代入數列將使𝒂𝒏ା𝟏 ൌ 𝒊破壞週期。

(一) 觀察𝑘的列表(𝑘值較小時適用)：

⋮

𝒄𝟏

⋮

𝒄𝟐

⋮

𝒄𝒏

⋮

⋮

𝒄𝟐

⋮

𝒄𝟑

⋮

𝒄𝟏

⋮

⋮

⋮

𝒂

⋮

⋮

⋮

⋮

𝒂

⋮

⋮

表5 表6

1.列表中若存在某列左右欄的數相同(如表5中的𝑎)，且右欄的𝑎滿足「所有位在它上方的數皆不是
𝑎」，則𝒂𝒏 ൌ 𝒂代入數列可形成 𝒂𝜶 。

2.設表6中存在「若左欄為𝒄𝒊，則對應右欄為𝒄𝒊ା𝟏ሺ當左欄為𝒄𝒏時對應右欄為𝒄𝟏ሻ」的關係，且右欄對
應之𝒄𝒋都滿足「所有位在它上方的數皆不是𝒄𝒋」，則𝒂𝒏 ൌ 𝒄𝒊代入數列即可形成 𝒂𝜷 。

(二) 一般尋找ሺ較耗時但較完整ሻ：將𝒌質因數分解為∏ 𝒑𝒊
𝜶𝒊𝒏

𝒊ୀ𝟏 →構造𝒂 →排除𝒃存在的情況。

(三) 有效構造ሺ僅適用於𝒌 ൌ ∏ 𝒑𝒊
𝒏ି𝟏
𝒊ୀ𝟏 𝒑𝒏

𝜶𝒏，較快速但可能有遺漏ሻ：將𝒌質因數分解→考慮 𝒌, 𝒂 ൌ
∏ 𝒑𝒊

𝒏ି𝟏
𝒊ୀ𝟏 之所有情況，而𝒂構造完成後不須考慮𝒃即可代入數列形成週期。

舉例 ሺ𝒌 ൌ 𝟑𝟎ሻ：
因為質因數分解為𝟐 ൈ 𝟑 ൈ 𝟓，故採用「有效構造」分別討論幾種常見情況與𝒂 ൌ 𝟔𝒕、𝒂 ൌ 𝟏𝟎𝒕、
𝒂 ൌ 𝟏𝟓𝒕ሺ其中𝒕 ∈ ℕሻ。
1.因為質因數分解為𝟐 ൈ 𝟑 ൈ 𝟓，故𝒂 ൌ 𝟑𝟎即為所求。

2.設𝒂 ൌ 𝟔𝒕，𝒂 ൌ 𝟔 𝟔𝟑 െ 𝟓𝒎 ，由歐拉定理可知𝟔𝟒 ≡ 𝟏ሺ𝒎𝒐𝒅 𝟓ሻ，則𝟔𝟑 ≡ 𝟏ሺ𝒎𝒐𝒅 𝟓ሻ，因此𝒂 ൌ 𝟔、

 𝟑𝟔ሺ大於 
𝟑𝟎

𝟐
 因此不合ሻ。

3.設𝒂 ൌ 𝟏𝟎𝒕，𝒂 ൌ 𝟏𝟎 𝟏𝟎𝟏 െ 𝟑𝒎 ，因此𝒂 ൌ 𝟏𝟎、𝟒𝟎ሺ大於 
𝟑𝟎

𝟐
 因此不合ሻ。

4.設𝒂 ൌ 𝟏𝟓𝒕，因為𝟑𝟎質因數分解後𝟐只有一次方，因此𝒂 ൌ 𝟏𝟓即為所求。

使用程式檢驗𝒌 ൌ 𝟑𝟎所有可形成週期的𝒂：𝟔、𝟏𝟎、𝟏𝟓、𝟑𝟎。

一、誠如詩經蒹葭篇所言：「溯洄從之，道阻且長。」對於質因數分解後有多質因數連乘且有高次
方的𝒌，構造𝒂的速度較緩慢。

二、尚未歸納出 𝒂𝜷 較快的構造方法，值得未來努力探究。

一、傅承德、劉啟昌(2014)‧數戰數決：台灣數學資優生出國比賽記‧臺北市：商業週刊
二、游森棚(2019)‧普通高級中學數學課本 (2乙版)‧臺南市：翰林
三、高竹嵐(2017)‧2017年第58屆國際數學奧林匹亞競賽試題解答‧數學傳播41卷3期
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