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                          摘要 

    本研究是探討一般位置的𝑛條直線(無三線共點且無平行線組)，皆會產生圓共點和圓心

共圓的現象。在一般位置的四條直線中，四個三角形的外接圓會共點，稱此點為密克點。 

同時其圓心也會共圓，稱此圓為心圓。若再添加一條直線，則可以任意的取出四條直線， 

分別找出它的心圓，而這五個心圓仍然會共點，同時其圓心又會共圓。為了證明此種情況 

會不斷地延續下去，我們利用數學歸納法以及四點共圓的性質證出一般位置的𝑛(𝑛 ≥ 4)線 

形都會有密克點和心圓。此外，如果考慮退化的情形(共點或平行)，也會同時有密克點和 

心圓。我們還進一步發現四面體也有相對應的密克點和心球，但五面體以上就沒有。 

 

壹、研究動機 

    在 2008 年台灣國際科展有一件作品---共點圓、共圓點中提到：「在完全四邊形中，四個

三角形的外接圓會共點，稱此點為限制點。若再添加一條直線，則可以任意的取出四條直線 

，分別找出它的限制點，而這些限制點又會共圓，稱此圓為限制圓。此種情況會不斷地延續

下去。」，於是我們試著用動態幾何軟體 Ggb 畫看看，發現在完全四邊形中，四個三角形的

外接圓圓心也會共圓。若再添加一條直線，則可以任意的取出四條直線，分別找出它的心圓 

，而這些心圓仍然會共點，同時其圓心又會共圓。而這樣的現象，讓我們聯想到可否推廣到

多條兩兩相交一點的直線，因此決定以此當作研究題材。 

 

貳、研究目的 

    在完全四邊形中，四個三角形的外接圓會共點，稱其為密克點。同時其圓心也會共圓，

稱其為心圓。若將其推廣到𝑛(𝑛 ≥ 4)條無三線共點且無平行線組的直線，則會有相對應的 

𝒏線形的密克點和心圓。本研究的目的在探究這種現象會不斷地延續下去，並給予證明。 

 

參、研究設備及器材 

    本研究主要利用動態幾何軟體Geogebra進行研究問題的幾何實驗，透過實驗觀察、猜

測與驗證，然後提出研究結果並加以證明。 
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 (1)  (2) 
圖(一) 

肆、研究過程與方法 

一、文獻探討 

(一)密克定理 

   密克定理是 Auguste Miquel 於西元 1838 年發表的諸多定理之一，其定理如下： 

[證明]  證明請參考 趙文敏教授 科學教育月刊第 234 期 Miquel 定理及其應用。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(二)陳凱傑。共點圓、共圓點。2008 年台灣國際科展 

    此作品由四條直線(無共點且無平行線組)所構成的圖形中，找到四個三角形及它們的外

接圓。而這四個外接圓會共點，稱其為限制點。若再添加一條直線，則可以任意的取出四條

直線，分別找出它的限制點，而這些限制點又會共圓，稱其為限制圓。作者欲證明此種情況

會不斷延續下去。如圖(二)，將兩條直線的交點視為限制點，三條直線的三交點的外接圓視

為限制圓，則當𝒏為偶數時，存在限制點；當𝒏為奇數時，存在限制圓。也就是說，限制點

和限制圓是交替出現，由限制點所共的圓定義限制圓，再由限制圓所共的點定義限制點。 

 

設𝐿1、𝐿2、𝐿3是一般位置的三條直線，即其中任意兩條都不平行，任意三條都不共點。

𝐴12是𝐿1和𝐿2的交點；𝐴13是𝐿1和𝐿3的交點，其餘類推。分別在𝐿1、𝐿2、𝐿3各取一點𝑃1、

𝑃2、𝑃3、𝑂1是∆𝐴23𝑃2𝑃3的外接圓𝐶1之圓心；𝑂2是∆𝐴13𝑃1𝑃3的外接圓𝐶2之圓心，其餘類

推。則三個外接圓𝐶1、𝐶2、𝐶3會交於同一點𝑀，此點𝑀稱為𝑛 = 3的密克點。 
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圖(二) 

 

 

 

 

 

 

 

 

(三)劉安家。從三個交於一點的圓形想起—Miquel’s Theorem 之推廣 

    此作品為關於 Miquel’s Theroem 的討論，作者針對此定理作了更廣義形式的探討。 

在證明完三角形密克定理和密克逆定理後，並在三角形中的四個面向推廣此定理和逆定理。 

如圖(三)，在𝑛邊形成立的條件為「連續 𝒏 − 𝟑組只隔一頂點的對角圓交點之一」各位在

「只隔一點的對角線上」。此研究所探討的對象是有限制條件下的多邊形，才會有多邊形的 

密克定理和密克逆定理，也就是說，一般的多邊形未必有密克定理和密克逆定理。 

 

 

 

 

 

 

 

 

(四)張勛絜．林郁傑．黃偉特。 

    循「密」尋謎，「克」不容緩—密克定理系列圖形幾何推論與證明 

    此作品題材源自描述密克定理的資料，有關密克五圓定理有許多未被證明的性質，作者

以幾何作圖為主，代數運算為輔進行研究。 

 

圖(三) 
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圖(五) 

圖(四) 

    如圖(四)，此研究亦針對原始圖形的定義產生原定義及新定義兩個部分，並比較原定義

及新定義圖形的對應關係。然而作者需要新定義的原因為何？新舊定義的差異所造成的性 

質差異為何？又新定義對四個點有影響嗎？可以再延伸推廣到六個點嗎？或更一般化嗎？ 

此份作品並沒有找到我們要的答案。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

二、定義與性質 

 (一)完全四邊形  

    如圖(五)，當共平面的四相異直線中每兩線都相交，且任意三線都不共點時，我們稱此

四直線構成一個完全四邊形。  
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 (二)密克點和心圓  

    直線數用𝑛表示，且𝑛 ≥ 4。藉由觀察可以發現在完全四邊形中，因為任意三條直線 

可構成一個三角形，所以有C3
4 = 4 個三角形，其外接圓會共點，稱此點為𝑛 = 4的密克點 

。同時，四個外接圓圓心也會共圓，不妨稱此圓為𝑛 = 4的心圓。若再加入新的一條直線 

，同樣在無三線共點且無平行線組的情況下，根據前述的說明，因為任意四條直線可決定 

一個𝑛 = 4的心圓，所以有C4
5 = 5個心圓，若此五個𝑛 = 4的心圓會共點，稱此點為𝑛 = 5 

的密克點。同時，五個𝑛 = 4的心圓，其圓心會共圓，則稱此圓為𝑛 = 5的心圓。因此可以 

依序定義：𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 4 的密克點和心圓。 

 

 (三)兩角相等或互補 

      為了證明圓共點、圓心共圓的性質，本文採用以下共圓的性質---四點所形成兩角相等 

  或互補時，此四點共圓。如圖(六)，∠𝐴𝐶𝐵 = ∠𝐴𝐷𝐵或∠𝐴𝐶𝐵 + ∠𝐵𝐷𝐴 = 180°時，A、B、C 

 、D四點共圓。而藉由觀察得知，在不同情況下，有時兩角會相等，有時會互補，但通常 

  難以判斷會發生這哪種情況。因此本文定義兩角𝜽𝟏和𝜽𝟐相等或互補為等價角，以𝜽𝟏 ≡ 𝜽𝟐 

  表示。即∠𝐴𝐶𝐵 ≡ ∠𝐴𝐷𝐵表示∠𝐴𝐶𝐵 = ∠𝐴𝐷𝐵或∠𝐴𝐶𝐵 + ∠𝐵𝐷𝐴 = 180°。 

 

 

 

 

 

 

 

 

         如圖(七)，當兩個角∠𝐴𝐵𝐶和∠𝐷𝐸𝐹的兩邊各自垂直時，則∠𝐴𝐵𝐶 = ∠𝐷𝐸𝐹或  

   ∠𝐴𝐵𝐶 + ∠𝐹𝐸𝐷 = 180°。即∠𝐴𝐵𝐶和∠𝐷𝐸𝐹兩邊各自垂直時，可得∠𝐴𝐵𝐶 ≡ ∠𝐷𝐸𝐹。 

 

 

 (1) 圖(六)  (2) 
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(四)角的運算性質 

[證明] 

1. 設∠𝐷𝐸𝐹 = 𝑥，則由定義(三)知：∠𝐴𝐵𝐶 ≡ ∠𝐷𝐸𝐹 ⟹ ∠𝐴𝐵𝐶 = 𝑥或∠𝐴𝐵𝐶 = 180° − 𝑥； 

                               ∠𝐷𝐸𝐹 ≡ ∠𝐺𝐻𝐼 ⟹ ∠𝐺𝐻𝐼 = 𝑥或∠𝐺𝐻𝐼 = 180° − 𝑥。 

   由上易知：∠𝐴𝐵𝐶 = ∠𝐺𝐻𝐼或∠𝐴𝐵𝐶 + ∠𝐺𝐻𝐼 = 180°，從而∠𝐴𝐵𝐶 ≡ ∠𝐺𝐻𝐼。 

2. 如圖(八)(1)，若𝐷點在∠𝐴𝐵𝐶之外，設∠𝐴𝐵𝐶 = 𝛼，∠𝐶𝐵𝐷 = 𝛽， 

則∠𝐴𝐵𝐶 + ∠𝐶𝐵𝐷 = 𝛼 + 𝛽 = ∠A𝐵𝐷，從而∠𝐴𝐵𝐶 + ∠𝐶𝐵𝐷 ≡ ∠𝐴𝐵𝐷。 

如圖(八)(2)，若𝐷點在∠𝐴𝐵𝐶之內，設∠𝐴𝐵𝐶 = 𝛼，∠𝐷𝐵𝐶 = 𝛾， 

則∠𝐴𝐵𝐶 + ∠𝐶𝐵𝐷 = 𝛼 + (−𝛾) = 𝛼 − 𝛾 = ∠A𝐵𝐷，從而∠𝐴𝐵𝐶 + ∠𝐶𝐵𝐷 ≡ ∠𝐴𝐵𝐷。 

 

 

 

 

 

 

 

 (1)  (2) 
圖(七) 

性質一  若定義∠𝐴𝐶𝐵 ≡ ∠𝐴𝐷𝐵為∠𝐴𝐶𝐵 = ∠𝐴𝐷𝐵或∠𝐴𝐶𝐵 + ∠𝐵𝐷𝐴 = 180°， 

則「≡」滿足(1)遞移律：∠𝐴𝐵𝐶 ≡ ∠𝐷𝐸𝐹且∠𝐷𝐸𝐹 ≡ ∠𝐺𝐻𝐼 ⟹ ∠𝐴𝐵𝐶 ≡ ∠𝐺𝐻𝐼。 

           (2)加法律：∠𝐴𝐵𝐶 + ∠𝐶𝐵𝐷 ≡ ∠𝐴𝐵𝐷。 

 (1)  (2) 
圖(八) 

性質二  若記號∠(𝐿2, 𝐿3)、∠(𝐿3, 𝐿1)和∠(𝐿2, 𝐿1)分別表示直線𝐿2到𝐿3、𝐿3到𝐿1和𝐿2到𝐿1  

的逆時針夾角，則「≡」滿足 ∠(𝐿2, 𝐿3) + ∠(𝐿3, 𝐿1) ≡ ∠(𝐿2, 𝐿1)。 
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[證明] 

設直線𝐿2和𝐿3相交於𝑂點，再將直線𝐿1平移並通過𝑂點，則 

   如圖(九)(1)，若直線𝐿1在𝐿2和𝐿3之外，設 ∠(𝐿2, 𝐿3) = 𝛼，∠(𝐿3, 𝐿1) = 𝛽， 

   則∠(𝐿2, 𝐿3) + ∠(𝐿3, 𝐿1) = 𝛼 + 𝛽 = ∠(𝐿2, 𝐿1)，從而∠(𝐿2, 𝐿3) + ∠(𝐿3, 𝐿1) ≡ ∠(𝐿2, 𝐿1)。 

   如圖(九)(2)，若直線𝐿1在𝐿2和𝐿3之間，設 ∠(𝐿2, 𝐿3) = 𝛼，∠(𝐿1, 𝐿3) = 𝛾， 

   則∠(𝐿2, 𝐿3) + ∠(𝐿3, 𝐿1) = 𝛼 + (−𝛾) = ∠(𝐿2, 𝐿1)，從而∠(𝐿2, 𝐿3) + ∠(𝐿3, 𝐿1) ≡ ∠(𝐿2, 𝐿1)。 

 

 

 

 

 

 

三、密克定理的推廣 

    為了讓密克定理的推廣可以一般化，不需有限制條件也可以定義密克點，如圖(十)， 

首先考慮𝑛 = 3，即三條直線時，讓三直線上的三個動點共線，得到第四條直線。並畫出原

三角形的外接圓，發現此圓和原來的三圓也會共點，不妨稱此點為𝒏 = 𝟒的密克點。同時此

四圓的圓心也會共圓，不妨稱此圓為𝒏 = 𝟒的心圓。於是我們得到以下的定理： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (1)  (2) 
圖(九) 

圖(十) 
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圖(十一) 

(一)𝑵 = 𝟒的密克點和心圓 

 [證明] 

 

 

 

 

 

 

 

 

1. 如圖(十一)，設𝑀是圓𝐶1和𝐶2異於𝐴34的交點，則 

在圓𝐶1中，∠𝐴24𝑀𝐴34 =
1

2
𝐴24𝐴34

̂ = ∠𝐴24𝐴23𝐴34 = ∠𝐴12𝐴23𝐴13 = ∠(𝐿2, 𝐿3)， 

   在圓𝐶2中，∠𝐴34𝑀𝐴14 =
1

2
𝐴34𝐴14
̂ = ∠𝐴34𝐴13𝐴14 = ∠𝐴23𝐴13𝐴12 = ∠(𝐿3, 𝐿1)。 

   其中記號∠(𝐿2, 𝐿3)和∠(𝐿3, 𝐿1)分別表示直線𝐿2到𝐿3以及𝐿3到𝐿1的逆時針夾角， 

   以下類同。由此可得 

   ∠𝐴24𝑀𝐴14 = ∠𝐴24𝑀𝐴34 + ∠𝐴34𝑀𝐴14 = ∠𝐴12𝐴23𝐴13 + ∠𝐴23𝐴13𝐴12 = ∠𝐴24𝐴12𝐴14            

   即∠𝐴24𝑀𝐴14 = ∠𝐴24𝐴12𝐴14 = ∠(𝐿2, 𝐿1)，所以圓𝐶3經過𝑀。同理可證，圓𝐶4也經過𝑀。 

   故四個圓𝐶1、𝐶2、𝐶3、𝐶4會交於同一點𝑀。 

   並從中發現 ∠(𝐿2, 𝐿3) + ∠(𝐿3, 𝐿1) = ∠(𝐿2, 𝐿1) 這樣的性質。 

定理一  設𝐿1、𝐿2、𝐿3、𝐿4是一般位置的四條直線，即其中任意兩條都不平行，任意三 

條都不共點。𝐴12是𝐿1和𝐿2的交點；𝐴13是𝐿1和𝐿3的交點，其餘類推。𝑂1是直線 

𝐿2、𝐿3、𝐿4所構成三角形的外接圓𝐶1之圓心；𝑂2是直線𝐿1、𝐿3、𝐿4所構成三角 

形的外接圓𝐶2之圓心，其餘類推。則四個外接圓𝐶1、𝐶2、𝐶3、𝐶4會交於同一點 

𝑀，此點𝑀稱為𝑛 = 4的密克點。其四個圓心𝑂1、𝑂2、𝑂3、𝑂4會共一圓𝐶，此圓𝐶 

稱為𝑛 = 4的心圓。 

 

密克點，同時，其圓心𝑂1，𝑂2，𝑂3，𝑂4也會共一圓𝐶，此圓𝐶稱為𝑛 = 4的心圓。 
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圖(十二) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. 如圖(十二)，延長𝑂3𝑂1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅和𝐴24𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅交於𝐻點，𝑂3𝑂2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅和𝐴14𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅交於𝐼點 

            ，𝑂1𝑂4
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅和𝐴23𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅交於𝐽點，延長𝑂2𝑂4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅和𝐴13𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅交於𝐾點。   

   因為圓𝐶1和𝐶3的公共弦為𝐴24𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，所以兩圓心的連線𝑂3𝑂1
 ⃡        與𝐴24𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅垂直。 

   同理，𝑂3𝑂2
 ⃡        與𝐴14𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅垂直。於是，∠𝑂2𝑂3𝑂1 + ∠𝐴24𝑀𝐴14 = 180°。 

   又 𝐴12、𝐴14、𝐴24、𝑀四點共圓𝐶3，推知 ∠𝐴24𝑀𝐴14 = ∠𝐴24𝐴12𝐴14 = ∠(𝐿2, 𝐿1)。 

   所以 ∠𝑂2𝑂3𝑂1 + ∠(𝐿2, 𝐿1) = 180°，即∠𝑂2𝑂3𝑂1 ≡ ∠(𝐿2, 𝐿1) ⋯①。 

   因為圓𝐶2和𝐶4的公共弦為𝐴13𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，所以兩圓心的連線𝑂2𝑂4
 ⃡        與𝐴13𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅垂直。 

   同理，𝑂1𝑂4
 ⃡        與𝐴23𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅垂直。於是，∠𝑂1𝑂4𝑂2 = ∠𝐴23𝑀𝐴13。 

   又 𝐴13、𝐴12、𝐴23、𝑀四點共圓𝐶4，推知 ∠𝐴23𝑀𝐴13 = ∠𝐴24𝐴12𝐴14 = ∠(𝐿2, 𝐿1)。 

   所以 ∠𝑂1𝑂4𝑂2 = ∠(𝐿2, 𝐿1)，即∠𝑂1𝑂4𝑂2 ≡ ∠(𝐿2, 𝐿1) ⋯②。   

   由①②可知: ∠𝑂2𝑂3𝑂1 + ∠𝑂1𝑂4𝑂2 = 180°，即∠𝑂2𝑂3𝑂1 ≡ ∠𝑂1𝑂4𝑂2。 

   故四個圓心𝑂1、𝑂2、𝑂3、𝑂4也會共一圓𝐶。 

[證明] 

定理二  密克點𝑀會和這四個外接圓的圓心𝑂1、𝑂2、𝑂3、𝑂4共一圓𝐶， 

此時∠𝐴24𝑀𝐴14 ≡ ∠𝑂2𝑂3𝑂1，∠𝑂1𝑀𝑂2 ≡ ∠𝑂1𝑂4𝑂2 ≡ ∠(𝐿2, 𝐿1) ≡ ∠𝑂2𝑂3𝑂1， 

表示這些角相等或互補。另外，∠𝑂𝑗𝑀𝑂𝑘 ≡ ∠𝑂𝑗𝑂𝑖𝑂𝑘 ≡ ∠(𝐿𝑘, 𝐿𝑗) ≡ ∠𝑂𝑘𝑂𝑙𝑂𝑗， 

其中𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙相異，且𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙 ∈ {1,2,3,4}。 
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圖(十三) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1. 如圖(十三)，因為𝑂3𝑂1
 ⃡        與𝐴24𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅垂直，且𝑂3𝑂2

 ⃡        與𝐴14𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅垂直， 

   所以 ∠𝑂2𝑂3𝑂1 + ∠𝐴24𝑀𝐴14 = 180°，即 ∠𝐴24𝑀𝐴14 ≡ ∠𝑂2𝑂3𝑂1 ⋯①。 

 又 𝐴13、𝐴14、𝐴34、𝑀四點共圓𝐶2，所以 ∠𝑀𝐴34𝐴24 = ∠𝑀𝐴13𝐴14。 

 由同弧上的圓周角是圓心角的一半，可得 

 在等腰∆𝐴24𝑂1𝑀中，∠𝐴24𝑀𝑂1 = 90° −
1

2
∠𝑀𝑂1𝐴24 = 90° − ∠𝑀𝐴34𝐴24。 

   在等腰∆𝐴14𝑂2𝑀中，∠𝐴14𝑀𝑂2 = 90° −
1

2
∠𝑀𝑂2𝐴14 = 90° − ∠𝑀𝐴13𝐴14。 

   故 ∠𝐴24𝑀𝑂1 = ∠𝐴14𝑀𝑂2。推得 ∠𝐴24𝑀𝑂1 + ∠𝑂1𝑀𝐴14 = ∠𝐴14𝑀𝑂2 + ∠𝑂1𝑀𝐴14。 

   於是，∠𝐴24𝑀𝐴14 = ∠𝑂1𝑀𝑂2 ⋯②。 

2. 由①②可知: ∠𝑂2𝑂3𝑂1 + ∠𝑂1𝑀𝑂2 = 180°，即∠𝑂2𝑂3𝑂1 ≡ ∠𝑂1𝑀𝑂2。 

推知 圓心𝑂1、𝑂2、𝑂3、𝑀共一圓，又圓心𝑂1、𝑂2、𝑂3、𝑂4也共一圓， 

因為這兩組四點中都包含𝑶𝟏，𝑶𝟐，𝑶𝟑三點，而過三點的圓是唯一的， 

所以密克點𝑀會和這四個外接圓的圓心𝑂1、𝑂2、𝑂3、𝑂4共一圓。如圖(十四)， 

滿足∠𝑂1𝑀𝑂2 ≡ ∠𝑂1𝑂4𝑂2 ≡ ∠(𝐿2, 𝐿1) ≡ ∠𝑂2𝑂3𝑂1，表示這些角相等或互補。 

   同理可得，∠𝑂𝑗𝑀𝑂𝑘 ≡ ∠𝑂𝑗𝑂𝑖𝑂𝑘 ≡ ∠(𝐿𝑘, 𝐿𝑗) ≡ ∠𝑂𝑘𝑂𝑙𝑂𝑗，其中𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙相異， 

   且𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙 ∈ {1,2,3,4}。 
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圖
圖(十四) 

圖(十五) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

在圖(五)的在完全四邊形中，我們前面考慮四個三角形∆𝐴23𝐴24𝐴34、∆𝐴13𝐴14𝐴34 

、∆𝐴12𝐴14𝐴24、∆𝐴12𝐴13𝐴23的外接圓圓心(外心)，發現這四個外心會共圓。如果考慮這些 

三角形的其它心，情況又會如何？ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

一、如圖(十五)，設四個三角形∆𝐴23𝐴24𝐴34、∆𝐴13𝐴14𝐴34、∆𝐴12𝐴14𝐴24、𝐴12𝐴13𝐴23

的內心分別為𝐼1、𝐼2、𝐼3、𝐼4，但𝐼1、𝐼2、𝐼3、𝐼4並沒有共圓或共線的現象。 
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圖(十六) 

圖(十七) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

二、如圖(十六)，設四個三角形∆𝐴23𝐴24𝐴34、∆𝐴13𝐴14𝐴34、∆𝐴12𝐴14𝐴24、∆𝐴12𝐴13𝐴23 

的重心分別為𝐺1、𝐺2、𝐺3、𝐺4，但𝐺1、𝐺2、𝐺3、𝐺4並沒有共圓或共線的現象。 

三、如圖(十七)，設四個三角形∆𝐴23𝐴24𝐴34、∆𝐴13𝐴14𝐴34、∆𝐴12𝐴14𝐴24、∆𝐴12𝐴13𝐴23 

的垂心分別為𝐻1、𝐻2、𝐻3、𝐻4，則𝐻1、𝐻2、𝐻3、𝐻4四點共線。 
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圖(十八) 

    為了證明上面這個定理，我們必須先證明下述三個引理： 

 

[證明] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

      連接𝑃𝐵̅̅ ̅̅ 、𝑃𝐶̅̅̅̅ ，因為𝑃𝐷̅̅ ̅̅ ⊥ 𝐴𝐵 ⃡    ，𝑃𝐸̅̅ ̅̅ ⊥ 𝐵𝐶 ⃡    ，𝑃𝐹̅̅ ̅̅ ⊥ 𝐶𝐴 ⃡    ，所以四邊形𝐵𝐷𝐸𝑃、𝑃𝐸𝐶𝐹均為 

  圓內接四邊形，因此∠1 = ∠3，∠4 = ∠2。而且外接圓的直徑分別為𝑃𝐵̅̅ ̅̅ 、𝑃𝐶̅̅̅̅ ，於是 

  ∠3 + ∠5 = 90°，∠4 + ∠6 = 90°。又因為四邊形𝐴𝐵𝑃𝐶也是圓內接四邊形，所以∠5 = ∠6。 

  推得 ∠1 = ∠3 = 90° − ∠5 = 90° − ∠6 = ∠4 = ∠2，即∠1 = ∠2。 

  因為 𝐵、𝐸、𝐶三點共線，所以 ∠𝐵𝐸𝐹 + ∠2 = 180°，推知 ∠𝐵𝐸𝐹 + ∠1 = 180°。 

  故𝐷、𝐸、𝐹三點共線。 

 

[證明] 

 

 

引理一 西姆松(Simson)定理 

如圖(十八)，設𝑃為∆𝐴𝐵𝐶的外接圓上異於頂點的一點，過𝑃點分別作𝐴𝐵 ⃡    、𝐵𝐶 ⃡    、𝐶𝐴 ⃡    的 

垂線，垂足依序為𝐷、𝐸、𝐹，則𝐷、𝐸、𝐹三點共線。(此線稱為𝑃對∆𝐴𝐵𝐶的 Simson線) 

引理二  如圖(十九)，已知𝐴、𝐷、𝐵三點共線，𝐴、𝐸、𝐶三點共線，𝐵、𝐶、𝐹三點共線， 

𝐷、𝐸、𝐹三點共線，則∆𝐴𝐵𝐶、∆𝐵𝐷𝐹、∆𝐴𝐷𝐸、∆𝐶𝐸𝐹的外接圓有共同的交點𝐺， 

且此點𝐺關於四直線的對稱點𝑃、𝑄、𝑅、𝑆共線。 
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圖(十九) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1. 設∆𝐴𝐵𝐶和∆𝐵𝐷𝐹的外接圓除𝐵外的交點為𝐺，連接𝐺𝐴̅̅ ̅̅ 、𝐺𝐵̅̅ ̅̅ 、𝐺𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐺𝐷̅̅ ̅̅ 。 

因為 ∠𝐴𝐸𝐷 = ∠𝐶𝐸𝐹 = ∠𝐴𝐶𝐵 − ∠𝐷𝐹𝐵 = ∠𝐴𝐺𝐵 − ∠𝐷𝐺𝐵 = ∠𝐴𝐺𝐷， 

   所以𝐺在∆𝐴𝐷𝐸的外接圓上，同理可證：𝐺在∆𝐶𝐸𝐹的外接圓上， 

   故∆𝐴𝐵𝐶、∆𝐵𝐷𝐹、∆𝐴𝐷𝐸、∆𝐶𝐸𝐹的外接圓有共同的交點𝐺。 

 

2. 如圖(十九)，因為點𝐺關於四直線的對稱點為𝑃、𝑄、𝑅、𝑆，所以𝐻、𝐼、𝐽、𝐾分別是 

𝐺𝑃̅̅ ̅̅ 、𝐺𝑄̅̅ ̅̅ 、𝐺𝑅̅̅ ̅̅ 、𝐺𝑆̅̅̅̅ 的中點，且𝐻、𝐼、𝐽、𝐾就分別是點𝐺關於四直線的垂足。 

因為點𝐺在∆𝐴𝐵𝐶的外接圓上，所以由西姆松(Simson)定理得𝐻、𝐼、𝐾共線。 

   同理，𝐻、𝐽、𝐾共線，故𝐻、𝐼、𝐽、𝐾四點共線(此線稱為完全四邊形的 Simson 線)， 

   於是𝑃、𝑄、𝑅、𝑆共線。 

 

[證明] 

 

引理三  如圖(二十)，設𝐺為∆𝐴𝐵𝐶的外接圓上異於頂點的一點，過𝐺點分別作𝐴𝐵 ⃡    、𝐵𝐶 ⃡    、

𝐶𝐴 ⃡    的垂線，垂足依序為𝐷、𝐸、𝐹。𝐺點關於此三直線的對稱點分別為𝑃、𝑄、𝑅， 

若𝐻為∆𝐴𝐵𝐶的垂心，則𝑃、𝑄、𝑅、𝐻四點共線。 
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圖(二十) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1. 由引理一知：𝐷、𝐸、𝐹三點共線，又點𝐺關於三直線的對稱點分別為𝑃、𝑄、𝑅， 

所以𝐷、𝐸、𝐹分別是𝐺𝑃̅̅ ̅̅ 、𝐺𝑄̅̅ ̅̅ 、𝐺𝑅̅̅ ̅̅ 的中點，因此𝑃、𝑄、𝑅三點也共線。 

   因為𝐻為∆𝐴𝐵𝐶的垂心， 𝐵𝐻 ⃡    ⊥ 𝐴𝐶 ⃡    且𝐺𝐹 ⃡    ⊥ 𝐴𝐶 ⃡    ，所以𝐵𝐻 ⃡    //𝐺𝐹 ⃡    。 

   又𝐺𝐹 ⃡    和西姆松線 𝑫 − 𝑬 − 𝑭交於𝐹點，所以𝐵𝐻 ⃡    必和西姆松線 𝑫 − 𝑬 − 𝑭交於一點， 

   設為𝑀，並連接𝐺𝑀̅̅̅̅̅和𝐹𝐻̅̅ ̅̅ 。 

 

2. 因為𝐷、𝐸、𝐹分別是𝐺𝑃̅̅ ̅̅ 、𝐺𝑄̅̅ ̅̅ 、𝐺𝑅̅̅ ̅̅ 的中點，且𝐷、𝐸、𝐹三點共線𝐷𝐹 ⃡    ， 

所以𝑃、𝑄、𝑅三點也共線𝑃𝑅 ⃡    ，推得𝐷𝐹 ⃡    //𝑃𝑅 ⃡    ，因此四邊形𝑀𝐻𝑅𝐹為平行四邊形。 

   推得𝑀𝐻̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐹𝑅̅̅ ̅̅ 且𝐹𝑅̅̅ ̅̅ = 𝐺𝐹̅̅ ̅̅ ，所以𝑀𝐻̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐺𝐹̅̅ ̅̅ ，又𝑀𝐻 ⃡     //𝐺𝐹 ⃡    ，因此四邊形𝑀𝐻𝐹𝐺也是平行 

   四邊形。連接𝐺𝐻̅̅ ̅̅ 和𝑀𝐹̅̅̅̅̅，設𝐺𝐻̅̅ ̅̅ 和𝑀𝐹̅̅̅̅̅互相平分於𝑁點，則𝐺𝑁̅̅ ̅̅ = 𝑁𝐻̅̅̅̅̅。 

   又因為𝑁點在西姆松線𝐷𝐹 ⃡    上，所以𝐻點在𝑃𝑅 ⃡    上，因此𝑃、𝑄、𝑅、𝐻四點共線。 

 

 

[證明] 

定理三  如圖(二十一)，設四個三角形∆𝐴23𝐴24𝐴34、∆𝐴13𝐴14𝐴34、∆𝐴12𝐴14𝐴24、 

∆𝐴12𝐴13𝐴23的垂心分別為𝐻1、𝐻2、𝐻3、𝐻4，則𝐻1、𝐻2、𝐻3、𝐻4四點共線。 
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圖(二十一) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1. 已知∆𝐴23𝐴24𝐴34、∆𝐴13𝐴14𝐴34、∆𝐴12𝐴14𝐴24、∆𝐴12𝐴13𝐴23的外接圓有共同的交點𝑀， 

   由引理二知，此點𝑀關於四直線𝐴24𝐴34
 ⃡            、𝐴24𝐴23

 ⃡            、𝐴34𝐴23
 ⃡            、𝐴14𝐴13

 ⃡            的對稱點𝑃、𝑄 

   、𝑅、𝑆四點共線。 

 

2. 已知𝑀為∆𝐴23𝐴24𝐴34外接圓上一點，過𝑀點作𝐴24𝐴34
 ⃡            、𝐴24𝐴23

 ⃡            、𝐴34𝐴23
 ⃡            的垂線，垂足 

分別為𝐻、𝐼、𝐽。𝑀點關於此三直線的對稱點為𝑃、𝑄、𝑅，又𝐻1為∆𝐴23𝐴24𝐴34的垂心， 

由引理三知，𝑃、𝑄、𝑅、𝐻1四點共線。同理可得，𝑃、𝑅、𝑆、𝐻2四點共線，𝑃、𝑄、𝑆、

𝐻3四點共線，𝑄、𝑅、𝑆、𝐻4四點共線，即𝐻1、𝐻2、𝐻3、𝐻4都在𝑃、𝑄、𝑅、𝑆所共的直線

上，故𝐻1、𝐻2、𝐻3、𝐻4四點共線。 

 

[證明] 因為直線𝑙1、𝑙2、𝑙3、𝑙4、𝑙5滿足每兩線都相交，且任意三線都不共點，所以 

      直線𝑙1、𝑙2、𝑙3、𝑙4、𝑙5為一般位置的五條直線。 

 

四、如圖(二十二)，設𝐿1、𝐿2、𝐿3、𝐿4、𝐿5是一般位置的五條直線，即其中任意兩條 

都不平行，任意三條都不共點。𝐻45是直線𝐿1、𝐿2、𝐿3所構成三角形的垂心；𝐻35 

是直線𝐿1、𝐿2、𝐿4所構成三角形的垂心，其餘類推。再設垂心𝐻12、𝐻13、𝐻14、 

    𝐻15所共直線為𝑙1；垂心𝐻12、𝐻23、𝐻24、𝐻25所共直線為𝑙2，其餘類推。則這五 

條直線𝑙1、𝑙2、𝑙3、𝑙4、𝑙5是一般位置的五條直線。 
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圖(二十二) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    如圖(二十三)，考慮𝑛 = 4，即四條直線時，讓四直線上的四個動點共線，得到第五條直

線。並畫出新增加的六個三角形的外接圓，發現此六圓和原來完全四邊形的四圓並不會共點 

。但如果任意取五條直線中的四條直線，則會找到五個完全四邊形並得到五個𝑛 = 4的心圓 

，此五個心圓會共點，不妨稱此點為𝒏 = 𝟓的密克點。同時此五個心圓的圓心也會共圓， 

不妨稱此圓為𝒏 = 𝟓的心圓。於是我們得到以下的定理：  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
圖(二十三) 
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圖(二十四) 

 (二) 𝑵 = 𝟓的密克點和心圓 

 [證明] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1. 如圖(二十四)，因為𝑂1是四條直線𝐿2、𝐿3、𝐿4、𝐿5的心圓𝐶1的圓心；𝑂2是四條直線 

𝐿1、𝐿3、𝐿4、𝐿5的心圓𝐶2的圓心，其餘類推。𝑂12是三條直線𝐿3、𝐿4、𝐿5的外接圓𝐶12 

的圓心，也是圓𝐶1和𝐶2的一個交點；𝑂13是三條直線𝐿2、𝐿4、𝐿5的外接圓𝐶13的圓心， 

也是圓𝐶1和𝐶3的一個交點，其餘類推。 

   設𝑀是圓𝐶1和𝐶2異於𝑂12的交點，於是𝑀同時在圓𝐶1和𝐶2上。 

   因為圓C13和C14交於點𝑀1和𝐴25，圓C12和C14交於點𝑀1和𝐴35， 

   所以兩圓心的連線𝑂13𝑂14
 ⃡            與𝐴25𝑀1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 垂直。同理，𝑂12𝑂14
 ⃡            與𝐴35𝑀1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 垂直。 

定理四  設𝐿1、𝐿2、𝐿3、𝐿4、𝐿5是一般位置的五條直線，即其中任意兩條都不平行， 

任意三條都不共點。𝑂45是直線𝐿1、𝐿2、𝐿3所構成三角形的外接圓𝐶45之圓心；

𝑂35是直線𝐿1、𝐿2、𝐿4所構成三角形的外接圓𝐶35之圓心，其餘類推。再設圓心 

𝑂12、𝑂13、𝑂14、𝑂15所共圓為心圓𝐶1；圓心𝑂12、𝑂23、𝑂24、𝑂25所共圓為心圓

𝐶2，其餘類推。則五個心圓𝐶1、𝐶2、𝐶3、𝐶4、𝐶5會交於同一點𝑀，此點𝑀稱為

𝑛 = 5的密克點。其五個圓心𝑂1、𝑂2、𝑂3、𝑂4、𝑂5會共一圓𝐶，此圓𝐶稱為 

𝑛 = 5的心圓。 
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   於是 ∠𝑂13𝑂14𝑂12 ≡ ∠𝐴35𝑀1𝐴25。 

   又圓C14為∆𝐴25𝐴23𝐴35的外接圓，且過點𝑀1，所以∠𝐴35𝑀1𝐴25 ≡ ∠𝐴35𝐴23𝐴25。 

   推得 ∠𝑂13𝑀𝑂12 ≡
1

2
𝑂13𝑂12
̂ ≡ ∠𝑂13𝑂14𝑂12 ≡ ∠𝐴35𝑀1𝐴25 ≡ ∠𝐴35𝐴23𝐴25 ≡ ∠(𝐿2, 𝐿3)。 

   同理可證∠𝑂12𝑀𝑂23 ≡
1

2
𝑂12𝑂23
̂ ≡ ∠𝑂12𝑂24𝑂23 ≡ ∠𝐴15𝑀2𝐴35 ≡ ∠𝐴35𝐴13𝐴15 ≡ ∠(𝐿3, 𝐿1)。 

   由此推出 ∠𝑂13𝑀𝑂23 ≡ ∠𝑂13𝑀𝑂12 + ∠𝑂12𝑀𝑂23 ≡ ∠(𝐿2, 𝐿3) + ∠(𝐿3, 𝐿1) ≡ ∠(𝐿2, 𝐿1)。 

   同理可得，∠𝑂13𝑂34𝑂23 ≡ ∠𝐴25𝑀3𝐴15 ≡ ∠𝐴15𝐴12𝐴25 ≡ ∠(𝐿2, 𝐿1)， 

   即∠𝑂13𝑀𝑂23 ≡ ∠𝑂13𝑂34𝑂23，推知圓𝐶3經過𝑀。同理可證：圓𝐶4、𝐶5也經過𝑀， 

   故五個圓𝐶1、𝐶2、𝐶3、𝐶4、𝐶5會交於同一點𝑀。 

 

2. 現在考慮經過同一點𝑀的三個圓𝐶1、𝐶2和𝐶3，𝑂13是圓𝐶1和𝐶3的第二個交點；𝑂23是圓𝐶2

和𝐶3的第二個交點，因為圓𝐶1和𝐶3的公共弦為𝑂13𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，所以兩圓心的連線𝑂1𝑂3
 ⃡        與𝑂13𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

垂直。同理，𝑂2𝑂3
 ⃡        與𝑂23𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅垂直。 

於是，∠𝑂2𝑂3𝑂1 ≡ ∠𝑂13𝑀𝑂23 ≡ ∠𝑂13𝑂34𝑂23 ≡ ∠(𝐿2, 𝐿1)。 

同理可證，∠𝑂1𝑂4𝑂2 ≡ ∠(𝐿2, 𝐿1) ≡ ∠𝑂2𝑂5𝑂1。 

   由此推得：五個圓心𝑂1、𝑂2、𝑂3、𝑂4、𝑂5會共一圓，此圓就是𝑛 = 5的心圓。 

 

   無獨有偶，除了五個心圓的圓心會共圓，五個密克點也會和新的密克點共圓 

[證明] 

 

定理五  如圖(二十五)，設𝐿1、𝐿2、𝐿3、𝐿4、𝐿5是一般位置的五條直線，即其中任意兩 

條都不平行，任意三條都不共點。𝑀1是直線𝐿2、𝐿3、𝐿4、𝐿5所構成的完全四邊 

形之密克點；𝑀2是直線𝐿1、𝐿3、𝐿4、𝐿5所構成的完全四邊形之密克點，其餘類 

推。則這五個密克點𝑀1、𝑀2、𝑀3、𝑀4、𝑀5會共圓，此圓稱為𝑛 = 5的限制圓 

。如圖(二十六)，設𝑂45是直線𝐿1、𝐿2、𝐿3所構成三角形的外接圓𝐶45之圓心； 

𝑂35是直線𝐿1、𝐿2、𝐿4所構成三角形的外接圓𝐶35之圓心，其餘類推。再設圓心 

𝑂12、𝑂13、𝑂14、𝑂15所共圓為心圓𝐶1；圓心𝑂12、𝑂23、𝑂24、𝑂25所共圓為心圓 

𝐶2，其餘類推。則五個心圓𝐶1、𝐶2、𝐶3、𝐶4、𝐶5會交於同一點𝑀，此點𝑀稱為 

𝑛 = 5的密克點。而密克點𝑀和這五個𝑛 = 4的密克點𝑀1、𝑀2、𝑀3、𝑀4、𝑀5也 

會共一圓。 
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圖(二十五) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1. 設𝑀1、𝑀2、𝑀3的外接圓為𝐷，連接𝑀5𝑀3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝑀5𝑀2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝑀1𝑀3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝑀1𝑀2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝑀5𝐴14
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝑀1𝐴45

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 、 

   𝐴24𝑀3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝐴34𝑀2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ，由同弧上的圓周角相等，可得 

   在圓C35中，∠𝑀3𝑀5𝐴14 = ∠𝑀3𝐴24𝐴14；在圓C25中，∠𝐴14𝑀5𝑀2 = ∠𝐴14𝐴34𝑀2， 

   在圓C13中，∠𝑀3𝐴24𝐴45 = ∠𝑀3𝑀1𝐴45；在圓C12中，∠𝐴45𝐴34𝑀2 = ∠𝐴45𝑀1𝑀2， 

   所以 ∠𝑀3𝑀5𝑀2 = ∠𝑀3𝑀5𝐴14 + ∠𝐴14𝑀5𝑀2 = ∠𝑀3𝐴24𝐴14 + ∠𝐴14𝐴34𝑀2 

                 = ∠𝑀3𝐴24𝐴45 + ∠𝐴45𝐴34𝑀2 = ∠𝑀3𝑀1𝐴45 + ∠𝐴45𝑀1𝑀2 = ∠𝑀3𝑀1𝑀2， 

   即∠𝑀3𝑀5𝑀2 = ∠𝑀3𝑀1𝑀2，因此𝑀1、𝑀2、𝑀3、𝑀5會共圓𝐷。 

 同理𝑀1、𝑀2、𝑀3、𝑀4也會共圓𝐷，故這五個密克點𝑀1、𝑀2、𝑀3、𝑀4、𝑀5會共圓。 

 

2. 設𝑀1、𝑀2、𝑀3的外接圓為𝐷，連接𝑀𝑀1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝑀𝑀2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝑀3𝑀1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝑀3𝑀2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝑀𝑂12
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝑀3𝐴45

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ， 

由同弧上的圓周角相等，可得 

在圓C1中，∠𝑀1𝑀𝑂12 = ∠𝑀1𝑂13𝑂12；在圓C2中，∠𝑂12𝑀𝑀2 = ∠𝑂12𝑂23𝑀2， 

再連接𝑂13𝑀1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝑂13𝑂12

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝑂13𝐴45
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝑂12𝐴45

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝑂12𝑀1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝑂23𝑀2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝑂23𝑂12
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝑂23𝐴45

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝑂12𝑀2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ， 

 因為圓C12和C13交於點𝑀1和𝐴45，圓C12和C23交於點𝑀2和𝐴45， 

 所以四邊形𝑂12𝑀1𝑂13𝐴45、𝑂12𝑀2𝑂23𝐴45均為鳶形。 
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 由鳶形一組對角線平分對角以及同弧上的圓周角是圓心角的一半 

 可得 ∠𝑀1𝑂13𝑂12 =
1

2
∠𝑀1𝑂13𝐴45，∠𝑂12𝑂23𝑀2 =

1

2
∠𝐴45𝑂23𝑀2； 

      ∠𝑀1𝑀3𝐴45 =
1

2
∠𝑀1𝑂13𝐴45，∠𝐴45𝑀3𝑀2 =

1

2
∠𝐴45𝑂23𝑀2， 

 所以 ∠𝑀1𝑀𝑀2 = ∠𝑀1𝑀𝑂12 + ∠𝑂12𝑀𝑀2 = ∠𝑀1𝑂13𝑂12 + ∠𝑂12𝑂23𝑀2 

                =
1

2
∠𝑀1𝑂13𝐴45 +

1

2
∠𝐴45𝑂23𝑀2 = ∠𝑀1𝑀3𝐴45 + ∠𝐴45𝑀3𝑀2 = ∠𝑀1𝑀3𝑀2， 

   即∠𝑀1𝑀𝑀2 = ∠𝑀1𝑀3𝑀2，因此𝑀1、𝑀2、𝑀3、𝑀會共圓𝐷。 

 又𝑀1、𝑀2、𝑀3、𝑀4、𝑀5會共圓，故𝑛 = 5的密克點𝑀和這五個𝑛 = 4的密克點 

 𝑀1、 𝑀2、𝑀3、𝑀4、𝑀5也會共一圓。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    進一步考慮𝑛 = 5，即五條直線時，讓五直線上的五個動點共線，得到第六條直線。 

任意取六條直線中的五條直線，會找到六個𝑛 = 5的心圓，此六個心圓會共點，不妨稱此點

為𝒏 = 𝟔的密克點。同時此六個心圓的圓心也會共圓，不妨稱此圓為𝒏 = 𝟔的心圓。於是我們 

得到以下的定理： 

 

圖(二十六) 
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圖(二十七) 

 (三) 𝑵 = 𝟔的密克點和心圓 

  [證明]  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1. 如圖(二十七)，因為𝑂1是五條直線𝐿2、𝐿3、𝐿4、𝐿5、𝐿6的心圓𝐶1的圓心；𝑂2是五條直線

𝐿1、𝐿3、𝐿4、𝐿5、𝐿6的心圓𝐶2的圓心，其餘類推。𝑂12是四條直線𝐿3、𝐿4、𝐿5、𝐿6的心圓

𝐶12的圓心，也是圓𝐶1和𝐶2的一個交點；𝑂13是四條直線𝐿2、𝐿4、𝐿5、𝐿6的心圓𝐶13的圓心 

，也是圓𝐶1和𝐶3的一個交點，其餘類推。 

設𝑀是圓𝐶1和𝐶2異於𝑂12的交點，於是𝑀同時在圓𝐶1和𝐶2上。 

因為圓C13和C14交於點𝑀1和𝑂134，圓C12和C14交於點𝑀1和𝑂124， 

所以兩圓心的連線𝑂13𝑂14
 ⃡            與𝑂134𝑀1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 垂直。同理，𝑂12𝑂14
 ⃡            與𝑂124𝑀1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 垂直。 

定理六  設𝐿1、𝐿2、𝐿3、𝐿4、𝐿5、𝐿6是一般位置的六條直線，即其中任意兩條都不 

平行，任意三條都不共點。𝑂456是直線𝐿1、𝐿2、𝐿3所構成三角形的外接圓 

𝐶456之圓心；𝑂356是直線𝐿1、𝐿2、𝐿4所構成三角形的外接圓𝐶356之圓心， 

其餘類推。𝑂56是直線𝐿1、𝐿2、𝐿3、𝐿4的心圓𝐶56之圓心；𝑂46是直線𝐿1、𝐿2、 

𝐿3、𝐿5的心圓𝐶46之圓心，其餘類推。再設圓心𝑂12、𝑂13、𝑂14、𝑂15、𝑂16所 

共圓為心圓𝐶1；圓心𝑂12、𝑂23、𝑂24、𝑂25、𝑂26所共圓為心圓𝐶2，其餘類推 

。則六個心圓𝐶1、𝐶2、𝐶3、𝐶4、𝐶5、𝐶6會交於同一點𝑀，此點𝑀稱為𝑛 = 6的 

密克點。其六個圓心𝑂1、𝑂2、𝑂3、𝑂4、𝑂5、𝑂6會共一圓𝐶，此圓𝐶稱為𝑛 = 6 

的心圓。 
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於是 ∠𝑂13𝑂14𝑂12 ≡ ∠𝑂124𝑀1𝑂134。 

且圓C14過𝑂124、𝑂134、𝑀1、𝑀14，所以∠𝑂124𝑀1𝑂134 ≡ ∠𝑂134𝑀14𝑂124。 

又圓C134和C145交於點𝑀14和𝐴26，圓C145和C124交於點𝑀14和𝐴36， 

因此 𝑂134𝑂145
 ⃡                與𝐴26𝑀14

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 垂直，𝑂145𝑂124
 ⃡                與𝐴36𝑀14

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 垂直。 

於是 ∠𝑂134𝑂145𝑂124 ≡ ∠𝐴26𝑀14𝐴36。 

又圓C145為∆𝐴26𝐴23𝐴36的外接圓，且過點𝑀14，所以∠𝐴26𝑀14𝐴36 ≡ ∠𝐴26𝐴23𝐴36。 

   推得 ∠𝑂13𝑀𝑂12 ≡
1

2
𝑂13𝑂12
̂ ≡ ∠𝑂13𝑂14𝑂12 ≡ ∠𝑂124𝑀1𝑂134 ≡ ∠𝑂134𝑀14𝑂124 

                 ≡ ∠𝑂134𝑂145𝑂124 ≡ ∠𝐴26𝑀14𝐴36 ≡ ∠𝐴26𝐴23𝐴36 ≡ ∠(𝐿2, 𝐿3)。 

   同理可證 ∠𝑂12𝑀𝑂23 ≡
1

2
𝑂12𝑂23
̂ ≡ ∠𝑂12𝑂24𝑂23 ≡ ∠𝑂124𝑀2𝑂234 ≡ ∠𝑂124𝑀24𝑂234 

                      ≡ ∠𝑂124𝑂245𝑂234 ≡ ∠𝐴36𝑀24𝐴16 ≡ ∠𝐴16𝐴13𝐴36 ≡ ∠(𝐿3, 𝐿1)。     

   由此推出 ∠𝑂13𝑀𝑂23 ≡ ∠𝑂13𝑀𝑂12 + ∠𝑂12𝑀𝑂23 ≡ ∠(𝐿2, 𝐿3) + ∠(𝐿3, 𝐿1) ≡ ∠(𝐿2, 𝐿1) 

   同理可得 ∠𝑂13𝑂34𝑂23 ≡ ∠𝑂134𝑀3𝑂234 ≡ ∠𝑂134𝑀34𝑂234 ≡ ∠𝑂134𝑂345𝑂234 

                       ≡ ∠𝐴26𝑀34𝐴16 ≡ ∠𝐴16𝐴12𝐴26 ≡ ∠(𝐿2, 𝐿1)， 

   即∠𝑂13𝑀𝑂23 ≡ ∠𝑂13𝑂34𝑂23，推知圓𝐶3經過𝑀。    

   同理可證：圓𝐶4、𝐶5、𝐶6也經過𝑀，故六個圓𝐶1、𝐶2、𝐶3、𝐶4、𝐶5、𝐶6會交於同一點𝑀。 

2. 現在考慮經過同一點𝑀的三個圓𝐶1、𝐶2和𝐶3，𝑂13是圓𝐶1和𝐶3的第二個交點；𝑂23是圓𝐶2

和𝐶3的第二個交點，因為圓𝐶1和𝐶3的公共弦為𝑂13𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，所以兩圓心的連線𝑂1𝑂3
 ⃡        與𝑂13𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅垂

直。同理，𝑂2𝑂3
 ⃡        與𝑂23𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅垂直。 

於是，∠𝑂2𝑂3𝑂1 ≡ ∠𝑂13𝑀𝑂23 ≡ ∠𝑂13𝑂34𝑂23 ≡ ∠(𝐿2, 𝐿1)。 

   同理可證：∠𝑂1𝑂4𝑂2 ≡ ∠(𝐿2, 𝐿1) ≡ ∠𝑂1𝑂5𝑂2 ≡ ∠𝑂2𝑂6𝑂1。 

   由此推得：六個圓心𝑂1、𝑂2、𝑂3、𝑂4、𝑂5、𝑂6會共一圓，此圓就是𝑛 = 6的心圓。 

   雖然六個心圓的圓心會共圓，但六個密克點並不會共圓。然而，除了六個心圓會共密克

點外，六個限制圓也會共限制點。 

定理七 如圖(二十八)，𝑛 = 6時，這六個密克點𝑀1、𝑀2、𝑀3、𝑀4、𝑀5、𝑀6不會共圓 

。如圖(二十九)，但六個𝑛 = 5的限制圓會共交點𝐹，此點𝐹稱為𝑛 = 6的限制點。 
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 (四) 𝑵 = 𝒏(𝒏 ≥ 𝟒)的密克點和心圓 

[證明]  

1. 假設對於𝑘條直線我們的結論為真，且已經證明：𝑘條直線𝐿1、𝐿2、⋯、𝐿𝑘的心圓在𝑘 − 1

條直線𝐿2、𝐿3、⋯、𝐿𝑘與𝑘 − 1條直線𝐿1、𝐿3、⋯、𝐿𝑘的心圓之圓心𝑶𝟏和𝑶𝟐之間的弧等於

直線𝑳𝟐和𝑳𝟏之間夾角的 2 倍，即𝑂1𝑂2̂ ≡ 2∠(𝐿2, 𝐿1)，∠(𝐿2, 𝐿1) ≡
1

2
𝑂1𝑂2̂ ≡ ∠𝑂1𝑂𝑖𝑂2， 

其中 𝑖 = 3,4, ⋯ , 𝑘，其餘類推。現在考慮𝑘 + 1條一般位置的直線𝐿1、𝐿2、⋯、𝐿𝑘+1， 

設𝑂1表示𝑘條直線𝐿2、𝐿3、⋯、𝐿𝑘+1的心圓𝐶1之圓心，其餘類推；𝑂12表示𝑘 − 1條直線

𝐿3、𝐿4、⋯、𝐿𝑘+1的心圓𝐶12之圓心，其餘類推，設𝑀是圓𝐶1和𝐶2異於𝑂12的交點，因為 

定理八  假設我們已經定義了𝑘條直線的心圓，並設已經給出𝑘 + 1條一般位置的直線 

        𝐿1、𝐿2、⋯、𝐿𝑘+1，即其中任意兩條都不平行，任意三條都不共點。用𝑂1表 

示𝑘條直線𝐿2、𝐿3、⋯、𝐿𝑘+1的心圓之圓心，用𝑂2表示𝑘條直線𝐿1、𝐿3、⋯、 

𝐿𝑘+1的心圓之圓心，其餘類推。則𝑘 + 1個心圓𝐶1、𝐶2、⋯、𝐶𝑘+1會交於同一 

點𝑀，此點𝑀稱為𝑛 = 𝑘 + 1的密克點，𝑘 + 1個圓心𝑂1、𝑂2、⋯、𝑂𝑘+1會共一 

圓𝐶，此圓𝐶稱為𝑛 = 𝑘 + 1的心圓。由數學歸納法可知：任意𝑛(𝑛 ≥ 4)的自然 

數，都有𝑛個心圓𝐶1、𝐶2、⋯、𝐶𝑛會交於同一點𝑀，此點𝑀稱為𝑁 = 𝑛的密克 

點。其𝑛個圓心𝑂1、𝑂2、⋯、𝑂𝑛會共一圓𝐶，此圓𝐶稱為𝑁 = 𝑛的心圓。 

圖(二十九) 圖(二十八) 
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𝑀同時在圓𝐶1和𝐶2上，所以  ∠𝑂13𝑀𝑂12 ≡
1

2
𝑂13𝑂12
̂ ≡ ∠𝑂13𝑂14𝑂12 ≡ ∠(𝐿2, 𝐿3)， 

                             ∠𝑂12𝑀𝑂23 ≡
1

2
𝑂12𝑂23
̂ ≡ ∠𝑂12𝑂24𝑂23 ≡ ∠(𝐿3, 𝐿1)。 

   由此推出 

   ∠𝑂13𝑀𝑂23 ≡ ∠𝑂13𝑀𝑂12 + ∠𝑂12𝑀𝑂23 ≡ ∠(𝐿2, 𝐿3) + ∠(𝐿3, 𝐿1) ≡ ∠(𝐿2, 𝐿1) ≡ ∠𝑂13𝑂34𝑂23， 

   即圓𝐶3經過𝑀。同理可證：其餘的每一個圓𝐶4、𝐶5、⋯、𝐶𝑘+1都經過𝑀，故𝑘 + 1個心圓 

   𝐶1、𝐶2、⋯、𝐶𝑘+1會交於同一點𝑀。 

2. 現在考慮經過同一點𝑀的三個圓𝐶1、𝐶2和𝐶3，𝑂13是圓𝐶1和𝐶3的第二個交點；𝑂23是圓𝐶2 

   和𝐶3的第二個交點，因為圓𝐶1和𝐶3的公共弦為𝑂13𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，所以兩圓心的連線𝑂1𝑂3
 ⃡        與𝑂13𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

   垂直。同理，𝑂2𝑂3
 ⃡        與𝑂23𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅垂直。 

   於是，∠𝑂2𝑂3𝑂1 ≡ ∠𝑂13𝑀𝑂23 ≡ ∠𝑂13𝑂43𝑂23 ≡ ∠(𝐿2, 𝐿1)。 

   同理可證：對於任意的圓心𝑂𝑖(𝑖 = 4,5, ⋯ , 𝑘 + 1)，滿足∠𝑂1𝑂𝑖𝑂2 ≡ ∠(𝐿2, 𝐿1)。 

   由此推得：所有的圓心𝑂1、𝑂2、⋯、𝑂𝑘+1會共一圓，此圓就是𝑛 = 𝑘 + 1的心圓。 

   由數學歸納法可知：任意𝑛(𝑛 ≥ 4)的自然數，都有𝑛個心圓𝐶1、𝐶2、⋯、𝐶𝑛會交於 

   同一點𝑀，此點𝑀稱為𝑁 = 𝑛的密克點，其𝑛個圓心𝑂1、𝑂2、⋯、𝑂𝑛會共一圓𝐶， 

   此圓𝐶稱為𝑁 = 𝑛的心圓。 

  (五)如果設𝐿1、𝐿2、⋯、𝐿𝑛不是一般位置的𝑛條直線，即退化的情形(平行或共點)，其實 

     也會同時有密克點和心圓。只是我們必須作以下的定義： 

 

1. 就以平行而論，如圖(三十)，可將平行直線組視為交於無窮遠點，則某直線𝐿 

(不與此平行線組平行)交於此平行線組任意兩點，則此兩點與無窮遠點的外接圓 

即為𝐿，即視直線為圓的退化情形。 

2. 就以共點而論，如圖(三十一)，可將共點直線組的交點視為原本兩兩直線相交的點 

無窮接近，則此共點線組之外接圓即為此交點。 

3. 雖然知道這類的退化情形，也皆能符合上述結論，如圖(三十二)，但有些情況心圓 

會退化成心線，因此密克點可能是一些心圓或心線的交點，因為需要龐大的討論才 

能確認各種情形，故本文不予討論。 

 



 26 

圖(三十) 

圖(三十一) 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
圖(三十二) 
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(六)在圖(五)的完全四邊形中，我們之前考慮四個三角形∆𝐴23𝐴24𝐴34、∆𝐴13𝐴14𝐴34、 

   ∆𝐴12𝐴14𝐴24、∆𝐴12𝐴13𝐴23的外接圓，發現這四個圓會共點。如果考慮這些三角形的內切 

   圓或旁切圓，情況又會如何？ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(七)三維空間的延伸思考 

   如果我們將原問題進一步推廣到三維空間，而有以下的猜想： 

    首先考慮三角形的密克定理的推廣，如圖(三十四)，若以角頂和角的稜線上各一點作四

個球面，則其六組兩兩交圓會共點，因此四個球面會共點，同時此四個球面的球心也會共一

球面，即四面體也有密克定理。為了說明六條稜線上各取一點，再以角頂和角的稜線上各一

點所作的四個球面一定共點。 

設𝐸1、𝐸2、⋯、𝐸𝑛是一般位置的𝑛個平面，即其中任意兩個平面都不平行，任意三個平面

都不共線。(1)那麼對任意𝑛(𝑛 ≥ 5)的自然數，是否存在𝑛個心球𝑆1、𝑆2、⋯、𝑆𝑛會交於同

一點𝑴？ (2)而𝑛個球心𝑂1、𝑂2、⋯、𝑂𝑛是否會共一球面𝑺？ 

 

如圖(三十三)，分別作出四個三角形∆𝐴23𝐴24𝐴34、∆𝐴13𝐴14𝐴34、∆𝐴12𝐴14𝐴24、 

∆𝐴12𝐴13𝐴23各自的一個內切圓和三個旁切圓，但這十六個圓中並沒有四圓共點的現象。 

圖(三十三) 
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圖(三十五) 

圖(三十四) 

    如圖(三十五)，我們設此共點為密克點𝑴(不在四面體的各面和稜線上)，並在一個角頂

的其中兩條稜線上各取一個點，則包括密克點𝑀、角頂共四點所作的球面會和此角頂的另一

條稜線交於一點。接著過密克點𝑀，取這角頂的第三條稜線上一點和共稜線的另一角頂，並

在第二角頂的其餘二稜線之一再取一點作第二個球面，也會和第二個角頂的另一稜線交於一

點。再過密克點𝑀、第三個角頂及其兩稜線的點作第三個球面，也會和第三個角頂的另一稜

線交於一點。最後過密克點𝑀和第四個角頂的三稜線上的點作第四個球面，恰好過第四個角

頂。因此這四個過角頂的球面恰交一個定點(密克點𝑴)。但如圖(三十六)，考慮第五個平面

去截原來的四面體，經由 Ggb 作圖發現五面體並沒有球面共點、球心共球面的現象，因此

六面體以上的情形就沒辦法定義密克點和心球，故這樣的猜想不真。 
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伍、研究結果與討論 

一、設𝐿1、𝐿2、⋯、𝐿𝑛是一般位置的𝑛條直線，即其中任意兩條都不平行，任意三條都不 

    共點。則任意𝑛(𝑛 ≥ 4)的自然數，都有𝑛個心圓𝐶1、𝐶2、⋯、𝐶𝑛會交於同一點𝑀，此點 

    𝑀稱為𝑁 = 𝑛的密克點，𝑛個圓心𝑂1、𝑂2、⋯、𝑂𝑛會共一圓𝐶，此圓𝐶稱為𝑁 = 𝑛的心圓。 

且在𝒏 = 𝟒時，密克點正好在心圓上。但𝒏 ≥ 𝟓時，密克點不一定在心圓上。 

 

二、設𝐿1、𝐿2、𝐿3、𝐿4是一般位置的四條直線，其中𝐴12是𝐿1和𝐿2的交點；𝐴13是𝐿1和𝐿3的 

    交點，其餘類推。設四個三角形∆𝐴23𝐴24𝐴34、𝐴13𝐴14𝐴34、∆𝐴12𝐴14𝐴24、∆𝐴12𝐴13𝐴23的 

    垂心分別為𝐻1、𝐻2、𝐻3、𝐻4，則𝑯𝟏、𝑯𝟐、𝑯𝟑、𝑯𝟒四點共線。 

 

三、設𝐿1、𝐿2、𝐿3、𝐿4、𝐿5是一般位置的五條直線，𝐻45是直線𝐿1、𝐿2、𝐿3所構成三角形的 

    垂心；𝐻35是直線𝐿1、𝐿2、𝐿4所構成三角形的垂心，其餘類推。再設垂心𝐻12、𝐻13、𝐻14 

    、𝐻15所共直線為𝑙1；垂心𝐻12、𝐻23、𝐻24、𝐻25所共直線為𝑙2，其餘類推。 

    則這五條直線 𝒍𝟏、𝒍𝟐、𝒍𝟑、𝒍𝟒、𝒍𝟓也是一般位置的五條直線。 

 

四、設𝐿1、𝐿2、𝐿3、𝐿4、𝐿5是一般位置的五條直線，𝑀1是直線𝐿2、𝐿3、𝐿4、𝐿5所構成的完全 

    四邊形之密克點，其餘類推。設𝑂45是直線𝐿1、𝐿2、𝐿3所構成三角形的外接圓𝐶45之圓心 

    ，其餘類推。再設圓心𝑂12、𝑂13、𝑂14、𝑂15所共圓為心圓𝐶1，其餘類推。則五個心圓𝐶1 

圖(三十六) 
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    、𝐶2、𝐶3、𝐶4、𝐶5會交於同一點𝑀，此點𝑀稱為𝑛 = 5的密克點。而密克點𝑴和這五個 

    𝒏 = 𝟒的密克點𝑴𝟏、𝑴𝟐、𝑴𝟑、𝑴𝟒、𝑴𝟓會共一圓，此圓也稱為𝒏 = 𝟓的限制圓。 

 

五、如果設𝐿1、𝐿2、⋯、𝐿𝑛不是一般位置的𝑛條直線，即退化的情形(平行或共點)，若將直線     

    和共點直線組的交點定義為圓的退化，則此時也會同時有密克點和心圓。 

 

六、三角形的密克定理在三維空間的推廣中，我們發現四面體也有密克定理，即四面體的六 

    條稜線上各取一點，再以角頂和相鄰三點所作的四個球面會共點，且此四個球面的球心 

    也會共球面，但五面體以上就沒有。 

 

陸、結論 

一、設有一般位置的𝑛條直線，則任意𝑛(𝑛 ≥ 4)的自然數，都有𝑛個心圓會交於同一點， 

    此點稱為密克點，此𝑛個心圓的圓心會共一圓，此圓稱為心圓。 

 

二、特別地，在一般位置的四條直線時，密克點正好在心圓上。若此時將三角形的外接圓圓 

    心改成垂心，則四個垂心也正好共線。而一般位置的五條直線時，密克點和五個四條直 

    線的密克點會共一圓。 

 

三、如果𝑛條直線不是一般位置的直線，即有共點或平行的情形時，也會有密克點和心圓。 

 

四、三角形的密克定理可以在三維空間中推廣，得到四面體的密克定理。 
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作品海報 

【評語】050408  

本作品將原本三角形以及四條線的密克點與心圓的結果推廣

到任意 n條線的情況，文獻探討完整。並且對於不同的 n值逐一

作圖解釋，證明脈絡清晰易懂，結論漂亮。 

但是當 n越來越大，圖形亦越發複雜，直觀觀察已無法看出

密克點與心圓的性質。因此證明上也只能以「同理可證」或「基

於數學歸納法」帶過，較為可惜，建議作者們可以再多閱讀相關

文獻。 
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摘要

本研究是探討一般位置的n條直線(無三線共點且無平行線組)，皆會產生圓共點和圓心共圓的現象。在一般
位置的四條直線中，四個三角形的外接圓會共點，稱此點為密克點。同時其圓心也會共圓，稱此圓為心圓。若再
添加一條直線，則可以任意的取出四條直線，分別找出它的心圓，而這五個心圓仍然會共點，同時其圓心又會共
圓。為了證明此種情況會不斷地延續下去，我們利用數學歸納法以及四點共圓的性質證出一般位置的n(n≥4)線形
都會有密克點和心圓。此外，如果考慮退化的情形(共點或平行)，也會同時有密克點和心圓。我們還進一步發現
四面體也有相對應的密克點和心球，但五面體以上就沒有。

壹、研究動機

在2008年台灣國際科展有一件作品---共點圓、共圓點中提到：「在完全四邊形中，四個三角形的外接圓會
共點，稱此點為限制點。若再添加一條直線，則可以任意的取出四條直線，分別找出它的限制點，而這些限制點
又會共圓，稱此圓為限制圓。此種情況會不斷地延續下去。」，於是我們試著用動態幾何軟體Ggb畫看看，發現
在完全四邊形中，四個三角形的外接圓圓心也會共圓，不妨稱此圓為完全四邊形的心圓。若再添加一條直線，則
可以任意的取出四條直線，分別找出它的心圓，而這些心圓仍然會共點，同時其圓心又會共圓。而這樣的現象，
讓我們聯想到可否推廣到多條兩兩相交一點的直線，因此決定以此當作研究題材。

貳、研究目的
在完全四邊形中，四個三角形的外接圓會共點，稱其為密克點。同時其圓心也會共圓，稱其為心圓。若將其

推廣到𝑛(𝑛 ≥ 4)條無三線共點且無平行線組的直線，則會有相對應的𝒏線形的密克點和心圓。本研究的目的在探
究這種現象會不斷地延續下去，並給予證明。

參、研究設備及器材
本研究主要利用動態幾何軟體Geogebra進行研究問題的幾何實驗，透過實驗觀察、猜測與驗證，然後提出

研究結果並加以證明。

肆、研究過程或方法
一、文獻探討

(一)密克定理

(二)陳凱傑。共點圓、共圓點。2008年台灣國際科展
此作品由四條直線(無共點且無平行線組)所構成的圖形中，找到四個三角形

及它們的外接圓。而這四個外接圓會共點，稱其為限制點。若再添加一條直線，
則可以任意的取出四條直線，分別找出它的限制點，而這些限制點又會共圓，
稱其為限制圓。作者欲證明此種情況會不斷延續下去。將兩條直線的交點視為
限制點，三條直線的三交點的外接圓視為限制圓，則當n為偶數時，存在限制點
；當n為奇數時，存在限制圓。也就是說，限制點和限制圓是交替出現，由限制點
所共的圓定義限制圓，再由限制圓所共的點定義限制點。

二、定義與性質

(一)完全四邊形
如圖(二)，當共平面的四相異直線中每兩線都相交，且任意三線都不共點時，

我們稱此四直線構成一個完全四邊形。
(二)密克點和心圓

直線數用𝒏表示，且𝒏 ≥ 𝟒。藉由觀察可以發現在完全四邊形中，因為任意三條

直線可構成一個三角形，所以有𝑪𝟑
𝟒 = 𝟒 個三角形，其外接圓會共點，稱此點為𝒏 = 𝟒

的密克點。同時，四個外接圓圓心也會共圓，不妨稱此圓為𝒏 = 𝟒的心圓。
(三)兩角相等或互補

本文定義兩角𝜽𝟏和𝜽𝟐相等或互補為等價角，以𝜽𝟏 ≡ 𝜽𝟐表示。
即∠𝑨𝑪𝑩 ≡ ∠𝑨𝑫𝑩表示∠𝑨𝑪𝑩 = ∠𝑨𝑫𝑩或∠𝑨𝑪𝑩 + ∠𝑩𝑫𝑨 = 𝟏𝟖𝟎°。
(四)角的運算性質

三、密克定理的推廣

如圖(一)，設𝑳𝟏、𝑳𝟐、𝑳𝟑是一般位置的三條直線，即其中任意兩條都不平行，任意三條都不共點。𝑨𝟏𝟐是𝑳𝟏和𝑳𝟐的交點；𝑨𝟏𝟑是𝑳𝟏和𝑳𝟑的交點，

其餘類推。分別在𝑳𝟏、𝑳𝟐、𝑳𝟑各取一點𝑷𝟏、𝑷𝟐、𝑷𝟑、𝑶𝟏是∆𝑨𝟐𝟑𝑷𝟐𝑷𝟑的外接圓𝑪𝟏之圓心；𝑶𝟐是∆𝑨𝟏𝟑𝑷𝟏𝑷𝟑的外接圓𝑪𝟐之圓心，其餘類推。

則三個外接圓𝑪𝟏、𝑪𝟐、𝑪𝟑會交於同一點𝑴，此點𝑴稱為𝒏 = 𝟑的密克點。

性質一 若定義∠𝐴𝐶𝐵 ≡ ∠𝐴𝐷𝐵為∠𝐴𝐶𝐵 = ∠𝐴𝐷𝐵或∠𝐴𝐶𝐵 + ∠𝐵𝐷𝐴 = 180°，則「≡」滿足
(1)遞移律：∠𝐴𝐵𝐶 ≡ ∠𝐷𝐸𝐹且∠𝐷𝐸𝐹 ≡ ∠𝐺𝐻𝐼 ⟹ ∠𝐴𝐵𝐶 ≡ ∠𝐺𝐻𝐼。

(2)加法律：∠𝐴𝐵𝐶 + ∠𝐶𝐵𝐷 ≡ ∠𝐴𝐵𝐷。

性質二 若記號∠(𝐿2, 𝐿3)、∠(𝐿3, 𝐿1)和∠(𝐿2, 𝐿1)分別表示直線𝐿2到𝐿3、𝐿3到𝐿1和𝐿2到𝐿1的逆時針夾角，
則「≡」滿足 ∠ 𝐿2, 𝐿3 + ∠ 𝐿3, 𝐿1 ≡ ∠(𝐿2, 𝐿1)。

圖(一)

圖(二)

定理一 如圖(三)，設𝑳𝟏、𝑳𝟐、𝑳𝟑、𝑳𝟒是一般位置的四條直線，即其中任意兩條都不平行，任意三條

都不共點。𝑨𝟏𝟐是𝑳𝟏和𝑳𝟐的交點；𝑨𝟏𝟑是𝑳𝟏和𝑳𝟑的交點，其餘類推。𝑶𝟏是直線𝑳𝟐、𝑳𝟑、𝑳𝟒所構

成三角形的外接圓𝑪𝟏之圓心；𝑶𝟐是直線𝑳𝟏、𝑳𝟑、𝑳𝟒所構成三角形的外接圓𝑪𝟐之圓心，其餘類

推。則四個外接圓𝑪𝟏、𝑪𝟐、𝑪𝟑、𝑪𝟒會交於同一點𝑴，此點𝑴稱為𝒏 = 𝟒的密克點。其四個圓心

𝑶𝟏、𝑶𝟐、𝑶𝟑、𝑶𝟒會共一圓𝑪，此圓𝑪稱為𝒏 = 𝟒的心圓。

圖(三)

定理二 如圖(四)，密克點𝑴會和這四個外接圓的圓心𝑶𝟏、𝑶𝟐、𝑶𝟑、𝑶𝟒共一圓𝑪，

此時∠𝑨𝟐𝟒𝑴𝑨𝟏𝟒 ≡ ∠𝑶𝟐𝑶𝟑𝑶𝟏，∠𝑶𝟏𝑴𝑶𝟐 ≡ ∠𝑶𝟏𝑶𝟒𝑶𝟐 ≡ ∠ 𝑳𝟐, 𝑳𝟏 ≡ ∠𝑶𝟐𝑶𝟑𝑶𝟏，

表示這些角相等或互補。另外，∠𝑶𝒋𝑴𝑶𝒌 ≡ ∠𝑶𝒋𝑶𝒊𝑶𝒌 ≡ ∠ 𝑳𝒌, 𝑳𝒋 ≡ ∠𝑶𝒌𝑶𝒍𝑶𝒋，

其中𝒊, 𝒋, 𝒌, 𝒍相異，且𝒊, 𝒋, 𝒌, 𝒍 ∈ 𝟏, 𝟐, 𝟑, 𝟒 。

圖(五)

圖(四)

一、如圖(五)，設四個三角形∆𝑨𝟐𝟑𝑨𝟐𝟒𝑨𝟑𝟒、∆𝑨𝟏𝟑𝑨𝟏𝟒𝑨𝟑𝟒、∆𝑨𝟏𝟐𝑨𝟏𝟒𝑨𝟐𝟒、𝑨𝟏𝟐𝑨𝟏𝟑𝑨𝟐𝟑的內心分別為𝑰𝟏、
𝑰𝟐、𝑰𝟑、𝑰𝟒，但𝑰𝟏、𝑰𝟐、𝑰𝟑、𝑰𝟒並沒有共圓或共線的現象。

圖(五)

在圖(二)的完全四邊形中，我們前面考慮四個三角形∆𝑨𝟐𝟑𝑨𝟐𝟒𝑨𝟑𝟒、∆𝑨𝟏𝟑𝑨𝟏𝟒𝑨𝟑𝟒

、∆𝑨𝟏𝟐𝑨𝟏𝟒𝑨𝟐𝟒、∆𝑨𝟏𝟐𝑨𝟏𝟑𝑨𝟐𝟑的外接圓圓心(外心)，發現這四個外心會共圓。

如果考慮這些三角形的其它心，情況又會如何？



二、如圖(六)，設四個三角形∆𝑨𝟐𝟑𝑨𝟐𝟒𝑨𝟑𝟒、∆𝑨𝟏𝟑𝑨𝟏𝟒𝑨𝟑𝟒、∆𝑨𝟏𝟐𝑨𝟏𝟒𝑨𝟐𝟒、∆𝑨𝟏𝟐𝑨𝟏𝟑𝑨𝟐𝟑的重心分
別為𝑮𝟏、𝑮𝟐、𝑮𝟑、𝑮𝟒，但𝑮𝟏、𝑮𝟐、𝑮𝟑、𝑮𝟒並沒有共圓或共線的現象。

圖(六)

三、如圖(七)，設四個三角形∆𝑨𝟐𝟑𝑨𝟐𝟒𝑨𝟑𝟒、∆𝑨𝟏𝟑𝑨𝟏𝟒𝑨𝟑𝟒、∆𝑨𝟏𝟐𝑨𝟏𝟒𝑨𝟐𝟒、∆𝑨𝟏𝟐𝑨𝟏𝟑𝑨𝟐𝟑的垂心分
別為𝑯𝟏、𝑯𝟐、𝑯𝟑、𝑯𝟒，則𝑯𝟏、𝑯𝟐、𝑯𝟑、𝑯𝟒四點共線。

圖(七)

引理一如圖(八)，設𝑷為∆𝑨𝑩𝑪的外接圓上異於頂點的一點，過𝑷點分別作𝑨𝑩、𝑩𝑪、𝑪𝑨的垂線
，垂足依序為𝑫、𝑬、𝑭，則𝑫、𝑬、𝑭三點共線。(Simson定理)

圖(八)

引理二 如圖(九)，已知𝑨、𝑫、𝑩三點共線，𝑨、𝑬、𝑪三點共線，𝑩、𝑪、𝑭三點共線，𝑫、𝑬、𝑭
三點共線，則∆𝑨𝑩𝑪、∆𝑩𝑫𝑭、∆𝑨𝑫𝑬、∆𝑪𝑬𝑭的外接圓有共同的交點𝑮，且此點𝑮關於四
直線的對稱點𝑷、𝑸、𝑹、𝑺共線。

引理三 如圖(十)，設𝑮為∆𝑨𝑩𝑪的外接圓上異於頂點的一點，過𝑮點分別作𝑨𝑩、𝑩𝑪、𝑪𝑨的垂線
，垂足依序為𝑫、𝑬、𝑭。𝑮點關於此三直線的對稱點分別為𝑷、𝑸、𝑹，若𝑯為∆𝑨𝑩𝑪的
垂心，則𝑷、𝑸、𝑹、𝑯四點共線。

圖(十)

圖(九)

定理三 如圖(十一)，設四個三角形∆𝑨𝟐𝟑𝑨𝟐𝟒𝑨𝟑𝟒、∆𝑨𝟏𝟑𝑨𝟏𝟒𝑨𝟑𝟒、∆𝑨𝟏𝟐𝑨𝟏𝟒𝑨𝟐𝟒、∆𝑨𝟏𝟐𝑨𝟏𝟑𝑨𝟐𝟑的垂
心分別為𝑯𝟏、𝑯𝟐、𝑯𝟑、𝑯𝟒，則𝑯𝟏、𝑯𝟐、𝑯𝟑、𝑯𝟒四點共線。

四、如圖(十二)，設𝑳𝟏、𝑳𝟐、𝑳𝟑、𝑳𝟒、𝑳𝟓是一般位置的五條直線，即其中任意兩條都不平行，
任意三條都不共點。𝑯𝟒𝟓是直線𝑳𝟏、𝑳𝟐、𝑳𝟑所構成三角形的垂心；𝑯𝟑𝟓是直線𝑳𝟏、𝑳𝟐、𝑳𝟒
所構成三角形的垂心，其餘類推。再設垂心𝑯𝟏𝟐、𝑯𝟏𝟑、𝑯𝟏𝟒、𝑯𝟏𝟓所共直線為𝒍𝟏；垂心𝑯𝟏𝟐

、𝑯𝟐𝟑、𝑯𝟐𝟒、𝑯𝟐𝟓所共直線為𝒍𝟐，其餘類推。則這五條直線𝒍𝟏、𝒍𝟐、𝒍𝟑、𝒍𝟒、𝒍𝟓是一般位置
的五條直線。

圖(十一)

圖(十二)

定理四 設𝑳𝟏、𝑳𝟐、𝑳𝟑、𝑳𝟒、𝑳𝟓是一般位置的五條直線，即其中任意兩條都不平行，任意三條都
不共點。𝑶𝟒𝟓是直線𝑳𝟏、𝑳𝟐、𝑳𝟑所構成三角形的外接圓𝑪𝟒𝟓之圓心；𝑶𝟑𝟓是直線𝑳𝟏、𝑳𝟐、
𝑳𝟒所構成三角形的外接圓𝑪𝟑𝟓之圓心，其餘類推。再設圓心𝑶𝟏𝟐、𝑶𝟏𝟑、𝑶𝟏𝟒、𝑶𝟏𝟓所共圓
為心圓𝑪𝟏；圓心𝑶𝟏𝟐、𝑶𝟐𝟑、𝑶𝟐𝟒、𝑶𝟐𝟓所共圓為心圓𝑪𝟐，其餘類推。則五個心圓𝑪𝟏、𝑪𝟐
、𝑪𝟑、𝑪𝟒、𝑪𝟓會交於同一點𝑴，此點𝑴稱為𝒏 = 𝟓的密克點。其五個圓心𝑶𝟏、𝑶𝟐、𝑶𝟑、
𝑶𝟒、𝑶𝟓會共一圓𝑪，此圓𝑪稱為𝒏 = 𝟓的心圓。

為了證明上面這個定理，我們必須先證明下述三個引理：

1.如圖(十三)，因為𝑂1是四條直線𝐿2、𝐿3、𝐿4、𝐿5的心圓𝐶1的圓心；𝑂2是四條直線𝐿1、𝐿3、𝐿4

、𝐿5的心圓𝐶2的圓心，其餘類推。𝑂12是三條直線𝐿3、𝐿4、𝐿5的外接圓𝐶12的圓心，也是圓𝐶1

和𝐶2的一個交點；𝑂13是三條直線𝐿2、𝐿4、𝐿5的外接圓𝐶13的圓心，也是圓𝐶1和𝐶3的一個交點，

其餘類推。設𝑀是圓𝐶1和𝐶2異於𝑂12的交點，於是𝑀同時在圓𝐶1和𝐶2上。因為圓C13和C14交於

點𝑀1和𝐴25，圓C12和C14交於點𝑀1和𝐴35， 所以兩圓心的連線𝑂13𝑂14與𝐴25𝑀1垂直。同理，

𝑂12𝑂14與𝐴35𝑀1垂直。

[證明]

於是 ∠𝑂13𝑂14𝑂12 ≡ ∠𝐴35𝑀1𝐴25。又圓C14為∆𝐴25𝐴23𝐴35的外接圓，且過點𝑀1，

所以∠𝐴35𝑀1𝐴25 ≡ ∠𝐴35𝐴23𝐴25。

推得 ∠𝑂13𝑀𝑂12 ≡
1

2
𝑂13𝑂12 ≡ ∠𝑂13𝑂14𝑂12 ≡ ∠𝐴35𝑀1𝐴25 ≡ ∠𝐴35𝐴23𝐴25 ≡ ∠(𝐿2, 𝐿3)。

同理可證∠𝑂12𝑀𝑂23 ≡
1

2
𝑂12𝑂23 ≡ ∠𝑂12𝑂24𝑂23 ≡ ∠𝐴15𝑀2𝐴35 ≡ ∠𝐴35𝐴13𝐴15 ≡ ∠(𝐿3, 𝐿1)。

由此推出 ∠𝑂13𝑀𝑂23 ≡ ∠𝑂13𝑀𝑂12 + ∠𝑂12𝑀𝑂23 ≡ ∠ 𝐿2, 𝐿3 + ∠(𝐿3, 𝐿1) ≡ ∠ 𝐿2, 𝐿1 。

同理可得，∠𝑂13𝑂34𝑂23 ≡ ∠𝐴25𝑀3𝐴15 ≡ ∠𝐴15𝐴12𝐴25 ≡ ∠(𝐿2, 𝐿1)，

即∠𝑂13𝑀𝑂23 ≡ ∠𝑂13𝑂34𝑂23，推知圓𝐶3經過𝑀。同理可證：圓𝐶4、𝐶5也經過𝑀，

故五個圓𝐶1、𝐶2、𝐶3、𝐶4、𝐶5會交於同一點𝑀。

2.現在考慮經過同一點𝑀的三個圓𝐶1、𝐶2和𝐶3，𝑂13是圓𝐶1和𝐶3的第二個交點；𝑂23是圓𝐶2

和𝐶3的第二個交點，因為圓𝐶1和𝐶3的公共弦為𝑂13𝑀，所以兩圓心的連線𝑂1𝑂3與𝑂13𝑀

垂直。同理，𝑂2𝑂3與𝑂23𝑀垂直。於是，∠𝑂2𝑂3𝑂1 ≡ ∠𝑂13𝑀𝑂23 ≡ ∠𝑂13𝑂34𝑂23 ≡ ∠ 𝐿2, 𝐿1

。同理可證，∠𝑂1𝑂4𝑂2 ≡ ∠ 𝐿2, 𝐿1 ≡ ∠𝑂2𝑂5𝑂1。

由此推得：五個圓心𝑂1、𝑂2、𝑂3、𝑂4、𝑂5會共一圓，此圓就是𝑛 = 5的心圓。

圖(十三)

定理五 如圖(十四)，設𝑳𝟏、𝑳𝟐、𝑳𝟑、𝑳𝟒、𝑳𝟓是一般位置的五條直線，即其中任意兩條都不平行，任意三條都不共點。
𝑴𝟏是直線𝑳𝟐、𝑳𝟑、𝑳𝟒、𝑳𝟓所構成的完全四邊形之密克點；𝑴𝟐是直線𝑳𝟏、𝑳𝟑、𝑳𝟒、𝑳𝟓所構成的完全四邊形之
密克點，其餘類推。則這五個密克點𝑴𝟏、𝑴𝟐、𝑴𝟑、𝑴𝟒、𝑴𝟓會共圓，此圓稱為𝒏 = 𝟓的限制圓。如圖(十五)，
設𝑶𝟒𝟓是直線𝑳𝟏、𝑳𝟐、𝑳𝟑所構成三角形的外接圓𝑪𝟒𝟓之圓心；𝑶𝟑𝟓是直線𝑳𝟏、𝑳𝟐、𝑳𝟒所構成三角形的外接圓𝑪𝟑𝟓
之圓心，其餘類推。再設圓心𝑶𝟏𝟐、𝑶𝟏𝟑、𝑶𝟏𝟒、𝑶𝟏𝟓所共圓為心圓𝑪𝟏；圓心𝑶𝟏𝟐、𝑶𝟐𝟑、𝑶𝟐𝟒、𝑶𝟐𝟓所共圓為心圓
𝑪𝟐，其餘類推。則五個心圓𝑪𝟏、𝑪𝟐、𝑪𝟑、𝑪𝟒、𝑪𝟓會交於同一點𝑴，此點𝑴稱為𝒏 = 𝟓的密克點。而密克點𝑴
和這五個𝒏 = 𝟒的密克點𝑴𝟏、𝑴𝟐、𝑴𝟑、𝑴𝟒、𝑴𝟓也會共一圓。

圖(十四)

圖(十五)

定理六 如圖(十六)，設𝑳𝟏、𝑳𝟐、𝑳𝟑、𝑳𝟒、𝑳𝟓、𝑳𝟔是一般位置的六條直線，即其中任意兩條都不平行，任意三條都不共
點。𝑶𝟒𝟓𝟔是直線𝑳𝟏、𝑳𝟐、𝑳𝟑所構成三角形的外接圓𝑪𝟒𝟓𝟔之圓心；𝑶𝟑𝟓𝟔是直線𝑳𝟏、𝑳𝟐、𝑳𝟒所構成三角形的外接
圓𝑪𝟑𝟓𝟔之圓心，其餘類推。𝑶𝟓𝟔是直線𝑳𝟏、𝑳𝟐、𝑳𝟑、𝑳𝟒的心圓𝑪𝟓𝟔之圓心；𝑶𝟒𝟔是直線𝑳𝟏、𝑳𝟐、𝑳𝟑、𝑳𝟓的心圓
𝑪𝟒𝟔之圓心，其餘類推。再設圓心𝑶𝟏𝟐、𝑶𝟏𝟑、𝑶𝟏𝟒、𝑶𝟏𝟓、𝑶𝟏𝟔所共圓為心圓𝑪𝟏；圓心𝑶𝟏𝟐、𝑶𝟐𝟑、𝑶𝟐𝟒、𝑶𝟐𝟓、
𝑶𝟐𝟔所共圓為心圓𝑪𝟐，其餘類推。則六個心圓𝑪𝟏、𝑪𝟐、𝑪𝟑、𝑪𝟒、𝑪𝟓、𝑪𝟔會交於同一點𝑴，此點𝑴稱為𝒏 = 𝟔的
密克點。其六個圓心𝑶𝟏、𝑶𝟐、𝑶𝟑、𝑶𝟒、𝑶𝟓、𝑶𝟔會共一圓𝑪，此圓𝑪稱為𝒏 = 𝟔的心圓。

圖(十六)

定理七 𝒏 = 𝟔時，這六個密克點𝑴𝟏、𝑴𝟐、𝑴𝟑、𝑴𝟒、𝑴𝟓、𝑴𝟔並不會共圓。但六個𝒏 = 𝟓的限制圓會共交點𝑭，此點𝑭

稱為𝒏 = 𝟔的限制點。

定理八 假設我們已經定義了𝒌條直線的心圓，並設已經給出𝒌 + 𝟏條一般位置的直線𝑳𝟏、𝑳𝟐、⋯、𝑳𝒌+𝟏，即其中任意兩

條都不平行，任意三條都不共點。用𝑶𝟏表示𝒌條直線𝑳𝟐、𝑳𝟑、⋯、𝑳𝒌+𝟏的心圓之圓心，用𝑶𝟐表示𝒌條直線𝑳𝟏、

𝑳𝟑、⋯、𝑳𝒌+𝟏的心圓之圓心，其餘類推。則𝒌 + 𝟏個心圓𝑪𝟏、𝑪𝟐、⋯、𝑪𝒌+𝟏會交於同一點𝑴，此點𝑴稱為

𝒏 = 𝒌 + 𝟏的密克點，𝒌 + 𝟏個圓心𝑶𝟏、𝑶𝟐、⋯、𝑶𝒌+𝟏會共一圓𝑪，此圓𝑪稱為𝒏 = 𝒌 + 𝟏的心圓。由數學歸納法

可知：任意𝒏(𝒏 ≥ 𝟒)的自然數，都有𝒏個心圓𝑪𝟏、𝑪𝟐、⋯、𝑪𝒏會交於同一點𝑴，此點𝑴稱為𝑵 = 𝒏的密克點。

其𝒏個圓心𝑶𝟏、𝑶𝟐、⋯、𝑶𝒏會共一圓𝑪，此圓𝑪稱為𝑵 = 𝒏的心圓。
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陸、結論
一、設有一般位置的𝒏條直線，則任意𝒏(𝒏 ≥ 𝟒)的自然數，都有𝒏個心圓會交於同一點，此點稱為密克點，此𝒏個心圓的圓心會共一圓，此圓

稱為心圓。
二、特別地，在一般位置的四條直線時，密克點正好在心圓上。若此時將三角形的外接圓圓心改成垂心，則四個垂心也正好共線。而一般位

置的五條直線時，密克點和五個四條直線的密克點會共一圓。
三、如果𝒏條直線不是一般位置的直線，即有共點或平行的情形時，也會同時有密克點和心圓。
四、三角形的密克定理可以在三維空間中推廣，得到四面體的密克定理。

1.假設對於𝒌條直線我們的結論為真，且已經證明：𝑘條直線𝐿1、𝐿2、⋯、𝐿𝑘的心圓在𝑘 − 1條直線𝐿2、𝐿3、⋯、𝐿𝑘

與𝑘 − 1條直線𝐿1、𝐿3、⋯、𝐿𝑘的心圓之圓心𝑶𝟏和𝑶𝟐之間的弧等於直線𝑳𝟐和𝑳𝟏之間夾角的2倍，

即𝑂1𝑂2 ≡ 2∠ 𝐿2, 𝐿1 ，∠ 𝐿2, 𝐿1 ≡
1

2
𝑂1𝑂2 ≡ ∠𝑂1𝑂𝑖𝑂2，其中 𝑖 = 3,4,⋯ , 𝑘，其餘類推。現在考慮𝑘 + 1條一般位

置的直線𝐿1、𝐿2、⋯、𝐿𝑘+1，設𝑂1表示𝑘條直線𝐿2、𝐿3、⋯、𝐿𝑘+1的心圓𝐶1之圓心，其餘類推；𝑂12表示𝑘 − 1條

直線𝐿3、𝐿4、⋯、𝐿𝑘+1的心圓𝐶12之圓心，其餘類推，設𝑀是圓𝐶1和𝐶2異於𝑂12的交點，因為𝑀同時在圓𝐶1和𝐶2上

，所以∠𝑶𝟏𝟑𝑴𝑶𝟏𝟐 ≡
1

2
𝑂13𝑂12 ≡ ∠𝑂13𝑂14𝑂12 ≡ ∠(𝑳𝟐, 𝑳𝟑)，∠𝑶𝟏𝟐𝑴𝑶𝟐𝟑 ≡

1

2
𝑂12𝑂23 ≡ ∠𝑂12𝑂24𝑂23 ≡ ∠(𝑳𝟑, 𝑳𝟏)。

由此推出∠𝑂13𝑀𝑂23 ≡ ∠𝑂13𝑀𝑂12 + ∠𝑂12𝑀𝑂23 ≡ ∠ 𝐿2, 𝐿3 + ∠(𝐿3, 𝐿1) ≡ ∠ 𝐿2, 𝐿1 ≡ ∠𝑂13𝑂34𝑂23，即圓𝐶3經過𝑀

。同理可證：其餘的每一個圓𝐶4、𝐶5、⋯、𝐶𝑘+1都經過𝑀，故𝑘 + 1個心圓𝐶1、𝐶2、⋯、𝐶𝑘+1會交於同一點𝑀。

[證明] 

2.現在考慮經過同一點𝑀的三個圓𝐶1、𝐶2和𝐶3，𝑂13是圓𝐶1和𝐶3的第二個交點；𝑂23是圓𝐶2和𝐶3的第二個交點，

因為圓𝐶1和𝐶3的公共弦為𝑂13𝑀，所以兩圓心的連線𝑂1𝑂3與𝑂13𝑀垂直。同理，𝑂2𝑂3與𝑂23𝑀垂直。

於是，∠𝑶𝟐𝑶𝟑𝑶𝟏 ≡ ∠𝑂13𝑀𝑂23 ≡ ∠𝑂13𝑂43𝑂23 ≡ ∠ 𝑳𝟐, 𝑳𝟏 。同理可證：對於任意的圓心𝑂𝑖(𝑖 = 4,5,⋯ , 𝑘 + 1)，

滿足∠𝑶𝟏𝑶𝒊𝑶𝟐 ≡ ∠ 𝑳𝟐, 𝑳𝟏 。由此推得：所有的圓心𝑂1、𝑂2、⋯、𝑂𝑘+1會共一圓，此圓就是𝑛 = 𝑘 + 1的心圓。

由數學歸納法可知：任意𝑛(𝑛 ≥ 4)的自然數，都有𝑛個心圓𝐶1、𝐶2、⋯、𝐶𝑛會交於同一點𝑀，此點𝑀稱為𝑁 = 𝑛

的密克點，其𝑛個圓心𝑂1、𝑂2、⋯、𝑂𝑛會共一圓𝐶，此圓𝐶稱為𝑁 = 𝑛的心圓。

如果設𝐿1、𝐿2、⋯、𝐿𝑛不是一般位置的𝑛條直線，即退化的情形(平行或共點)，其實也會同時有密克點和心圓。
只是我們必須作以下的定義：

1. 就以平行而論，可將平行直線組視為交於無窮遠點，則某直線𝑳(不與此平行線組平行)交於此平行線組任意兩點，則此兩點與無窮遠點的
外接圓即為𝑳，即視直線為圓的退化情形。

2. 就以共點而論，可將共點直線組的交點視為原本兩兩直線相交的點無窮接近，則此共點線組之外接圓即為此交點。
3. 雖然知道這類的退化情形，也皆能符合上述結論，但有些情況心圓會退化成心線，因此密克點可能是一些心圓或心線的交點，因為需要
龐大的討論才能確認各種情形，故本文不予討論。

在圖(二)的完全四邊形中，我們之前考慮四個三角形∆𝑨𝟐𝟑𝑨𝟐𝟒𝑨𝟑𝟒、∆𝑨𝟏𝟑𝑨𝟏𝟒𝑨𝟑𝟒、∆𝑨𝟏𝟐𝑨𝟏𝟒𝑨𝟐𝟒、∆𝑨𝟏𝟐𝑨𝟏𝟑𝑨𝟐𝟑

的外接圓，發現這四個圓會共點。如果考慮這些三角形的內切圓或旁切圓，情況又會如何？

如圖(十七)，分別作出四個三角形∆𝑨𝟐𝟑𝑨𝟐𝟒𝑨𝟑𝟒、∆𝑨𝟏𝟑𝑨𝟏𝟒𝑨𝟑𝟒、∆𝑨𝟏𝟐𝑨𝟏𝟒𝑨𝟐𝟒、∆𝑨𝟏𝟐𝑨𝟏𝟑𝑨𝟐𝟑各自的一個
內切圓和三個旁切圓，但這十六個圓中並沒有四圓共點的現象。

圖(十七)

如果我們將原問題進一步推廣到三維空間，而有以下的猜想：
設𝑬𝟏、𝑬𝟐、⋯、𝑬𝒏是一般位置的𝒏個平面，即其中任意兩個平面都不平行，任意三個平面都不共線。
(1)那麼對任意𝒏(𝒏 ≥ 𝟓)的自然數，是否存在𝒏個心球𝑺𝟏、𝑺𝟐、⋯、𝑺𝒏會交於同一點𝑴？
(2)而𝒏個球心𝑶𝟏、𝑶𝟐、⋯、𝑶𝒏是否會共一球面𝑺？

首先考慮三角形密克定理的推廣，如圖(十八)，若以角頂和角的稜線上各一點
作四個球面，則其六組兩兩交圓會共點，因此四個球面會共點，同時此四個球
面的球心也會共一球面，即四面體也有密克定理。

圖(十八)

如圖(十九)，是為了說明六條稜線上各取一點，再以角頂和角的稜線上各一點所作的四個球面一定共點。

圖(十九)

但如圖(二十)，考慮第五個平面去截原來的四面體，經由Ggb作圖發現五面體並沒有球面共點、球心共球面
的現象，因此六面體以上的情形就無法定義密克點和心球，故這樣的猜想不真。

圖(二十)

伍、研究結果與討論
一、設𝑳𝟏、𝑳𝟐、⋯、𝑳𝒏是一般位置的𝒏條直線，即其中任意兩條都不平行，任意三條都不共點。則任意𝒏(𝒏 ≥ 𝟒)的自然數，都有𝒏個心圓𝑪𝟏

、𝑪𝟐、⋯、𝑪𝒏會交於同一點𝑴，此點𝑴稱為𝑵 = 𝒏的密克點，𝒏個圓心𝑶𝟏、𝑶𝟐、⋯、𝑶𝒏會共一圓𝑪，此圓𝑪稱為𝑵 = 𝒏的心圓。
且在𝒏 = 𝟒 時，密克點正好在心圓上。但𝒏 ≥ 𝟓時，密克點不一定在心圓上。

二、設𝑳𝟏、𝑳𝟐、𝑳𝟑、𝑳𝟒是一般位置的四條直線，其中𝑨𝟏𝟐是𝑳𝟏和𝑳𝟐的交點；𝑨𝟏𝟑是𝑳𝟏和𝑳𝟑的交點，其餘類推。設四個三角形∆𝑨𝟐𝟑𝑨𝟐𝟒𝑨𝟑𝟒、
∆𝑨𝟏𝟑𝑨𝟏𝟒𝑨𝟑𝟒、∆𝑨𝟏𝟐𝑨𝟏𝟒𝑨𝟐𝟒、∆𝑨𝟏𝟐𝑨𝟏𝟑𝑨𝟐𝟑的垂心分別為𝑯𝟏、𝑯𝟐、𝑯𝟑、𝑯𝟒，則𝑯𝟏、𝑯𝟐、𝑯𝟑、𝑯𝟒四點共線。

三、設𝑳𝟏、𝑳𝟐、𝑳𝟑、𝑳𝟒、𝑳𝟓是一般位置的五條直線，𝑯𝟒𝟓是直線𝑳𝟏、𝑳𝟐、𝑳𝟑所構成三角形的垂心；𝑯𝟑𝟓是直線𝑳𝟏、𝑳𝟐、𝑳𝟒所構成三角形的
垂心，其餘類推。再設垂心𝑯𝟏𝟐、𝑯𝟏𝟑、𝑯𝟏𝟒、𝑯𝟏𝟓所共直線為𝒍𝟏；垂心𝑯𝟏𝟐、𝑯𝟐𝟑、𝑯𝟐𝟒、𝑯𝟐𝟓所共直線為𝒍𝟐，其餘類推。
則這五條直線 𝒍𝟏、𝒍𝟐、𝒍𝟑、𝒍𝟒、𝒍𝟓也是一般位置的五條直線。

四、設𝑳𝟏、𝑳𝟐、𝑳𝟑、𝑳𝟒、𝑳𝟓是一般位置的五條直線，𝑴𝟏是直線𝑳𝟐、𝑳𝟑、𝑳𝟒、𝑳𝟓所構成的完全四邊形之密克點，其餘類推。設𝑶𝟒𝟓是直線𝑳𝟏
、𝑳𝟐、𝑳𝟑所構成三角形的外接圓𝑪𝟒𝟓之圓心，其餘類推。再設圓心𝑶𝟏𝟐、𝑶𝟏𝟑、𝑶𝟏𝟒、𝑶𝟏𝟓所共圓為心圓𝑪𝟏，其餘類推。則五個心圓𝑪𝟏、
𝑪𝟐、𝑪𝟑、𝑪𝟒、𝑪𝟓會交於同一點𝑴，此點𝑴稱為𝒏 = 𝟓的密克點。而密克點𝑴和這五個 𝒏 = 𝟒的密克點𝑴𝟏、𝑴𝟐、𝑴𝟑、𝑴𝟒、𝑴𝟓會共一圓，
此圓也稱為𝒏 = 𝟓的限制圓。

五、如果設𝑳𝟏、𝑳𝟐、⋯、𝑳𝒏不是一般位置的𝒏條直線，即退化的情形(平行或共點)，若將直線和共點直線組的交點定義為圓的退化，則此時
也會同時有密克點和心圓。

六、三角形的密克定理在三維空間的推廣中，我們發現四面體也有密克定理，即四面體的六條稜線上各取一點，再以角頂和相鄰三點所作的
四個球面會共點，且此四個球面的球心也會共球面，但五面體以上就沒有類似的性質。
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