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摘要 
本作品主要研究原圖形與重複疊作頂外圖形之關係。頂外圖形是指以原圖形的頂點為

圓心，頂點到外心的距離為半徑畫圓，圓的交點（外心除外）連線形成的圖形為頂外圖形。  

我們發現原三角形與其頂外三角形全等、原三角形與其重複疊作頂外三角形的外心、

垂心、內心、重心、頂點有共點與共線之性質，接著我們延伸至多邊形觀察是否有與三角形

相同的性質，發現四邊形第 k 層和第（k+4）層會相似、平行，且其頂點有共圓、共線等性

質，並推廣到 n 邊形第 k 層和第（k+n）層相似、對應邊平行；第 k 層和第（k+n）層和 

{4k}外心共線等性質，最後延伸到 2m 邊形第（m-1）層對邊平行；4m 邊形第（4k-3）m、 

（4k-1）m、（4k+1）m、（4k+3）m 層共圓。 

 

壹、 研究動機 
我們在上專題課時，聽到數學老師說，前幾屆的學長姐做了重心疊作，發現了一些性

質，因此我們試著把重心換成內心、外心和垂心，發現原三角形會和重複疊作外心三角形全

等，於是我們開始了這一連串的研究。 

 

貳、 研究目的 
一、 原三角形和其第一層頂外三角形關係之探討 

二、 重複疊作頂外三角形關係之探討 

三、 重複疊作頂外三角形各心性質之探討 

四、 重複疊作重複頂外 n 邊形性質之探討 

五、 特殊多邊形之特殊性質 
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(圖 1) 

參、 文獻探討 
一、 第 54 屆科展作品（多邊形與其中重、頂重多邊形之性質探討） 

https://activity.ntsec.gov.tw/activity/race-1/54/pdf/030421.pdf 

二、 第 57 屆科展作品（頂圓多邊形之性質研究與探討） 

https://activity.ntsec.gov.tw/activity/race-1/57/pdf/030422.pdf 

 

本文引用第 54 屆全國科展國中組數學科「多邊形與其中重、頂重多邊形之性質探討」的作

品中 p.11 第 m 層與第（m+n）層相似 

p.15 角度轉換 

p.18 邊長關係 

p.20 各圖形到點的距離 

我們利用該作品之類似方法進行證明 

 

肆、 研究設備及器材 
電腦、Geogebra、XMind、Excel、Word 

 

伍、 研究過程與方法 
一、 名詞解釋 

（一） 頂外三角形： 

以∆𝐴𝐵𝐶三頂點當圓心，以頂點到外心的距離當半徑畫圓，三圓的交點(不包含∆𝐴𝐵𝐶外心) 

連線即為頂外∆𝐴1𝐵1𝐶1。（圖 1） 

（二） 重複疊作頂外三角形： 

以∆𝐴𝐵𝐶為例，先做出頂外∆𝐴1𝐵1𝐶1，再以∆𝐴1𝐵1𝐶1的三頂點當圓心，到∆𝐴𝐵𝐶外心為半徑畫

圓，三圓的交點(不包含∆𝐴𝐵𝐶外心)連線即為第二層重複疊作頂外三角形∆𝐴2𝐵2𝐶2，∆𝐴𝐵𝐶 =

∆𝐴0𝐵0𝐶0，第 n 層為𝐴𝑛𝐵𝑛𝐶𝑛(圖 2) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（三） 重複疊作頂外 n 邊形 

先做出一圓上多邊形，並做出其頂外 n 邊形，再用其頂點為圓心，到原 n 邊形外心為半徑

畫圓，n 個圓的交點連線即為第二層重複疊作頂外 n 邊形，重複疊作 m 次即為第 m 層重

複疊作頂外 n 邊形（原 n 邊形為第零層重複疊作頂外 n 邊形）。 

 

 

 

(圖 2) 

https://activity.ntsec.gov.tw/activity/race-1/54/pdf/030421.pdf
https://activity.ntsec.gov.tw/activity/race-1/57/pdf/030422.pdf
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(圖 3) 

二、 三角形與其頂外三角形關係之探討 

以下我們分別針對銳角三角形、鈍角三角形、直角三角形與其頂外三角形的關係做探討。 

（一） 銳角∆𝑨𝑩𝑪 ≅頂外∆𝑩𝟏𝑪𝟏𝑨𝟏 

已知：銳角三角形為∆𝐴𝐵𝐶，其外心為𝑂，其頂外三角形為∆𝐴1𝐵1𝐶1（圖 3） 

求證：∆𝐴𝐵𝐶 ≅ ∆𝐵1𝐶1𝐴1且對應邊平行 

證明： 

1. 等角關係 

∵∠𝑂𝐴1𝐶1 =
1

2
𝑂𝐶1̂（圓周角） 

=
1

2
∠𝑂𝐴𝐶1（圓心角） 

= ∠𝑂𝐴𝐶（四邊形𝐴𝑂𝐶𝐶1為菱形） 

= ∠𝑂𝐶𝐴（𝑂為外心） 

同理：∠𝑂𝐵1𝐶1 = ∠𝑂𝐴𝐶 = ∠𝑂𝐶𝐴 

故∠𝑂𝐴1𝐶1 = ∠𝑂𝐵1𝐶1 = ∠𝑂𝐴𝐶 = ∠𝑂𝐶𝐴 = 𝑥° 

 

同理可證：∠𝑂𝐴𝐵 = ∠𝑂𝐵𝐴 = ∠𝑂𝐶1𝐴1 = ∠𝑂𝐵1𝐴1 = 𝑦° 

 ∠𝑂𝐵𝐶 = ∠𝑂𝐶𝐵 = ∠𝑂𝐴1𝐵1 = ∠𝑂𝐶1𝐵1 = 𝑧° 
2. 對應邊平行且等長 

（1）證明四邊形𝐴1𝐶1𝐶𝐵為平行四邊形 

∵四邊形𝐴𝐶1𝐶𝑂為菱形 

∴∠𝑂𝐶𝐴 = ∠𝐴𝐶𝐶1 = 𝑥° 

∴∠𝐶1𝐶𝐵 = 𝑥° + 𝑥° + 𝑧° —① 

∵四邊形𝑂𝐶𝐵1𝐵和四邊形𝑂𝐵𝐴1𝐴為菱形 

∴∠𝑂𝐵𝐶 = ∠𝐵1𝐵𝐶 = 𝑧°   

∠𝑂𝐵𝐴 = ∠𝐴1𝐵𝐴 = 𝑦° 
∵𝐴1𝐵̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐵1𝐵̅̅ ̅̅ ̅（圓半徑） 

∴∆𝐴1𝐵𝐵1為等腰∆ 

∵∆𝐴𝐵𝐶內角和= 180° = ∆𝐴1𝐵𝐵1內角和 

∴2(𝑥° + 𝑦° + 𝑧°) = 180° 

∴∠𝐵1𝐴1𝐵 = ∠𝐵𝐵1𝐴 = 𝑥° 

∴∠𝐶1𝐴1𝐵 = 𝑥° + 𝑥° + 𝑧° —② 

由①、②得知∠𝐶1𝐶𝐵 = ∠𝐶1𝐴1𝐵 

同理∠𝐶𝐶1𝐴1 = ∠𝐴1𝐵𝐶 

∴四邊形𝐴1𝐶1𝐶𝐵為平行四邊形（兩雙對角分別相等） 

∴𝐴1𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅̅ //𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 且𝐴1𝐶1

̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  

3. ∵四邊形𝐵1𝐶1𝐴𝐵和𝐴1𝐵1𝐶𝐴為平行四邊形 

     12∴𝐵1𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅̅ //𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 且𝐵1𝐶1

̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  

𝐴1𝐵1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 且𝐴1𝐵1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅  

∴∆𝐴𝐵𝐶 ≅ ∆𝐵1𝐶1𝐴1（𝑆𝑆𝑆全等），且三組對應邊分別互相平行 

    12 亦即∆𝐵1𝐶1𝐴1為三角形∆ABC 之點對稱圖形 

 

（二） 鈍角∆𝑨𝑩𝑪 ≅頂外∆𝑩𝟏𝑪𝟏𝑨𝟏  

已知：鈍角三角形為∆𝐴𝐵𝐶，其外心為𝑂，其頂外三角形為∆𝐴1𝐵1𝐶1（圖 4） 

求證：∆𝐴𝐵𝐶 ≅ ∆𝐵1𝐶1𝐴1且對應邊平行 

證明： 

1. ∵𝑂為∆𝐴𝐵𝐶外心 
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(圖 4) 

(圖 5) 

(圖 6) 

∴𝑂𝐴̅̅ ̅̅ ＝𝑂𝐵̅̅ ̅̅ ＝𝑂𝐶̅̅ ̅̅ =𝐵1𝐶̅̅ ̅̅ ̅=𝐵𝐵1
̅̅ ̅̅ ̅=𝐴1𝐵̅̅ ̅̅ ̅=𝐶1𝐶̅̅ ̅̅ ̅ 

令∠𝑂𝐴𝐵 = ∠𝑂𝐵𝐴 = 𝑥°， ∠𝑂𝐴𝐶 = ∠𝑂𝐶𝐴 = 𝑧° 

∠𝐵1𝐵𝐶 = ∠𝐵1𝐶𝐵 = ∠𝑂𝐶𝐵 = ∠𝑂𝐵𝐶 = 𝑦° 
2. ∵四邊形𝐴𝐴1𝐵𝑂和𝐶1𝐴𝑂𝐶為菱形 

∴∠𝐴𝐷𝑂 = 90°、∠𝐶𝐸𝑂 = 90° 

∴∠𝐴𝑂𝐷 = 180° − 90° − 𝑥° = 90° − 𝑥° 

∴∠𝐴𝑂𝐸 = 180° − 90° − 𝑧° 

= 180° − 90° − 𝑧° = 90° − 𝑧° 
∵∠𝐵1𝐵𝑂 = 2𝑦° 

∴∠𝐴𝐵𝐵1 = 𝑥° − 2𝑦° 

∵∠𝐵1𝐶𝑂 = 2𝑦° 

∴∠𝐴𝐶𝐵1 = 𝑧° − 2𝑦° 

3. ∵圓𝐶半徑=圓𝐴半徑 

∴∠𝐵1𝐶1𝑂 =
1

2
𝐵1�̂� = ∠𝐵1𝐶𝐵 = 𝑦° 

∴∠𝑂𝐴𝐶 + ∠𝐴𝐶𝐵1 

= 180° − [𝑥° + (𝑥° − 2𝑦°) + 𝑦° + 𝑦°] 
∴𝑧° + 𝑧° − 2𝑦° = 180° − 2𝑥° 

∴𝑧° = 90° + 𝑦° − 𝑥° 

∴∠𝐴1𝑂𝐶1 = 90° − 𝑦° 

∴∠𝐴1𝐵1𝐶1 = (90° − 𝑦°) + 𝑦° + 𝑦° = 90° + 𝑦° ー① 

∠𝐶𝐴𝐵 = 𝑧° + 𝑥° = 90° + 𝑦° ー② 

由①、②可知∠𝐴1𝐵1𝐶1 = ∠𝐶𝐴𝐵 

4. ∵𝑂𝐶𝐵1𝐵為平行四邊形，𝐴𝐴1𝐵𝑂為平行四邊形（圖 5） 

∴𝐵1𝐶̅̅ ̅̅ ̅//𝐵𝑂̅̅ ̅̅ 且𝐵1𝐶̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐵𝑂̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐴1
̅̅ ̅̅ ̅//𝐵𝑂̅̅ ̅̅ 且𝐴𝐴1

̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐵𝑂̅̅ ̅̅  

⇒ 𝐴𝐴1
̅̅ ̅̅ ̅//𝐵1𝐶̅̅ ̅̅ ̅且𝐴𝐴1

̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐵1𝐶̅̅ ̅̅ ̅ 

可知𝐴𝐴1𝐵1𝐶為平行四邊形 

∴𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = 𝐴1𝐵1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

同理可證： 

𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐶1𝐵1
̅̅ ̅̅ ̅̅  

5. ∵∠𝐴1𝐵1𝐶1 = ∠𝐶𝐴𝐵 

𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = 𝐴1𝐵1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐶1𝐵1
̅̅ ̅̅ ̅̅  

∴∆𝐴𝐵𝐶 ≅ ∆𝐵1𝐶1𝐴1（𝑆𝐴𝑆全等）且三組對應邊分別互相平行 

亦即∆𝐵1𝐶1𝐴1為三角形∆ABC 之點對稱圖形 

 

（三） 直角∆𝑨𝑩𝑪（圖 6） 

∵直角三角形外心在斜邊上 

∴無法做出頂外三角形 
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(圖 7) (圖 8) 

三、 重複疊作頂外三角形關係之探討 

在研究過程中，我們發現若以第一層重複疊作頂外三角形的外心來疊作第二層 

重複疊作頂外三角，將會與原三角形重合，因此我們後面的內容皆以原三角形 

的外心進行疊作。 

 

（一） 名詞定義：{3k}、{3k+1}、{3k+2}（𝒌 ∈ 非負整數） 

{3k}為所有重複疊作層數除以三整除之三角形（第 0、3、6、9……層） 

{3k+1}為所有重複疊作層數除以三餘一之三角形（第 1、4、7、10……層） 

{3k+2}為所有重複疊作層數除以三餘二之三角形（第 2、5、8、11……層） 

 

（二） 三角形與其頂外三角形角度變化之觀察 

經由上述的性質，我們想知道重複疊作頂外三角形各頂點到∆𝐴𝐵𝐶外心連線所形成之角度

是否有關係？ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1. 第零層和第一層重複疊作頂外三角形角度之轉換 

先利用第零層和第一層頂外三角形全等方法之證明可知零層和第一層頂外三角形角

度的轉換之證明如下(為以後多邊形證明需要，我們把前面所使用𝑥°、𝑦°、𝑧° 

換成∠1、∠2、∠3，多邊形依數字類推) 

∵∠𝑂𝐴1𝐶1 =
1

2
𝑂𝐶1̂（圓周角） 

=
1

2
∠𝑂𝐴𝐶1（圓心角） 

= ∠𝑂𝐴𝐶（四邊形𝐴𝑂𝐶𝐶1為菱形） 

= ∠𝑂𝐶𝐴（𝑂為外心） 

再加上外心性質可得 

∠𝑂𝐴1𝐶1 = ∠𝑂𝐵1𝐶1 = ∠𝑂𝐴𝐶 = ∠𝑂𝐶𝐴 = ∠3 
∠𝑂𝐴𝐵 = ∠𝑂𝐵𝐴 = ∠𝑂𝐶1𝐴1 = ∠𝑂𝐵1𝐴1 = ∠1 
 ∠𝑂𝐵𝐶 = ∠𝑂𝐶𝐵 = ∠𝑂𝐴1𝐵1 = ∠𝑂𝐶1𝐵1 = ∠2 
故可得下表： 

 

 

 

 

 

 

 

 

(圖 9) 

(圖 10) 
(表 1) 



6 

2. 第一層重複疊作頂外三角形和第二層重複疊作第一層頂外三角形角度之轉換 

再利用類似方法可知重複疊作第一層和第二層 

角度的轉換之證明如下 

∵∠𝑂𝐶2𝐴2 =
1

2
𝑂𝐴2
̂ （圓周角） 

=
1

2
∠𝑂𝐴1𝐴2（圓心角） 

= ∠𝑂𝐴1𝐵1（四邊形𝑂𝐴1𝐴2𝐵1為箏形） 

= ∠𝑂𝐴1𝐵1（𝑂為外心） 

同理可得： 

∠𝑂𝐶1𝐴1 = ∠𝑂𝐵1𝐴1 = ∠𝑂𝐵2𝐴2 = ∠𝑂𝐵2𝐶2 = ∠1 
∠𝑂𝐶1𝐵1 = ∠𝑂𝐴1𝐵1 = ∠𝑂𝐶2𝐴2 = ∠𝑂𝐶2𝐵2 = ∠2 
∠𝑂𝐴1𝐶1 = ∠𝑂𝐵1𝐶1 = ∠𝑂𝐴2𝐵2 = ∠𝑂𝐴2𝐶2 = ∠3 
故可得下表： 

 
 

3. 第二層重複疊作頂外三角形和第二層重複疊作第一層頂外三角形角度之轉換 

用上述方法可得下表 

        

 

 

 

 

 

 

 

結論：由上表可知經由三次角度轉換之後，第 m 層與第（m+3）層對應角相等， 

因此第 m 層與第（m+3）層三角形相似 

 

（三） 三角形與其頂外三角形邊長比例變化之觀察 

 

                       

 

 

 

 

 

 

 

 

 

已知：原三角形外心為𝑂，其頂外三角形為𝐴1𝐵1𝐶1 

求證：三角形𝐴0𝐵0𝐶0和三角形𝐴3𝐵3𝐶3對應邊比例為8 𝑠𝑖𝑛(∠1) 𝑠𝑖𝑛(∠2) 𝑠𝑖𝑛(∠3) 

(圖 11) 

(圖 12) 
(圖 13) (圖 14) 

(表 2) 

(表 3) 
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證明： 

設𝐴𝑂̅̅ ̅̅ = 𝐵𝑂̅̅ ̅̅ = 𝐶𝑂̅̅ ̅̅ = 𝑎（外心到頂點等距） 

∠𝑂𝐴𝐵 = ∠𝑂𝐵𝐴 = ∠1、∠𝑂𝐵𝐶 = ∠𝑂𝐶𝐵 = ∠2 

∠𝑂𝐶𝐷 = ∠𝑂𝐷𝐶 = ∠3 

1. 求出重複疊作頂外三角形各層頂點到原三角形外心的距離 

（1） 第一層重複疊作頂外三角形各頂點到外心距離 

∵四邊形𝐴1𝐴𝑂𝐵為菱形 

∴𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 垂直平分𝐴1𝑂̅̅ ̅̅ ̅ 

又𝑂𝐻̅̅ ̅̅ = 𝑎 𝑠𝑖𝑛(∠1) 

∵𝑂𝐻̅̅ ̅̅ = 𝐻𝐴1
̅̅ ̅̅ ̅̅  

∴𝐴1𝑂̅̅ ̅̅ ̅ = 2 ∙ 𝑎 𝑠𝑖𝑛 (∠1) 

同理：𝐵1𝑂̅̅ ̅̅ ̅ = 2 ∙ 𝑎 𝑠𝑖𝑛 (∠2) 

      𝐶1𝑂̅̅ ̅̅ ̅ = 2 ∙ 𝑎 𝑠𝑖𝑛 (∠3) 

故可得下表： 

 

 

 

 

（2） 第二層重複疊作頂外三角形各頂點到外心距離 

∵四邊形𝐴1𝑂𝐶1𝐶2為箏形 

∴𝐴1𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅̅ 垂直平分𝐶2𝑂̅̅ ̅̅ ̅ 

又𝑂𝑀̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐶1𝑂̅̅ ̅̅ ̅ 𝑠𝑖𝑛(∠1) 

∵𝑂𝑀̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑀𝐶2
̅̅ ̅̅ ̅̅  

∴𝐶2𝑂̅̅ ̅̅ ̅ = 2 ∙ 𝐶1𝑂̅̅ ̅̅ ̅ 𝑠𝑖𝑛 (∠1) = 2 ∙ 2𝑎 𝑠𝑖𝑛 (∠3)  ∙ 𝑠𝑖𝑛 (∠1) 
= 4𝑎𝑠𝑖𝑛 (∠3) 𝑠𝑖𝑛 (∠1) 

同理： 

𝐴2𝑂̅̅ ̅̅ ̅ = 2 ∙ 𝐴1𝑂̅̅ ̅̅ ̅ 𝑠𝑖𝑛(∠2) = 2 ∙ 2𝑎 𝑠𝑖𝑛 (∠1)  ∙ 𝑠𝑖𝑛 (∠2) 

= 4𝑎𝑠𝑖𝑛(∠1)𝑠𝑖𝑛 (∠2)  

𝐵2𝑂̅̅ ̅̅ ̅ = 2 ∙ 𝐵1𝑂̅̅ ̅̅ ̅ 𝑠𝑖𝑛(∠3) = 2 ∙ 2𝑎 𝑠𝑖𝑛 (∠2)  ∙ 𝑠𝑖𝑛 (∠3) 

= 4𝑎𝑠𝑖𝑛(∠2)𝑠𝑖𝑛 (∠3) 

故可得下表： 

 
（3） 第三層重複疊作頂外三角形各頂點到外心距離 

同(1)、(2)相同方法可知 

𝐴3𝑂̅̅ ̅̅ ̅ = 2 𝐵2𝑂̅̅ ̅̅ ̅𝑠𝑖𝑛(∠1) = 2 ∙ 4𝑎𝑠𝑖𝑛 (∠2)𝑠𝑖𝑛(∠3) ∙ 𝑠𝑖𝑛(∠1) 
= 8𝑎 𝑠𝑖𝑛 (∠1)𝑠𝑖𝑛(∠2)𝑠𝑖𝑛(∠3) 

𝐵3𝑂̅̅ ̅̅ ̅ = 2 𝐶2𝑂̅̅ ̅̅ ̅𝑠𝑖𝑛(∠2) = 2 ∙ 4𝑎𝑠𝑖𝑛 (∠1)𝑠𝑖𝑛(∠3) ∙ 𝑠𝑖𝑛(∠2) 
= 8𝑎 𝑠𝑖𝑛 (∠2)𝑠𝑖𝑛(∠3)𝑠𝑖𝑛(∠1) 

𝐶3𝑂̅̅ ̅̅ ̅ = 2 𝐴2𝑂̅̅ ̅̅ ̅𝑠𝑖𝑛(∠3) = 2 ∙ 4𝑎𝑠𝑖𝑛 (∠1)𝑠𝑖𝑛(∠2) ∙ 𝑠𝑖𝑛(∠3) 
= 8𝑎 𝑠𝑖𝑛 (∠3)𝑠𝑖𝑛(∠1)𝑠𝑖𝑛(∠2) 

(圖 15) 

(圖 16) 

(圖 17) 

(表 4) 

 

(表 5) 



8 

(圖 18) 

(圖 18) 

綜合上述可得下表 

設𝐾3 = 𝑠𝑖𝑛(∠1) 𝑠𝑖𝑛(∠2) 𝑠𝑖𝑛(∠3)，若是 n 邊形中𝑠𝑖𝑛(∠1) 𝑠𝑖𝑛(∠2)…𝑠𝑖𝑛(∠𝑛)即為𝐾𝑛 

 

2. 利用前面頂點到外心距離求出重複疊作頂外三角形各邊長度 

（1） 第零層重複疊作頂外三角形各邊長 

∵𝐶1𝑂̅̅ ̅̅ ̅垂直平分𝐴𝐶̅̅ ̅̅  

∴𝐴𝐼̅̅ ̅ = 𝐼𝐶̅̅̅ 

∴𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = 2𝑎 ∙ 𝑐𝑜𝑠 (∠3) 

 

同理 

𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 2𝑎 ∙ 𝑐𝑜𝑠 (∠1) 

𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = 2𝑎 ∙ 𝑐𝑜𝑠 (∠2) 

 

（2） 第一層重複疊作頂外三角形各邊長 

∵𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ⊥ 𝐶1𝑂̅̅ ̅̅ ̅，𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ⊥ 𝐴1𝑂̅̅ ̅̅ ̅(菱形性質) 

∴A 為𝛥𝐴1𝐶1𝑂外心 

∴a為𝛥𝐴1𝐶1𝑂外接圓半徑= 𝐴𝑂̅̅ ̅̅  

在𝛥𝐴1𝐶1𝑂中利用正弦定理可知 

1
𝐴1𝐶1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑠𝑖𝑛(∠𝐴1𝑂𝐶1)
= 2𝐴𝑂̅̅ ̅̅ = 2𝑎 

∴𝐴1𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 2𝑎  𝑠𝑖𝑛(∠𝐴1𝑂𝐶1) 
= 2𝑎 𝑠𝑖𝑛[180 − (∠1 + ∠3)] = 2𝑎 𝑠𝑖𝑛(∠1 + ∠3) 

同理： 

𝐴1𝐵1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 2𝑎 𝑠𝑖𝑛(∠1 + ∠2) 
𝐵1𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 2𝑎 𝑠𝑖𝑛(∠2 + ∠3) 

故可得下表： 

 
 

（3） 第二層重複疊作頂外三角形各邊長（圖 19） 

∵𝐴1𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊥ 𝐶2𝑂̅̅ ̅̅ ̅，𝐴1𝐵1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝐴2𝑂̅̅ ̅̅ ̅(箏形性質) 

∴𝐴1為𝛥𝐴2𝐶2𝑂外心 

∴𝛥𝐴2𝐶2𝑂外接圓半徑= 𝐴1𝑂̅̅ ̅̅ ̅ 

在三角形𝛥𝐴2𝐶2𝑂中利用正弦定理可知 

1
𝐴2𝐶2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑠𝑖𝑛(∠𝐴2𝑂𝐶2)
= 2𝐴1𝑂̅̅ ̅̅ ̅ 

∴𝐴2𝐶2
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 2𝐴1𝑂̅̅ ̅̅ ̅  𝑠𝑖𝑛(∠𝐴2𝑂𝐶2) 

= 2𝐴1𝑂̅̅ ̅̅ ̅ 𝑠𝑖𝑛[180 − (∠2 + ∠3)] 
= 2𝐴1𝑂̅̅ ̅̅ ̅ 𝑠𝑖𝑛(∠2 + ∠3) (圖 19) 

(表 6) 

(表 7) 
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= 2 ∙ 2𝑎𝑠𝑖𝑛(∠1) ∙ 𝑠𝑖𝑛(∠2 + ∠3) 
= 4𝑎 𝑠𝑖𝑛(∠1) 𝑠𝑖𝑛 (∠2 + ∠3) 

同理： 

𝐴2𝐵2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 4𝑎 𝑠𝑖𝑛(∠2) 𝑠𝑖𝑛 (∠3 + ∠1) 

𝐵2𝐶2
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 4𝑎 𝑠𝑖𝑛(∠3) 𝑠𝑖𝑛 (∠1 + ∠2) 

故可得下表 

 

（4） 第三層重複疊作頂外三角形各邊長 

從（2）、（3）方法類推可知 

𝐵3𝐶3
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 2 𝐶2𝑂̅̅ ̅̅ ̅𝑠𝑖𝑛(∠2 + ∠2) 
= 8𝑎 𝑠𝑖𝑛 (∠3)𝑠𝑖𝑛 (∠1)𝑠𝑖𝑛(∠2 + ∠2) 
𝐶3𝐴3
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 2 𝐴2𝑂̅̅ ̅̅ ̅𝑠𝑖𝑛(∠3 + ∠3) 
= 8𝑎 𝑠𝑖𝑛 (∠1)𝑠𝑖𝑛(∠2)𝑠𝑖𝑛(∠3 + ∠3) 
𝐴3𝐵3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 2 𝐵2𝑂̅̅ ̅̅ ̅𝑠𝑖𝑛(∠1 + ∠1) 
= 8a sin (∠2)sin (∠3)𝑠𝑖𝑛(∠1 + ∠1) 

 

綜合上述可知各層邊長如下表 

 
3. 計算∆𝐴0𝐵0𝐶0和∆𝐴3𝐵3𝐶3邊長比例 

𝐴3𝐵3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐴0𝐵0
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

=
8𝑎 𝑠𝑖𝑛(∠1 + ∠1) 𝑠𝑖𝑛(∠2) 𝑠𝑖𝑛(∠3)

2𝑎 𝑐𝑜𝑠(∠1)
 

 =
16𝑎 𝑐𝑜𝑠(∠1) 𝑠𝑖𝑛(∠1) 𝑠𝑖𝑛(∠2) 𝑠𝑖𝑛(∠3)

2𝑎 𝑐𝑜𝑠 (∠1)
= 8𝐾3 

4. 同理： 

𝐵3𝐶3
̅̅ ̅̅ ̅̅

𝐵0𝐶0
̅̅ ̅̅ ̅̅

=
𝐶3𝐴3
̅̅ ̅̅ ̅̅

𝐶0𝐴0
̅̅ ̅̅ ̅̅

= 8𝐾3 

結論： 

重複疊作頂外三角形第 m 層和第（m+3）層相似且對應邊比例為8𝐾3 

每一組{3k}之間的邊長比為8𝐾3 

每一組{3k+1}之間的邊長比為8𝐾3 

每一組{3k+2}之間的邊長比為8𝐾3 

 

（四） 重複疊作三角形第 m 層與第（m+3）層對應邊平行 

經過了前面角度轉換的探討，我們發現重複疊作頂外三角形各邊會有平行的性質 

以{3k}為例： 

已知：∆𝐴𝐵𝐶外心為𝑂，重複疊作第三層三角形為∆𝐴3𝐵3𝐶3（圖 21） 

 

(圖 20) 

(表 8) 

(表 9) 
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(圖 21) 

求證：{3k}對應邊平行 

證明： 

1. 過點𝐴做𝐴1𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅̅ 之平行線𝐿 

∵四邊形𝐴𝑂𝐶𝐶1和𝐴𝐴1𝐵𝑂為菱形                                                             

∴∠𝐵𝐴𝑂 = ∠𝐵𝐴𝐴1 = ∠1 

∠𝐶𝐴𝑂 = ∠𝐶𝐴𝐶1 = ∠3 
∵𝐴𝐶1

̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐴𝐴1
̅̅ ̅̅ ̅ 

∴∠𝐴𝐶1𝐴1 = ∠𝐴𝐴1𝐶1 = 90° − ∠1 − ∠3 

又𝐿//𝐴1𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅̅  

∴∠𝐸𝐴𝐶1 = 90 − ∠1 − ∠3 

∴∠𝐸𝐴𝐶 = 90 − ∠1 

可知𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐴1𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅̅ 之夾角為90° − ∠1 

同理，𝐴1𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝐴2𝐶2

̅̅ ̅̅ ̅̅ 和𝐴2𝐶2
̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝐴3𝐶3

̅̅ ̅̅ ̅̅ 之夾角變化如圖（圖 22、23） 

綜合上述可得下表 

 

 

 

 

∵∆ABC 內角和 = 180° = 2(∠1 + ∠2 + ∠3) 

∴∠1 + ∠2 + ∠3 = 90° 

∴𝐶𝐴̅̅ ̅̅ 、𝐶3𝐴3
̅̅ ̅̅ ̅̅ 轉了(90° − ∠1) + (90° − ∠2) + (90° − ∠3) = 270° − 90° = 180° 

∴𝐶𝐴̅̅ ̅̅ //𝐶3𝐴3
̅̅ ̅̅ ̅̅  

同理可證：𝐴𝐵̅̅ ̅̅ //𝐴3𝐵3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐵𝐶̅̅ ̅̅ //𝐵3𝐶3

̅̅ ̅̅ ̅̅  

故原三角形和疊作第三層對應邊平行 

又任意一邊連續旋轉三次之夾角為270° − 90° = 180° 

∴𝐴𝑚𝐵𝑚
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ //𝐴𝑚+3𝐵𝑚+3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

  𝐵𝑚𝐶𝑚
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ //𝐵𝑚+3𝐶𝑚+3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  
𝐶𝑚𝐴𝑚
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ //𝐶𝑚+3𝐴𝑚+3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  
∴重複疊作頂外三角形第 m 層和第（m+3）層對應邊平行 

 

（五） 重複疊作頂外三角形頂點外心共線性質之探討 

利用前面的平行及角度轉換，我們證明了重複疊作頂外三角形各頂點和原三角形外心會

有共線的性質 

(圖 23) 

(表 10) 

(圖 22) 
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(圖 25) 

(圖 24) 

(圖 24) 

1. {3k}頂點、外心共線 

已知：原三角形∆𝐴𝐵𝐶外心為𝑂，疊作第 3k 層三角形為∆𝐴3𝑘𝐵3𝑘𝐶3𝑘（圖 24） 

求證：外心𝑂與𝐴、𝐴3𝑘共線，外心𝑂與𝐵、𝐵3𝑘共線，外心𝑂與𝐶、𝐶3𝑘共線 

證明： 

（1） 做𝐿垂直𝐴𝐵̅̅ ̅̅  

∵𝐴𝐵̅̅ ̅̅ //𝐴3𝐵3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，則∠BJO = ∠𝐵3𝐾𝑂 = 90° 

且∠ABO = ∠𝐴3𝐵3𝑂 = ∠1 

∴∆𝑂𝐵𝐽~∆𝑂𝐵3𝐾（𝐴𝐴相似） 

故∠BO𝐽 = ∠𝐵3𝑂𝐾 

∠𝐵𝑂𝐵3 = ∠BOJ + ∠𝐵3𝑂𝐽 = ∠𝐵3𝑂𝐾 + ∠𝐵3𝑂𝐽 = 180° 

∴𝐵、𝑂、𝐵3共線 

（2） 同理可證：𝐴、𝑂、𝐴3共線 

𝐶、𝑂、𝐶3共線 

（3） 不失一般性，同理可證 

外心𝑂與𝐴、𝐴3𝑘共線， 

外心𝑂與𝐵、𝐵3𝑘共線， 

外心𝑂與𝐶、𝐶3𝑘共線 

故{3k}頂點、外心共線 

 
2. {3k}外心、{3k+1}頂點、{3k+2}頂點共線 

已知：重複疊作第 k 層三角形為∆𝐴𝑘𝐵𝑘𝐶𝑘，原三角形外心為𝑂，𝐶1𝑂̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝐴1𝐵1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅（圖 25） 

求證：原三角形外心𝑂與𝐶3𝑘+1、𝐴3𝑘+2共線（𝑘 ∈ 非負整數） 

原三角形外心𝑂與𝐵3𝑘+1、𝐶3𝑘+2共線（𝑘 ∈ 非負整數） 

原三角形外心𝑂與𝐴3𝑘+1、𝐵3𝑘+2共線（𝑘 ∈ 非負整數） 

證明： 

（1） ∵{3k+1}、{3k+2}對應邊平行 

∴𝐶1𝐵1
̅̅ ̅̅ ̅̅ / /𝐶4𝐵4

̅̅ ̅̅ ̅̅  

又∠𝐵1𝐶1𝑂 = ∠𝐵4𝐶4𝑂 

∴𝐶1、𝑂、𝐶4共線（方法同前面證明 p.12） 

（2） ∵四邊形𝐴1𝐴2𝐵1𝑂為箏形 

∴𝐴2𝑂̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝐴1𝐵1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

又∆𝐴1𝐵1𝐶1垂心與∆𝐴𝐵𝐶外心共點 

∴𝐶1𝑂̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝐴1𝐵1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

故𝐶1、𝑂、𝐴2、𝐶4四點共線 

同理可證： 𝐴1、𝑂、𝐵2、𝐴4共線 

𝐵1、𝑂、𝐶2、𝐵4共線 

（3） ∵{3k}外心共點 

不失一般性，同理可證 

原三角形外心𝑂與𝐶3𝑘+1、𝐴3𝑘+2共線（𝑘 ∈ 非負整數） 

原三角形外心𝑂與𝐵3𝑘+1、𝐶3𝑘+2共線（𝑘 ∈ 非負整數） 

原三角形外心𝑂與𝐴3𝑘+1、𝐵3𝑘+2共線（𝑘 ∈ 非負整數） 

故{3k}外心、{3k+1}頂點、{3k+2}頂點共線 
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(圖 26) 

陸、 研究分析與討論 
一、 重複疊作頂外三角形各心性質之探討 

在角度轉換的證明中，我們發現了以重複疊作頂外三角形有以下性質（表 11） 

 
1. 重複疊作{3k}外心共點 

2. {3k}外心、{3k+1}垂心、{3k+2}內心共點 

3. {3k}垂心、{3k+1}外心、{3k+2}外心共點 

4. {3k}外心、重心、{3k+1}外心、垂心、重心、{3k+2}外心、內心共線 

以下我們分別針對上述性質做探討 

 

（一） {3k}外心共點 

已知：原三角形∆𝐴𝐵𝐶外心為𝑂，重複疊作第 3k 層三角形為∆𝐴3𝑘𝐵3𝑘𝐶3𝑘（圖 26） 

求證：∆𝐴𝐵𝐶與∆𝐴3𝑘𝐵3𝑘𝐶3𝑘外心共點 

證明： 

由角度轉換可知 

∠𝐴3𝑘𝐵3𝑘𝑂 = ∠𝐵3𝑘𝐴3𝑘𝑂 = ∠1 
∠𝐵3𝑘𝐶3𝑘𝑂 = ∠𝐶3𝑘𝐵3𝑘𝑂 = ∠2 
∠𝐶3𝑘𝐴3𝑘𝑂 = ∠𝐴3𝑘𝐶3𝑘𝑂 = ∠3 
⇒ 𝑂𝐴3𝑘

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑂𝐵3𝑘
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑂𝐶3𝑘

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 
∴∆𝐴3𝑘𝐵3𝑘𝐶3𝑘各邊中垂線過𝑂 

∴∆𝐴𝐵𝐶與∆𝐴3𝑘𝐵3𝑘𝐶3𝑘外心共點 

故{3k}外心共點 

 

（二） {3k}外心與{3k+1}垂心共點 

以鈍角∆為例： 

已知：原三角形∆𝐴𝐵𝐶外心為𝑂，重複疊作第一層三角形為∆𝐴1𝐵1𝐶1 

重複疊作第一層垂心為𝐻（圖 27） 

求證：原三角形外心與重複疊作第一層垂心共點 

證明： 

1. 做𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 中垂線𝑘 

∵𝑂為∆𝐴𝐵𝐶之外心且四邊形𝐵𝐵1𝐶𝑂為菱形 

∴𝑘必過𝑂點及𝐵1點 

又𝐵𝐶̅̅ ̅̅ //𝐴1𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅̅ （前面已證）⇒ 𝑘 ⊥ 𝐴1𝐶1

 ⃡         

∴∆𝐴1𝐵1𝐶1中𝐴1𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅̅ 邊之高必在𝑘上 

 

 

(表 11) 

(圖 27) 
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(圖 28) 

(圖 29) 

2. 做𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 中垂線𝑙 

同理可證： 

∆𝐴1𝐵1𝐶1中𝐵1𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅̅ 邊之高必在𝑙上 

3. 在∆𝐴𝐵𝐶中𝑘、𝑙交點為外心𝑂 

在∆𝐴1𝐵1𝐶1中𝑘、𝑙交點為垂心𝐻 

故原三角形外心𝑂與重複疊作第一層垂心𝐻共點 

 

（三） {3k}外心與{3k+2}內心共點 

已知：原三角形∆𝐴𝐵𝐶外心為𝑂，重複疊作第二層為∆𝐴2𝐵2𝐶2（圖 28） 

求證：∆𝐴𝐵𝐶外心與∆𝐴2𝐵2𝐶2內心共點 

證明： 

由角度轉換可知： 

∠𝑂𝐶2𝐴2 = ∠𝑂𝐶2𝐵2 = ∠2 
∠𝑂𝐴2𝐶2 = ∠𝑂𝐴2𝐵2 = ∠1 
∠𝑂𝐵2𝐴2 = ∠𝑂𝐵2𝐶2 = ∠3 
∴∠𝐵2𝐴2𝐶2角平分線過𝑂點 

∠𝐴2𝐶2𝐵2角平分線過𝑂點 

⇒ 𝐴2𝑂 ⃡      與𝐶2𝑂 ⃡      交於𝑂點   

𝑂為∆𝐴2𝐵2𝐶2內心 
故重複疊作第二層內心和原三角形外心共點 

 

小結論 1：由（二）（三）可得{3k}外心、{3k+1}垂心、{3k+2}內心共點 

 

（四） {3k}垂心與{3k+1}外心共點 

以銳角∆為例： 

已知：原三角形∆𝐴𝐵𝐶外心為𝑂，重複疊作第一層三角形為∆𝐴1𝐵1𝐶1， 

垂心為 H，重複疊作第一層外心為𝑂1（圖 29） 

求證：原三角形的垂心和重複疊作第一層的外心共點 

證明： 

1. 做𝐴1𝐵1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅中垂線𝑘 

∵𝐵1𝐵̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐴1𝐵̅̅ ̅̅ ̅（𝑂為∆𝐴𝐵𝐶之外心） 

∴∆𝐵𝐴1𝐵1為等腰三角形 

∵∆𝐵𝐴1𝐵1為等腰三角形 

∴𝑘必過𝐵點 

又𝐴𝐶̅̅ ̅̅ //𝐴1𝐵1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅（前面已證）⇒ 𝑘 ⊥ 𝐴𝐶̅̅ ̅̅  

∴𝑘為∆𝐴𝐵𝐶中𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 的高 

且𝑘為∆𝐴1𝐵1𝐶1中𝐴1𝐵1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的中垂線 

2. 同理可證： 

做𝐶1𝐵1
̅̅ ̅̅ ̅̅ 中垂線𝑙 

∴l為∆𝐴𝐵𝐶中𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 的高 

且l為∆𝐶𝐵1𝐶1中𝐵1𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅̅ 的中垂線 

3. ∴在∆𝐴𝐵𝐶中𝑘、𝑙交點為垂心𝐻 

在∆𝐴1𝐵1𝐶1中𝑘、𝑙交點為外心𝑂1 

故原三角形的垂心𝐻和重複疊作第一層的外心𝑂1共點 

 

 

(圖 27) 
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(圖 30) 

（五） {3k+1}外心與{3k+2}外心共點 

已知：重複疊作第一層三角形為∆𝐴1𝐵1𝐶1，重複疊作第二層三角形為∆𝐴2𝐵2𝐶2 

原三角形外心為𝑂（圖 30） 

求證：重複疊作第一層∆與重複疊作第二層∆外心共點 

證明： 

同 p. 4 證明（圖 3） 

令∠𝑂𝐴1𝐶1 = ∠𝑂𝐵1𝐶1 = ∠𝑂𝐴𝐶 = ∠𝑂𝐶𝐴 = ∠3 

∠𝑂𝐴𝐵 = ∠𝑂𝐵𝐴 = ∠𝑂𝐶1𝐴1 = ∠𝑂𝐵1𝐴1 = ∠2 
∠𝑂𝐵𝐶 = ∠𝑂𝐶𝐵 = ∠𝑂𝐴1𝐵1 = ∠𝑂𝐶1𝐵1 = ∠1 

1. ∵四邊形𝐴1𝑂𝐵1𝐴2為箏形 

∴∠𝑂𝐴1𝐵1 = ∠𝐵2𝐴1𝐵1 = ∠2、∠𝑂𝐵1𝐴1 = ∠𝐴2𝐵1𝐴1 = ∠1 

在四邊形𝐴1𝐴2𝐵1𝐶1中 

∵∠𝐶1𝐴1𝐴2 =  ∠3 + 2 ∠2、∠𝐴2𝐵1𝐶1 =  ∠3 + 2 ∠1 

又∆內角和= 180° 

∴∠𝐶1𝐴1𝐴2 + ∠𝐴2𝐵1𝐶1 = 2 ∠3 + 2 ∠1 + 2 ∠2 = 180° 

∴𝐴1、𝐴2、𝐵1、𝐶1四點共圓（對角互補） 
2. 同理可證： 

𝐴1、𝐵1、𝐵2、𝐶1四點共圓 

𝐴1、𝐵1、𝐶1、𝐶2四點共圓 

由 1.、2.可得𝐴1、𝐴2、𝐵1、𝐵2、𝐶1、𝐶2六點共圓 

故∆𝐴1𝐵1𝐶1和∆𝐴2𝐵2𝐶2外心共點 

 

小結論 2：由（四）、（五）可得{3k}垂心、{3k+1}外心、{3k+2}外心共點 

 

（六） {3k}外心、垂心、重心、{3k+1}外心、垂心、重心、{3k+2}外心、內心共線 

我們先討論∆𝐴𝐵𝐶、∆𝐴1𝐵1𝐶1、∆𝐴2𝐵2𝐶2各心間之關係 

 

已知：原三角形為∆𝐴𝐵𝐶，外心為𝑂，垂心為𝐻，重心為𝐺 

重複疊作第一層三角形為∆𝐴1𝐵1𝐶1，外心為𝑂1，垂心為𝐻1，重心為𝐺1 

重複疊作第二層三角形為∆𝐴2𝐵2𝐶2，外心為𝑂2，內心為𝐼2（圖 31） 

求證：{3k}外心、垂心、重心、{3k+1}外心、垂心、重心、{3k+2}外心、內心共線 

（表 12） 

證明： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
(表 12) 
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1. 由小結論 1 可得𝑂、𝐻1、𝐼2共點（上圖綠色實線） 

由小結論 2 可得𝐻、𝑂1、𝑂2共點（上圖紅色實線） 

2. 已知尤拉線為三角形之重心、垂心、外心共線 

∴在∆𝐴𝐵𝐶中𝑂、𝐻、𝐺共線 

在∆𝐴1𝐵1𝐶1中𝑂1、𝐻1、𝐺1共線 

∵𝑂、𝐻1共點，𝐻、𝑂1共點 

故∆𝐴𝐵𝐶與∆𝐴1𝐵1𝐶1知尤拉線相同 

3. 由 1.、2.可得𝑂、𝐻、𝐺、𝑂1、𝐻1、𝐺1、𝐼2、𝑂2八點共線 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

小結論 3： 

由小結論 1 可得{3k}外心、{3k+1}垂心、{3k+2}內心共點 

由小結論 2 可得{3k}垂心、{3k+1}外心、{3k+2}外心共點 

又已知尤拉線為三角形之重心、垂心、外心共線 

可得{3k}外心、垂心、重心、{3k+1}外心、垂心、重心、{3k+2}外心、內心共點 

 

二、 重複疊作頂外 n 邊形性質之探討 

經過了重複疊作頂外三角形，我們發現換成 n 邊形也會有一些類似的性質 

 

（一） 名詞定義：{nk}、{nk+1}、{nk+2}、……、{nk+（n-1）}定義（𝒌 ∈ 非負整數） 

{nk}為所有重複疊作層數除以 n 整除之 n 邊形（原 n 邊形為第零層） 

{nk+1}為所有重複疊作層數除以 n 餘一之 n 邊形 

{nk+2}為所有重複疊作層數除以 n 餘二之 n 邊形 

………… 

{nk+（n-1）}為所有重複疊作層數除以 n 餘（n-1）之 n 邊形 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(圖 31) 
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(圖 32) 
(圖 33) 

(圖 35) 

(圖 36) 

（二） 重複疊作頂外 n 邊形角度轉換之觀察 

1. 四邊形至六邊形與重複疊作頂外四邊形至六邊形角度變化之觀察 

由相同的方法觀察，我們可以發現原四邊形與重複疊作四邊形之角度變化如下（表 13）： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

結論：(1)由上表可知經由四次角度轉換之後，第 m 層與第（m+4）層對應角相等 

(2)由上表可知重複疊作第一層圖形對角相等 

  

由相同的方法觀察，我們可以發現原五邊形與重複疊作五邊形之角度變化如下（表 14）： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

結論：由上表可知經由五次角度轉換之後，第 m 層與第（m+5）層對應角相等 

(圖 34) 

(圖 37) 

(圖 38) 

(圖 39) (圖 40) 

(表 13) 

(表 14) 
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(圖 41) 

(圖 42) 

(圖 45) 

(圖 43) 

 

2. 重複疊作頂外 n 邊形角度變化之觀察 

經由重複疊作頂外三角形的觀察，我們推廣到 n 邊形，可得角度關係如下（表 15）： 

結論： 

由上述的討論與觀察，我們得到以下 2 個性質 

【性質 1】重複疊作頂外 n 邊形，第 m 層與第（m+n）層對應角相等 

【性質 2】重複疊作 2m 邊形，第（m-1）層對角相等 

 

（三） 重複疊作頂外 n 邊形邊長變化之探討 

1. 重複疊作頂外四邊形其比例變化之觀察 

從【性質 1】中，可知四邊形對應角相同（圖 41~圖 44） 

 
 
 

 
 
 

  
  
 

接下來證明四邊形對應邊成比例 

已知：原四邊形𝐴𝐵𝐶𝐷外心為𝑂，其頂外四邊形為𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1 

求證：四邊形𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1和四邊形𝐴4𝐵4𝐶4𝐷4對應邊成比例 

證明： 

設𝐴𝑂̅̅ ̅̅ = 𝐵𝑂̅̅ ̅̅ = 𝐶𝑂̅̅ ̅̅ = 𝐷𝑂̅̅ ̅̅ = 𝑎（外心到頂點等距） 

∠𝑂𝐴𝐵 = ∠𝑂𝐵𝐴 = ∠1、∠𝑂𝐵𝐶 = ∠𝑂𝐶𝐵 = ∠2 

∠𝑂𝐶𝐷 = ∠𝑂𝐷𝐶 = ∠3、∠𝑂𝐴𝐷 = ∠𝑂𝐷𝐴 = ∠4 

（1） 求出四邊形各層頂點頂點到𝑂的距離（圖 45） 

∵四邊形𝐴1𝐴𝑂𝐵為菱形，∴𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 垂直平分𝐴1𝑂̅̅ ̅̅ ̅ 

∴𝐴1𝑂̅̅ ̅̅ ̅ = 2𝑎 𝑠𝑖𝑛 (∠1) 

同理：𝐵1𝑂̅̅ ̅̅ ̅ = 2𝑎 𝑠𝑖𝑛 (∠2)、𝐶1𝑂̅̅ ̅̅ ̅ = 2𝑎 𝑠𝑖𝑛 (∠3)、𝐷1𝑂̅̅ ̅̅ ̅ = 2𝑎 𝑠𝑖𝑛 (∠4) 

再經由運算可知各層邊長同下表： 

 

 

𝐴2𝑂̅̅ ̅̅ ̅ = 2 𝐴1𝑂̅̅ ̅̅ ̅𝑠𝑖𝑛(∠2) = 4𝑎 𝑠𝑖𝑛 (∠1)𝑠𝑖𝑛(∠2) 
經由運算可得知各層頂點到外心距離如下表（表 7） 

 

 

(圖 44) 

(表 15) 

(表 16) 
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(圖 46) 

(圖 47) 
(圖 48) 

(圖 50) 

(圖 51) 

（2） ∵𝛥𝐴1𝑂𝐷1內角和= 180°（圖 46） 

∴∠A1OD1 = 180° − (∠1 + ∠4) 

⇒𝑠𝑖𝑛(∠𝐴1𝑂𝐷1) = 𝑠𝑖𝑛 [180 − (∠1 + ∠4)] = 𝑠𝑖𝑛(∠1 + ∠4) 

∵
𝐴1𝐷1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑠𝑖𝑛(∠1+∠4)
= 2𝑎（正弦定理） 

∴𝐴1𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 2𝑎 𝑠𝑖𝑛(∠1 + ∠4) 

同理： 

𝐴1𝐵1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 2𝑎 𝑠𝑖𝑛 (∠1 + ∠2) 
𝐵1𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 2𝑎 𝑠𝑖𝑛 (∠2 + ∠3) 
𝐶1𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 2𝑎 𝑠𝑖𝑛 (∠3 + ∠4) 
∵四邊形𝐵1𝐴2𝐴1𝑂為箏形 

∴𝐴2𝐵2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 2 𝐵1𝑂̅̅ ̅̅ ̅ 𝑠𝑖𝑛(∠1 + ∠3) = 4𝑎 𝑠𝑖𝑛 (∠2)𝑠𝑖𝑛(∠1 + ∠3) 

再經運算可知各層邊長同下表（表 17） 

 

𝐴4𝐵4
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐴0𝐵0
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

=
16𝑎 𝑠𝑖𝑛(∠1 + ∠1) 𝑠𝑖𝑛(∠2) 𝑠𝑖𝑛(∠3) 𝑠𝑖𝑛(∠4)

2𝑎 𝑐𝑜𝑠(∠1)
 

 =
32𝑎 𝑐𝑜𝑠(∠1) 𝑠𝑖𝑛(∠1) 𝑠𝑖𝑛(∠2) 𝑠𝑖𝑛(∠3) 𝑠𝑖𝑛 (∠4)

2𝑎 𝑐𝑜𝑠 (∠1)
= 16𝐾4 

（3） 同理： 

𝐵4𝐶4
̅̅ ̅̅ ̅̅

𝐵1𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅̅

=
𝐶4𝐷4
̅̅ ̅̅ ̅̅

𝐶1𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅̅

=
𝐷4𝐸4
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐷1𝐸1
̅̅ ̅̅ ̅̅

=
𝐸4𝐴4
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐸1𝐴1
̅̅ ̅̅ ̅̅

= 16𝐾4 

 

結論：第 m 層與第（m+4）層對應邊比例為16𝐾4，又對應角相等，故相似。 

    

 

 

2. 重複疊作頂外五邊形其比例變化之觀察 

從【性質 1】中，可知五邊形對應角相同（圖 47~圖 51） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

接下來證明五邊形對應邊成比例 

 

已知：𝑂為原五邊形外心，五邊形𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1𝐸1為其頂外五邊形  

求證：五邊形𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1𝐸1和五邊形𝐴5𝐵5𝐶5𝐷5𝐸5邊長成比例  

(圖 49) 

(表 17) 
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(圖 52) 

(圖 53) 

證明： 

設𝐴𝑂̅̅ ̅̅ = 𝐵𝑂̅̅ ̅̅ = 𝐶𝑂̅̅ ̅̅ = 𝐷𝑂̅̅ ̅̅ = 𝐸𝑂̅̅ ̅̅ = 𝑎 

∠𝑂𝐴𝐵 = ∠𝑂𝐵𝐴 = ∠1，∠𝑂𝐵𝐶 = ∠𝑂𝐶𝐵 = ∠2，∠𝑂𝐶𝐷 = ∠𝑂𝐷𝐶 = ∠3 

∠𝑂𝐷𝐸 = ∠𝑂𝐸𝐷 = ∠4，∠𝑂𝐸𝐴 = ∠𝑂𝐴𝐸 = ∠5 

（1） ∵四邊形𝐴1𝐴𝑂𝐵為菱形（圖 52） 

∴𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 垂直平分𝐴1𝑂̅̅ ̅̅ ̅ 

∴𝐴1𝑂̅̅ ̅̅ ̅ = 2𝑎 𝑠𝑖𝑛 (∠1) 

同理： 

𝐵1𝑂̅̅ ̅̅ ̅ = 2𝑎 𝑠𝑖𝑛 (∠2) 

𝐶1𝑂̅̅ ̅̅ ̅ = 2𝑎 𝑠𝑖𝑛(∠3) 

𝐷1𝑂̅̅ ̅̅ ̅ = 2𝑎 𝑠𝑖𝑛 (∠4) 

𝐸1𝑂̅̅ ̅̅ ̅ = 2𝑎 𝑠𝑖𝑛(∠5)  

𝐴2𝑂̅̅ ̅̅ ̅ = 2 𝐴1𝑂̅̅ ̅̅ ̅𝑠𝑖𝑛(∠2) = 2 ∙ 2𝑎 𝑠𝑖𝑛 (∠1) ∙ 𝑠𝑖𝑛(∠2)  

= 4𝑎 𝑠𝑖𝑛 (∠1)𝑠𝑖𝑛(∠2) 

經由運算可得知各層頂點到外心距離如下表（表 18） 

設𝐾5 = 𝑠𝑖𝑛(∠1) 𝑠𝑖𝑛(∠2) 𝑠𝑖𝑛(∠3) 𝑠𝑖𝑛(∠4) sin (∠5) 

 

 

（2） ∵∆𝐴1𝑂𝐸1內角和= 180° 

∴∠𝐴1𝑂𝐸1 = 180 − (∠1 + ∠5) 

⇒𝑠𝑖𝑛(∠𝐴1𝑂𝐷1) = sin [180 − (∠1 + ∠5)] = 𝑠𝑖𝑛(∠1 + ∠5) 

∵
𝐴1𝐸1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑠𝑖𝑛(∠1+∠5)
= 2𝑎（正弦定理） 

∴𝐴1𝐸1
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 2𝑎 𝑠𝑖𝑛 (∠1 + ∠5) 

同理： 

𝐴1𝐵1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 2𝑎 𝑠𝑖𝑛 (∠1 + ∠2) 

𝐵1𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 2𝑎 𝑠𝑖𝑛 (∠3 + ∠2) 

𝐶1𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 2𝑎 𝑠𝑖𝑛 (∠3 + ∠4) 

𝐷1𝐸1
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 2𝑎 𝑠𝑖𝑛 (∠4 + ∠5) 

∵四邊形𝐵1𝐴2𝐴1𝑂為箏形（圖 53） 

∴𝐴2𝐵2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 2 𝐵1𝑂̅̅ ̅̅ ̅ 𝑠𝑖𝑛(∠1 + ∠3) = 4𝑎 𝑠𝑖𝑛 (∠2)𝑠𝑖𝑛(∠1 + ∠3) 

 

 

 

(表 18) 
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(圖 54) 

再經運算可知各層邊長同下表（表 19） 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

結論：第 m 層與第（m+5）層對應邊比例為32𝐾5，又對應角相等，故相似。 

 

3. 重複疊作頂外 n 邊形第 m 層與第（m+n）層其比例變化之觀察 

經由 n 次角度轉換之後，可知對應角相等 

同理，和重複疊作四邊形、五邊形方法相同， 

可知原 n 邊形與重複疊作第 n 層邊長比為2𝑛𝐾𝑛 

結論：重複疊作頂外 n 邊形第 m 層與第（m+n）層對應邊成比例，又對應角相等，故相似。 

 

（四） 重複疊作{nk}外心共點 

1. 重複疊作{4k}外心共點 

已知：原四邊形為𝐴𝐵𝐶𝐷為𝑂，重複疊作第 4k 層四邊形為𝐴4𝑘𝐵4𝑘𝐶4𝑘𝐷4𝑘（圖 54） 

求證：四邊形𝐴𝐵𝐶𝐷與四邊形𝐴4𝑘𝐵4𝑘𝐶4𝑘𝐷4𝑘外心共點 

證明： 

由角度轉換可知 

∠𝐴4𝑘𝐵4𝑘𝑂 = ∠𝐵4𝑘𝐴4𝑘𝑂 = ∠1 
∠𝐵4𝑘𝐶4𝑘𝑂 = ∠𝐶4𝑘𝐵4𝑘𝑂 = ∠2 
∠𝐶4𝑘𝐷4𝑘𝑂 = ∠𝐷4𝑘𝐶4𝑘𝑂 = ∠3 
∠𝐷4𝑘𝐴4𝑘𝑂 = ∠𝐴4𝑘𝐷4𝑘𝑂 = ∠4 
⇒ 𝑂𝐴4𝑘

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑂𝐵4𝑘
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑂𝐶4𝑘

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑂𝐷4𝑘
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

∵𝑂點到各頂點距離相等 

∴𝑂為𝐴4𝑘𝐵4𝑘𝐶4𝑘𝐷4𝑘的外心 

故四邊形𝐴𝐵𝐶𝐷與四邊形𝐴4𝑘𝐵4𝑘𝐶4𝑘𝐷4𝑘外心共點 

 

2. 重複疊作{nk}外心共點 

已知：原 n 邊形為𝐴𝐵𝐶𝐷…，重複疊作第 nk 層 n 邊形為𝐴𝑛𝑘𝐵𝑛𝑘𝐶𝑛𝑘𝐷𝑛𝑘…原 n 邊形外心為𝑂 

求證：𝐴𝐵𝐶𝐷…與𝐴𝑛𝑘𝐵𝑛𝑘𝐶𝑛𝑘𝐷𝑛𝑘…外心共點 

證明： 

由角度轉換可知 

∠𝐴𝑛𝑘𝐵𝑛𝑘𝑂 = ∠𝐵𝑛𝑘𝐴𝑛𝑘𝑂 = ∠1 
∠𝐵𝑛𝑘𝐶𝑛𝑘𝑂 = ∠𝐶𝑛𝑘𝐵𝑛𝑘𝑂 = ∠2 
∠𝐶𝑛𝑘𝐷𝑛𝑘𝑂 = ∠𝐷𝑛𝑘𝐶𝑛𝑘𝑂 = ∠3 
∠𝐷𝑛𝑘𝐴𝑛𝑘𝑂 = ∠𝐴𝑛𝑘𝐷𝑛𝑘𝑂 = ∠4 
……………… 

(表 19) 
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(圖 55) 

(圖 56) 

⇒ 𝑂𝐴𝑛𝑘
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑂𝐵𝑛𝑘

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑂𝐶𝑛𝑘
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑂𝐷𝑛𝑘

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ =…… 

∵𝑂點到各頂點距離相等 

∴𝑂為𝐴𝑛𝑘𝐵𝑛𝑘𝐶𝑛𝑘𝐷𝑛𝑘……的外心 

∴原 n 邊形𝐴𝐵𝐶𝐷……與 n 邊形𝐴𝑛𝑘𝐵𝑛𝑘𝐶𝑛𝑘𝐷𝑛𝑘……外心共點 

 

（五） 重複疊作 n 邊形第 k 層與第（k+n）層對應邊平行 

發現第 k 層與第（k+n）層相似的過程中，還發現第 k 層與第（k+n）層的對應邊 

會互相平行 

 

1. 重複疊作頂外四邊形第 k 層與第（k+4）層對應邊平行 

以{4k}為例： 

已知：原四邊形為𝐴𝐵𝐶𝐷外心為𝑂，重複疊作第四層四邊形為𝐴4𝐵4𝐶4𝐷4 

求證：{4k}對應邊平行 

證明： 

（1） 當𝐴點在四邊形𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1外（圖 55） 

過𝐴點做𝐴1𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅之平行線𝐿 

∵四邊形𝐴𝑂𝐷𝐷1和𝐴𝐴1𝐵𝑂為菱形 

∴∠𝐵𝐴𝐴1 = ∠𝐵𝐴𝑂 = ∠1 

  ∠𝐷𝐴𝑂 = ∠𝐷𝐴𝐷1 = ∠4 
∵∆A𝐷1𝐴1內角和= 180°且𝐴𝐷1

̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐴𝐴1
̅̅ ̅̅ ̅ 

∴∠𝐴𝐷1𝐴1 = ∠𝐴𝐴1𝐷1 

又𝐿//𝐴1𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，∴∠𝐸𝐴𝐷1 = 90° − ∠1 − ∠4 

∴∠𝐸𝐴𝐷 = 90° − ∠1 

 

（2） 當𝐴點在四邊形𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1內（圖 56） 

過𝐴點做𝐴1𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅之平行線𝐿 

∵四邊形𝐴𝑂𝐷𝐷1和𝐴𝐴1𝐵𝑂為菱形 

∴∠𝐵𝐴𝐴1 = ∠𝐵𝐴𝑂 = ∠1 
 ∠𝐷𝐴𝑂 = ∠𝐷𝐴𝐷1 = ∠4 

∵四邊形ABCD內角和= 360° = 2(∠1 + ∠2 + ∠3 + ∠4) 

且∠𝐷1𝐴𝑂 + ∠𝐴1𝐴O + ∠𝐴1𝐴𝐷1=360° 

∴∠𝐴1𝐴𝐷1 = 360° − 2(∠1 + ∠4) = 2(∠2 + ∠3) 

又𝐷1𝐴̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐴1𝐴̅̅ ̅̅ ̅且∆𝐴1𝐷1A 內角和 = 180° 

∴∠𝐴1𝐷1𝐴 = 180° − 2(∠2 + ∠3) = 90° − ∠2 − ∠3 

∵𝐴1𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//𝐿，∴∠𝐴1𝐷1𝐴 = ∠𝐷1𝐴𝐹 = 90° − ∠2 − ∠3 

∴∠𝐹𝐴𝐷 = ∠4 − (90° − ∠2 − ∠3) 

= ∠4 − (90° − ∠2 − ∠3) − (180° − ∠1 − ∠2 − ∠3 − ∠4)=90° − ∠1 

由（1）、（2）可知𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 、𝐴1𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅之夾角為90° − ∠1 

同理可得下表（表 20） 

(表 20) 
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(圖 57) 

∴𝐷𝐴̅̅ ̅̅ 、𝐷4𝐴4
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅轉(90° − ∠1) + (90° − ∠2) + (90° − ∠3) + (90° − ∠4) 

= 360° − 180° = 180° 
∴𝐷𝐴̅̅ ̅̅ //𝐷4𝐴4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

同理可證：𝐴𝐵̅̅ ̅̅ //𝐴4𝐵4
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

          𝐵𝐶̅̅ ̅̅ //𝐵4𝐶4
̅̅ ̅̅ ̅̅  

          𝐶𝐷̅̅ ̅̅ //𝐶4𝐷4
̅̅ ̅̅ ̅̅  

故原四邊形和重複疊作第四層對應邊平行 

又任意一邊連續旋轉四次之夾角為360° − 180° = 180° 

∴𝐴𝑘𝐵𝑘
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//𝐴𝑘+4𝐵𝑘+4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

𝐵𝑘𝐶𝑘
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//𝐵𝑘+4𝐶𝑘+4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  
𝐶𝑘𝐷𝑘
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//𝐶𝑘+4𝐷𝑘+4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  
𝐷𝑘𝐴𝑘
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//𝐷𝑘+4𝐴𝑘+4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 
∴重複疊作頂外四邊形第 k 層和第 k+4 層對應邊平行 

 

2. {4k}與{4k+2}對應邊平行 

研究過程中我們發現{4k}與{4k+2}對應邊平行 

已知：原四邊形為𝐴𝐵𝐶𝐷外心為𝑂，重複疊作第二層為𝐴2𝐵2𝐶2𝐷2， 

𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 與𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 的夾角為∠1 + ∠4（圖 57） 

求證：{4k}與{4k+2}對應邊平行 

 

證明： 

∵從𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 到𝐴2𝐵2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅需要順時針轉(90° − ∠2) + (90° − ∠3) 

又𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 與𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 的夾角為∠1 + ∠4 

∴𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 和𝐴2𝐵2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅轉(90° − ∠2) + (90° − ∠3) − (∠1 + ∠4) = 0° 

∴𝐴𝐷̅̅ ̅̅ //𝐴2𝐵2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

同理可證： 

𝐴𝐵̅̅ ̅̅ //𝐶2𝐵2
̅̅ ̅̅ ̅̅  

𝐵𝐶̅̅ ̅̅ //𝐴2𝐷2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

∵{4k}外心共點 

不失一般性，同理可證 

故{4k}與{4k+2}對應邊平行 

 

 

3. 重複疊作頂外五邊形第 k 層與第（k+5）層對應邊平行 

用上述 1.方法可得表（表 21） 

 

故𝐴𝑘𝐵𝑘
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//𝐴𝑘+5𝐵𝑘+5

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

𝐵𝑘𝐶𝑘
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//𝐵𝑘+5𝐶𝑘+5

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  
𝐶𝑘𝐷𝑘
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//𝐶𝑘+5𝐷𝑘+5

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  
𝐷𝑘𝐸𝑘
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//𝐷𝑘+5𝐸𝑘+5

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

(表 21) 



23 

(圖 58) 
(圖 60) 

(圖 61) 

𝐸𝑘𝐴𝑘
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//𝐸𝑘+5𝐴𝑘+5

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  
∴重複疊作頂外五邊形第 k 層與第（k+5）層對應邊平行 

 

4. 重複疊作頂外 n 邊形第 k 層與第（k+n）層對應邊平行 

由 1.、2.、3.方法推論可知 

𝐴𝑘𝐵𝑘
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//𝐴𝑘+𝑛𝐵𝑘+𝑛

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 
𝐵𝑘𝐶𝑘
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//𝐵𝑘+𝑛𝐶𝑘+𝑛

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 
𝐶𝑘𝐷𝑘
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//𝐶𝑘+𝑛𝐷𝑘+𝑛

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 
………………………… 

故重複疊作頂外 n 邊形第 k 層與第（k+n）層對應邊平行 

 

（六） 原 n 邊形外心與重複疊作頂外 n 邊形頂點共線關係之探討 

在研究過程中，我們發現原三角形外心與重複疊作頂外三角形其中 

一頂點共線之關係如下： 

1.  {4k}頂點、外心共線（圖 58） 

2.  {4k}外心、{4k+2}頂點共線（圖 59） 

3.  {4k}外心、{4k+1}頂點、{4k+3}頂點共線（圖 60） 

 

我們將進行上述 1.、2.、3.性質之探討 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1. {4k}頂點、外心共線 

已知：重複疊作第 k 層四邊形為𝐴𝑘𝐵𝑘𝐶𝑘𝐷𝑘，原四邊形外心為𝑂（圖 61） 

求證：{4k}頂點、外心共線 

證明： 

（1） ∵𝐴𝐵̅̅ ̅̅ / /𝐴4𝐵4
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅且∠ABO = ∠𝐴4𝐵4𝑂 

∴𝐵、𝑂、𝐵4共線（方法同前面證明 p.12） 

（2） 同理可證：𝐴、𝑂、𝐴4共線 

𝐶、𝑂、𝐶4共線 

𝐷、𝑂、𝐷4共線 

（3） ∵{4k}外心共點 

不失一般性，同理可證 

外心𝑂與𝐴、𝐴4𝑘共線（𝑘 ∈ 非負整數） 

外心𝑂與𝐵、𝐵4𝑘共線（𝑘 ∈ 非負整數） 

外心𝑂與𝐶、𝐶4𝑘共線（𝑘 ∈ 非負整數） 

外心𝑂與𝐷、𝐷4𝑘共線（𝑘 ∈ 非負整數）  

故{4k}頂點、外心共線 

(圖 59) 



24 

(圖 62) 

(圖 63) 

 

2. {4k}外心、{4k+2}頂點共線 

已知：重複疊作第 k 層四邊形為𝐴4𝑘+2𝐵4𝑘+2𝐶4𝑘+2𝐷4𝑘+2，原四邊形外心為𝑂（圖 62） 

求證：{4k}外心、{4k+2}頂點共線 

證明： 

（1） ∵𝐴2𝐵2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅/ /𝐴6𝐵6

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅且∠𝐴2𝐵2O = ∠𝐴6𝐵6𝑂 

∴𝐵2、𝑂、𝐵6共線（方法同前面證明 p.12） 

同理可證：𝐴2、𝑂、𝐴6共線 

𝐶2、𝑂、𝐶6共線 

𝐷2、𝑂、𝐷2共線 

（2） 又∠𝐵2𝑂𝐴2 + ∠𝐷2𝑂𝐴2 

= (180° − ∠1 − ∠3) + (180° − ∠2 − ∠4) 
= 180° 

∴𝐵2、𝑂、𝐷2共線 

∴𝐵2、𝑂、𝐵6、𝐷2、𝐷6共線 

同理：𝐴2、𝑂、𝐴6、𝐶2、𝐶6共線 

（3） ∵{4k}外心共點 

不失一般性，同理可證 

外心𝑂與𝐴4𝑘+2、𝐶4𝑘+2共線（𝑘 ∈ 非負整數） 

外心𝑂與𝐵4𝑘+2、𝐷4𝑘+2共線（𝑘 ∈ 非負整數） 

故{4k}外心、{4k+2}頂點共線 

 

3. {4k}外心、{4k+1}頂點、{4k+3}頂點共線 

已知：原四邊形𝐴𝐵𝐶𝐷，重複疊作第一層四邊形為𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1 

重複疊作第二層四邊形為𝐴2𝐵2𝐶2𝐷2，重複疊作第三層四邊形為𝐴3𝐵3𝐶3𝐷3 

{4k}、{4k+2}對應邊平行（圖 63） 

求證：{4k}外心、{4k+1}頂點、{4k+3}頂點共線 

證明： 

（1） ∵四邊形𝑂𝐵𝐵1𝐶和𝑂𝐶2𝐶3𝐷2為箏形 

∴𝐶3𝑂̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝐶2𝐷2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ，𝐵1𝑂̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝐶𝐵̅̅ ̅̅  

又𝐶2𝐷2
̅̅ ̅̅ ̅̅ //𝐶𝐵̅̅ ̅̅  

∴𝐵1、𝑂、𝐶3共線於𝐿2 

同理：𝐴3、𝑂、𝐷1共線於𝐿4 

𝐴1、𝑂、𝐵3共線於𝐿1 

𝐶1、𝑂、𝐷3共線於𝐿3 

（2） ∵{4k}外心共點 

不失一般性，同理可證 

外心𝑂與𝐴4𝑘+1、𝐵4𝑘+3共線（𝑘 ∈ 非負整數） 

外心𝑂與𝐵4𝑘+1、𝐶4𝑘+3共線（𝑘 ∈ 非負整數） 

外心𝑂與𝐶4𝑘+1、𝐷4𝑘+3共線（𝑘 ∈ 非負整數） 

外心𝑂與𝐴4𝑘+3、𝐷4𝑘+1共線（𝑘 ∈ 非負整數） 

故{4k}外心、{4k+1}頂點、{4k+3}頂點共線 



25 

(圖 64) 

 

我們由 1.、2.、3.證明推論以下性質 

 

4. [{nk}頂點、外心共線]、[{nk+1}頂點、{nk}外心]…、[{nk+(n-1)}頂點、{nk}外心]共線 

已知：{nk}、{nk+1}、…、{nk+(n-1)}對應邊平行 

求證：[{nk}頂點、{nk}外心]、[{nk+1}頂點、{nk}外心]……、[{nk+(n-1)}頂點、{nk}外心] 

共線 

證明： 

（1） ∵𝐴𝑘𝐵𝑘
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅/ /𝐴𝑘+4𝐵𝑘+4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 且∠𝐴𝑘𝐵𝑘𝑂 = ∠𝐴𝑘+4𝐵𝑘+4𝑂 

∴𝐵𝑘、𝑂、𝐵𝑘+4共線（方法同前面證明 p.12） 

同理可證： 𝐴𝑘、𝑂、𝐴𝑘+4共線 

𝐶𝑘、𝑂、𝐶𝑘+4共線 

……………………… 

 

（2） ∵{nk}外心共點 

不失一般性，同理可證 

外心𝑂與𝐴𝑘、𝐴4𝑘+4共線（𝑘 ∈ 非負整數） 

外心𝑂與𝐵𝑘、𝐵4𝑘+4共線（𝑘 ∈ 非負整數） 

外心𝑂與𝐶𝑘、𝐶4𝑘+4共線（𝑘 ∈ 非負整數） 

…………………… 

故[{nk}頂點、{nk}外心]、[{nk+1}頂點、{nk}外心]……、[{nk+(n-1)}頂點、 

{nk}外心]共線 

三、 特殊多邊形之特殊性質之探討 

（一） 探討重複疊作偶數邊形對邊平行之性質 

在探討過程中我們發現 2m 邊形之間有對邊平行的關係，接下來我們針對四邊形、 

六邊形、八邊形……進行探討。 

1. 重複疊作第一層四邊形各組對邊平行 

已知：重複疊作第一層四邊形為𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1，原四邊形外心為𝑂（圖 64） 

求證：重複疊作第一層四邊形各組對邊平行 

證明： 

由角度轉換可知重複疊作第一層四邊形兩組對角相等 

∴重複疊作第一層四邊形為平行四邊形 

∴重複疊作第一層四邊形兩組對邊平行 

2. 重複疊作第二層六邊形各組對邊平行 

已知：重複疊作第二層六邊形為𝐴2𝐵2𝐶2𝐷2𝐸2𝐹2，原六邊形外心為𝑂 

求證：重複疊作第二層六邊形各組對邊平行 

證明：由【性質 2】可知重複疊作頂外六邊形之角度（圖 65） 

設∠𝑂𝐴2𝐷2 = 𝑥°，∠𝐵2𝐴2𝐷2 = ∠3 − 𝑥° 

∴∠𝑂𝐷2𝐴2 = 180° − 𝑥° − ∠𝐴2𝑂𝐷2 

= 180° − 𝑥° − [540° − (2∠3 + ∠1 + ∠2 + ∠4 + ∠5)] 
∵六邊形內角和= 720° = 2(∠1 + ∠2 + ∠3 + ∠4 + ∠5 + ∠6) 

∴∠1 + ∠2 + ∠3 + ∠4 + ∠5 + ∠6 = 360° 
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(圖 65) 

(圖 66) 

∴∠𝑂𝐷2𝐴2 = 180° − 𝑥° − [540° − (∠3 + 360° − ∠6)] = ∠3 − ∠6 − 𝑥° 

∴∠𝐴2𝐷2𝐸2 = ∠6 + (∠3 − ∠6 − 𝑥°) = ∠3 − 𝑥° = ∠𝐵2𝐴2𝐷2 

∴𝐴2𝐵2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//𝐸2𝐷2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅（內錯角相等） 

同理可證：𝐴2𝐹2
̅̅ ̅̅ ̅̅ //𝐶2𝐷2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ，𝐹2𝐸2
̅̅ ̅̅ ̅̅ //𝐵2𝐶2

̅̅ ̅̅ ̅̅  

故重複疊作第二層六邊形各組對應邊平行 

 

 

 

 

 

 

3. 重複疊作第三層八邊形各組對邊平行 

已知：重複疊作第三層八邊形為𝐴3𝐵3𝐶3𝐷3𝐸3𝐹3𝐺3𝐻3，原八邊形外心為𝑂 

求證：重複疊作第三層八邊形各組對邊平行 

證明：由【性質 2】可知重複疊作頂外八邊形之角度如（圖 66） 

設∠O𝐴3𝐸3 = 𝑥°，∠𝐵3𝐴3𝐸3 = ∠4 − 𝑥° 

∠𝐴3O𝐸3 =  180° − 𝑥° − [180° × 4 − (∠4 + ∠1 + ∠2 + ∠3 + ⋯ + ∠6 + ∠7)] 
∵八邊形內角和= 1080° = 2(∠1 + ∠2 + ⋯ + ∠8) 
∴∠1 + ∠2 + ⋯ + ∠8 = 540° 

∴∠𝐴3O𝐸3＝180° − 𝑥° − [180° × 4 − (540° + ∠4 − ∠8)] = ∠4 − ∠8 − 𝑥° 
∴∠𝐴3𝐸3𝐹3 = ∠8 + (∠4 − ∠8 − 𝑥°) = ∠4 −  𝑥° = ∠𝐸3𝐴3𝐵3 

∴𝐴3𝐵3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//𝐹3𝐸3

̅̅ ̅̅ ̅̅ （內錯角相等） 

同理： 

𝐵3𝐶3
̅̅ ̅̅ ̅̅ //𝐺3𝐹3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ，𝐶3𝐷3
̅̅ ̅̅ ̅̅ //𝐻3𝐺3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，𝐷3𝐸3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//𝐻3𝐴3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

故重複疊作第三層八邊形各組對應邊平行 

4. 重複疊作偶數邊形各組對邊平行 

由【性質 2】可知重複疊作 2m 邊形第（m-1）層對角相等 

在用上述相同之方法，可知 2m 邊形第（m-1）層對應邊平行 

（二） 探討重複疊作 4m 邊形頂點共圓之性質 

當 n=4m 時，4m 邊形，第（4k-3）m、（4k-1）m、（4k+1）m、（4k+3）m 層 

同方位頂點會共圓 

已知：原四邊形為四邊形𝐴𝐵𝐶𝐷，重複疊作第一層為四邊形𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1， 

重複疊作第三層為四邊形𝐴3𝐵3𝐶3𝐷3，重複疊作第五層為四邊形𝐴5𝐵5𝐶5𝐷5 

重複疊作第七層為四邊形𝐴7𝐵7𝐶7𝐷7，𝑂、𝐶1、𝐷7共線，𝑂、𝐵3、𝐴5共線  

四邊形𝐴𝐵𝐶𝐷之外接圓半徑為𝑎  

𝑥4= 𝑠𝑖𝑛(∠1)𝑠𝑖𝑛(∠2)𝑠𝑖𝑛(∠3)𝑠𝑖𝑛(∠4)  

求證：𝐶1、𝐵3、𝐴5、𝐷7四點共圓 

𝐷1、𝐶3、𝐵5、𝐴7四點共圓 

𝐴1、𝐷3、𝐶5、𝐵7四點共圓 

𝐵1、𝐴3、𝐷5、𝐶7四點共圓（圖 68） 
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(圖 67) 

(圖 68) 

證明： 

同 p.19~ p.20 邊長比例中，頂點到外心距離之證明 

設∠𝐵1𝐶1𝐵3 = 𝑥° 

∵𝐶1𝑂̅̅ ̅̅ ̅ = 2𝑎 𝑠𝑖𝑛(∠3) 

𝐵3𝑂̅̅ ̅̅ ̅ = 8𝑎 𝑠𝑖𝑛(∠2)𝑠𝑖𝑛(∠3)𝑠𝑖𝑛(∠4) 

𝐴5𝑂̅̅ ̅̅ ̅ = 32𝑎𝑥4 𝑠𝑖𝑛(∠1) 

𝐷7𝑂̅̅ ̅̅ ̅ = 128𝑎 𝑥4 𝑠𝑖𝑛(∠4)𝑠𝑖𝑛(∠1)𝑠𝑖𝑛(∠2) 

∵
𝐷7𝑂̅̅ ̅̅ ̅̅

𝐵3𝑂̅̅ ̅̅ ̅̅
=

128𝑎 𝑥4 𝑠𝑖𝑛(∠4) 𝑠𝑖𝑛(∠1) 𝑠𝑖𝑛(∠2)

8𝑎 𝑠𝑖𝑛(∠2) 𝑠𝑖𝑛(∠3) 𝑠𝑖𝑛(∠4)
=

32𝑎𝑥4 𝑠𝑖𝑛(∠1)

2𝑎 𝑠𝑖𝑛(∠3)
 

且
𝐴5𝑂̅̅ ̅̅ ̅̅

𝐶1𝑂̅̅ ̅̅ ̅̅
=

32𝑎𝑥4 𝑠𝑖𝑛(∠1)

2𝑎 𝑠𝑖𝑛(∠3)
，∴

𝐴5𝑂̅̅ ̅̅ ̅̅

𝐶1𝑂̅̅ ̅̅ ̅̅
=

𝐷7𝑂̅̅ ̅̅ ̅̅

𝐵3𝑂̅̅ ̅̅ ̅̅
 

 

又∠𝐶1𝑂𝐵3 = ∠𝐴5𝑂𝐷7 

∴∆𝐶1𝑂𝐵3~∆𝐴5𝑂𝐷7(𝑆𝐴𝑆相似) 

∴∠𝑂𝐴5𝐷7 = ∠𝑂𝐶1𝐵3 

∵角度轉換性質 

∴∠𝐵1𝐶1𝐵3 = ∠𝐵5𝐴5𝐷7 = 𝑥° 

∴∠𝑂𝐴5𝐷7 + ∠𝐷7𝐶1𝐵3 = 

∠2 + 𝑥° + [180° − (∠2 + 𝑥°)] = 180° 

∴四邊形𝐶1𝐵3𝐴5𝐷7為圓內接四邊形（對角互補） 

∴𝐶1、𝐵3、𝐴5、𝐷7四點共圓 

同理： 

𝐷1、𝐶3、𝐵5、𝐴7四點共圓 

𝐴1、𝐷3、𝐶5、𝐵7四點共圓 

𝐵1、𝐴3、𝐷5、𝐶7四點共圓 

 

 

同理： 

4m 邊形以第（4k-3）m、（4k-1）m、（4k+1）m、（4k+3）m 層同方位頂點連線之四邊形 

其對角和= 180° 

故當 n=4m 時，4m 邊形，第（4k-3）m、（4k-1）m、（4k+1）m、（4k+3）m 層同方位頂

點共圓 

 

四、 延伸至頂垂、頂內三角形與 n 邊形 

（一） 重複疊作頂垂三角形各心與頂點關係之探討 

由角度轉換可知原三角形垂心與重複疊作第二層外心共點，所以把重複疊作第二層當 

原三角形並對其外心重複疊作，經由前面的性質，可整理出和頂外三角相似性質 

 

（二） 重複疊作頂內三角形各心與頂點關係之探討 

由角度轉換可知原三角形內心與重複疊作第一層外心共點，所以把重複疊作第一層當原

三角形並對其外心重複疊作，經由前面的性質，可整理出和頂外三角相似性質 
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（三） 重複疊作頂內四邊形各心與頂點關係之探討： 

重複疊作頂內四邊形: 由角度轉換可知原四邊形內心與疊作第一層外心共點，所以把疊 

作第一層當原四邊形並對其外心重複疊作，經由前面的性質，可整理出和頂外四邊形相

似性質  

 

（四） 重複疊作頂內 n 邊形各心與頂點關係之探討： 

重複疊作頂內 n 邊形: 由角度轉換可知原 n 邊形內心與疊作第一層外心共點，所以把疊

作第一層當原 n 邊形並對其外心疊作，經由前面的性質，可整理出和頂外 n 邊形相似性

質 

 

柒、 結論 
一、 原三角形會全等於第一層頂外三角形 

即{3k}≅{3k+1} 

 

二、 重複疊作頂外三角形之性質 

（一） 第 k 層~第（k+3）層且對應邊平行 

（二） {3k}外心共點 

（三） {3k}頂點、外心共線 

（四） {3k}外心、{3k+1}頂點、{3k+2}頂點共線 

（五） 重複疊作頂外三角形各心性質（表 22） 

 

三、 重複疊作頂外四邊形之性質 

（一） 第 k 層~第（k+4）層且對應邊平行 

（二） {4k}外心共點 

（三） {4k}頂點、外心共線 

（四） {4k}外心、{4k+2}頂點共線 

（五） {4k}外心、{4k+2}外心共線 

（六） {4k}外心、{4k+1}頂點、{4k+3}頂點共線 

 

 

 

 

(表 22) 



29 

四、 重複疊作頂外 n 邊形之性質 

（一） 𝒏邊形 

1. 相似性質：第 k 層~第（k+n）層 

2. 共線性質：原 n 邊形外心，第 k 層頂點、第（k+n）層頂點共線 

3. 對應邊平行：第 k 層和第（k+n）層對應邊平行 

（二） 特殊多邊形之特殊性質 

1. 𝒏 = 𝟐𝒎，偶數邊形：第（m-1）層對邊平行 

2. 𝒏 = 𝟒𝒎，𝟒𝒎邊形：第（4k-3）m、（4k-1）m、（4k+1）m、（4k+3）m 層共圓 

 

五、 延伸至頂垂、頂內三角形有和頂外三角形相似性質 

 

捌、 未來展望 
一、 探討「中外 n 邊形」其性質，並將外心換成垂心和內心 



作品海報 

【評語】030415  

此研究主題為幾何作圖探討,討論多邊形之疊作圖形(運用外心

及各頂點所形圓之焦點所構成之圖形)，透過特定規則連續疊代，

發現到疊代所產生的一連串三角形間存在著巧妙的關連性。針對這

些關連性給出討論與分析，並對所有可以想像的特性都做出了說明，

可以看出作者們投入了許多心力，值得鼓勵。作者們應該是希望把

所有的研究歷程完整呈現，所以針對每一個特定的性質，都依據原

始的想法來給出論證。這樣當然很好，只是當要談論的內容稍多時，

就會顯得有些雜亂無章。與此問題相關的一些主題其實曾經被提出

討論過，作者們應該要說明那些結果已出現在之前作品，而本作品

給出了那些新的成果，如此，才能讓人更清楚前人遺留了什麼樣的

問題無法解答，而作者們又如何克服了這些難以攻克的瓶頸，也才

能更彰顯本作品的價值。 
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壹、研究動機 參、研究架構 

貳、研究目的 

我們在上專題課時，聽到數學老師說，前幾屆的學長姐做

了重心疊作，發現了一些性質，因此我們試著把重心換成

內心、外心和垂心，於是我們開始了這一連串的研究。 

一、原三角形和其第一層頂外三角形關係之探討 

二、重複疊作頂外三角形關係之探討 

三、重複疊作頂外三角形各心性質之探討 

四、重複疊作重複頂外 n 邊形性質之探討 

五、特殊多邊形之特殊性質 

肆、研究過程和方法 

一、名詞解釋 

(二)重複疊作頂外三角形 (三)重複疊作頂外 n 邊形 

先做出一圓上多邊形，並做出其頂

外 n 邊形，再用其頂點為圓心，到

原 n 邊形外心為半徑畫圓，n 個圓

的交點連線即為第二層重複疊作頂

外 n 邊形，重複疊作 m 次即為第

m 層重複疊作頂外 n 邊形（原 n 邊

形為第零層重複疊作頂外 n 邊

形）。                                      

二、原三角形和其第一層頂外三角形關係之探討 

(一)銳角三角形 (二)鈍角三角形 (三)直角三角形 

1.等角關係 

   我們利用圓心角是圓周角的兩倍和菱形的性質 

   可知    = 剩下的依此類推 

2.由等角關係和角度的轉換可知原三角形和其頂外三角    

形三組對應邊連線會形成三個平行四邊形，故原三角 

形和其頂外三角形 SSS 全等且對應邊平行 

由和銳角三角形類似方法可支原

鈍角三角形和其頂外三角形三邊

等長、故他們全等 

                              

∵直角三角形外心在斜邊上 

∴無法做出頂外三角形 

三、重複疊作頂外三角形關係之探討 

(一)名詞定義：{3k}、{3k+1}、{3k+2} （k 為非負整數） 

{3k}為所有重複疊作層數除以三整除之三角形（第 0、3、6、9……層） 

{3k+1}為所有重複疊作層數除以三餘一之三角形（第 1、4、7、10……層） 

(二)三角形與其頂外三角形角度變化之觀察 

1.第零層和第一層重複疊作頂外三角形角度之轉換 

     利用圓心角和圓周角的性質可知 

 

4.綜合上述可得下表 

 

 

 

 

 

  故可知經由三次角度轉換之後，第 m 層與第（m+3）層對應角相等， 

因此第 m 層與第（m+3）層三角形相似 

在研究過程中我們發現若以第一層頂外三角形

進行疊作，將會與原三角形重和，因此接下來

我們都以原三角形外心進行疊作 

2.第一層重複疊作頂外三角形和第二層 

重複疊作第一層頂外三角形角度之轉換 

 

利用和第 1 點相同方法，可知第一層和 

第二層角度如右圖 

3.第二層重複疊作頂外三角形和第三層重複        

疊作頂外三角形角度之轉換  

 

    利用和前面類似方法可知第二層和第三層之                   

角角度如右圖 

(一)頂外三角形 

作 



(四)重複疊作三角形第 k 層與第（k+3）層對應邊平行 

我們利用角度的轉換，算出重複疊作後，每一層之間 

每邊夾角的角度(以三角形為例) 

 

由表格可知重複疊作頂外三角形每重複疊作三次，對應邊 

會轉 180 度，故第 k 層和第(k+3)層對應邊平行，同理可知 

重複疊作頂外 n 邊形第(k+n)層對應邊平行。 

(五){3k}頂點、外心共線 

我們利用重複疊作頂外三角形第 k 層和第(k+3)層對應邊平行 

得知{3k}頂點、外心共線， 

同理可知 

一、重複疊作頂外三角形各心性質之探討 

 

由角度轉換可知重複疊作頂外三角形{3k}各邊頂

點到與原三角形外心連線形成之兩夾角相等 

故重複疊作頂外三角形{3k}外心共點 

同理可證{nk}外心共點 

(一)重複疊作{3k}外心共點 

 

(二){3k}外心、{3k+1}垂心共點 

藉由{3k}、{3k+1}對應邊平行 

和等腰三角形底邊中垂線會過 

其頂角所在的點可知 

{3k}外心、{3k+1}垂心共點 

 

(四){3k}垂心、{3k+1}外心共點 

我們利用同(二)類似的性質可證出 

{3k}垂心、{3k+1}外心共點 

伍、研究分析與討論 

(三)三角形與其頂外三角形邊長比例變化之觀察 

1.重複疊作頂外三角形各層頂點到原三角形外心的距離  

  我們利用三角函數可知 

用類似方法可知重複疊作頂外三角形各

層頂點到原三角形外心的距離如下表 

2.重複疊作頂外三角形各邊長度 

   利用前面第一層頂點到原三角形   

外心的距離和正弦定理可知 

             

用類似方法可知重複疊作頂外三角形各邊邊長如下表 

3. 

                    

(五){3k+1}、{3k+2}外心共點 

 

(六)、{3k}外心、垂心、重心、{3k+1}外心、垂心、重心、{3k+2}外心、內心共線 

1.由(一)、(二)可知{3k}外心、      

1.{3k+1}垂心、{3k+2}內心共點 

2.由(三)、(四)可知{3k}垂心、         

1.{3k+1}外心、{3k+2}外心共點 

3.由 1.、2.加上已知尤拉線性質為 

1.三角形之重心、垂心、外心 

   共線，可得 : 

藉由角度轉換可知{3k+1}、{3k+2} 

頂點會形成三個圓內接四邊形， 

∴ {3k+1}、{3k+2}頂點共圓 

∴ {3k+1}、{3k+2}外心共點 

二、重複疊作頂外 n 邊形性質之探討 

(一)名詞定義：{nk}、{nk+1}、{nk+2}、……、{nk+（n-1）}定義（k 為非負整數） 

{nk}為所有重複疊作層數除以 n 整除之 n 邊形（原 n 邊形為第零層） 

{nk+1}為所有重複疊作層數除以 n 餘一之 n 邊形 

{nk+2}為所有重複疊作層數除以 n 餘二之 n 邊形 

………… 

{nk+（n-1）}為所有重複疊作層數除以 n 餘（n-1）之 n 邊形 

 

結論：由重複疊作頂外 n 邊形角度可知經由 n 次角度轉換之後，第 m 層與第（m+n）層對應角相等 

         

原五邊形和其頂外五邊形角度轉換圖 

(三){3k}外心、{3k+2}內心共點 

由角度轉換可知{3k+2}各角 

角平分線會過{3k}外心，故 

{3k}外心、{3k+2}內心共點 

在研究過程中，我們發現重複疊作頂外三角形各心之間有一些性質

如上表 

接下來分別針對上述性質進行探討 

利用和重複疊作頂外三角形相同方法，可得重複疊作頂外 n 邊形角度如下表 

第一層和第二層角度轉換圖 第二層和第三層角度轉換圖 第三層和第四層角度轉換圖 

重複疊作頂外五邊形圖示 

 
 

第四層和第五層角度轉換圖 

 

(二)重複疊作頂外 n 邊形角度轉換之觀察 

{3k}外心、垂心、重心、{3k+1}外心、垂心、重心、{3k+2}外心、內心共線 

[{3k+1}頂點、{3k}外心共線]、[{3k+2}頂點、{3k}外心]共線 



陸、研究結論 

一、多邊形與重複疊作頂外多邊形有相似、對應邊平行、共點、共線之性質 

二、重複疊作 2m 邊形第(m-1)層對邊平行 

三、重複疊作 4m 邊形第(4m-3)、(4m-1)、(4m+1)、(4m+3)層同方位頂點共圓 

四、三角形與重複疊作頂垂三角形有相似、對應邊平行、共點、共線之性質 

五、多邊形與重複疊作頂內多邊形有相似、對應邊平行、共點、共線之性質 

柒、未來展望 

一、探討「中外 n 邊形」其性質，並將外心換成垂心和內心 

捌、參考資料及其他 

(三)重複疊作頂外 n 邊形邊長之比例 

利用和三角形相同方法可知重複疊作頂外四邊形和五邊形各頂點到外心的距離，再利用各頂點到外心的距離和正弦定理(三角形中角與對邊的比例)可知其各層邊長 

(四)重複疊作頂外 n 邊形第 k 層和第(k+n)層對應邊平行 

利用和三角形相同方法，可得出重複疊作頂外五邊形各層邊長如下表： 

由上表可知重複疊作頂外四邊形第 m 層和第(m+5)層對應邊轉 180°，故可知

重複疊作頂外四邊形第 m 層和第(m+5)層對應邊平行。 

同理可知重複疊作頂外 n 邊形第 m 層和第(m+n)層對應邊平行。 

三、特殊多邊形之特殊性質之探討 

我們利用角度轉換可知第二層重複疊作頂外六邊形 

對角相等，再利用三角形內角和可知第二層重複疊作

頂外六邊形各組對邊內錯角相等，故平行 

同理可知重複疊作頂外 2m 邊形第(m-1)層對角相等， 

故重複疊作頂外 2m 邊形第(m-1)層各組對邊平行 

我們利用三角函數可算出重複疊作頂外四邊形各頂點到{4k}外心之距離 

再加上頂點共線，可得知 

利 用兩個三角 形相似和角度轉換，可

知 四邊形為圓內接四邊形，      

故 

同理：  

4m 邊形第（4k-3）m、（4k-1）m、（4k+1）m、（4k+3）m 層同方位 

頂點連線之四邊形其對角互補 
 

(一)重複疊作偶數邊形各組對邊平行 

(二)重複疊作 4m 邊形頂點共圓之性質 

四、延伸至頂垂、頂內三角形  
 

(一)重複疊作頂垂三角形各心關係之探討 (二)重複疊作頂內三角形各心關係之探討 

   由角度轉換可知原三角形垂心與重複疊作第二層外心共點，所以把重複疊作第

二層當原三角形並對其外

心重複疊作，經由前面的

性質，可整理出和頂外三

角相似性質如下表 

    由角度轉換可知原三角形內心與重複疊作第一層外心共點，所以把重複疊作第

二層當原三角形並對其外

心重複疊作，經由前面的

性質，可整理出和頂外三

角相似性質如下表 

六邊形 八邊形 

 

故可得下表(以五邊形為例) 

(五)[{nk}頂點、外心共線]、[{nk+1}頂點、{nk}外心]…、[{nk+(n-1)}頂點、{nk}外心]共線 

利用重複疊作頂外 n 邊形第 k 層和第(k+n)層

對應邊平行以及角度轉換 

故可知[{nk}頂點、外心]共線、 

[{nk+1}頂點、{nk}外心]共線…、 

[{nk+(n-1)}頂點、{nk}外心]共線 

 

由上表可知重複疊作頂外五邊形每重複疊作五次對應邊會成固定比例，再加上對應角相等，可知重複疊作頂

外五邊形第 m 層和第(m+5)層相似，同理可知重複疊作頂外 n 邊形第 m 層和第(m+n)層相似且對應邊比例為 

 

十邊形 

一、第 54 屆科展作品（多邊形與其中重、頂重多邊形之性質探討） 

二、第 57 屆科展作品（頂圓多邊形之性質研究與探討）   
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