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摘要 

我們整理了拈的最基本問題。並對拈的變形問題「k 倍拈」(有 n 顆子，n>1，A、B 輪流拈子，

A 先，A 首次不可全拈，之後兩人每次拈最多為對手前次拈的 k 倍，拈最後一子勝

)，得到了完全解答，令𝑎𝑎1 = 2,𝑎𝑎2 = 3, … ,𝑎𝑎𝑘𝑘 = 𝑘𝑘 + 1，且(對於n > k，令𝑎𝑎𝑛𝑛 = 𝑎𝑎𝑛𝑛−1 + 𝑎𝑎𝑚𝑚(𝑘𝑘,𝑛𝑛)，

其中𝑎𝑎𝑚𝑚(𝑘𝑘,𝑛𝑛)是𝑎𝑎1,𝑎𝑎2, … 𝑎𝑎𝑛𝑛−1中最小的滿足≥ �𝑎𝑎𝑛𝑛−1
𝑘𝑘
�的項，此處⌈x⌉是 x 的天花板函數，亦即，不

小於 x 的最小整數)，則當開始時的全部子數為𝑎𝑎1,𝑎𝑎2, … 𝑎𝑎𝑛𝑛中的任何一項時，後拈者有必勝策

略，否則先拈者有必勝策略。特別地，當k = 2,3,4,5 時，k=2,3,4,5 時， < 𝑎𝑎𝑛𝑛 >的遞迴式相當

簡單。 

 

壹、 研究動機 

從小玩過 20 顆棋子輪流拿，1 人至多拿 3 顆，拿最後 1 顆的人輸，直到再次接觸此遊戲，

我們對這個遊戲也有興趣，想找找看這種遊戲是否有必勝攻略，以及如果將拈遊戲變形，又

會如何？ 

貳、 研究目的 

希望能從科展活動中，學習嚴格研究數學的方法，及找到一些規律。 

參、 研究設備及器材 

白板、紙、筆、白板筆、電腦、圍棋子 

肆、 研究過程或方法 

先分配主題，各自去找解法、資料，約定時間共同討論。 

伍、 研究結果 

我們整理了拈的最基本問題。並對拈的變形問題「k 倍拈」(有 n 顆子，n>1，A、B 輪流拈子，

A 先，A 首次不可全拈，之後兩人每次拈最多為對手前次拈的 k 倍，拈最後一子勝)，得到了

完全解答，令𝑎𝑎1 = 2,𝑎𝑎2 = 3, … ,𝑎𝑎𝑘𝑘 = 𝑘𝑘 + 1，且(對於 n>k，令𝑎𝑎𝑛𝑛 = 𝑎𝑎𝑛𝑛−1 + 𝑎𝑎𝑚𝑚(𝑘𝑘,𝑛𝑛)，其中𝑎𝑎𝑚𝑚(𝑘𝑘,𝑛𝑛)

是𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, …𝑎𝑎𝑛𝑛−1中最小的滿足≥ �𝑎𝑎𝑛𝑛−1
𝑘𝑘
�的項，此處⌈x⌉是 x 的天花板函數，亦即，不小於 x 的最

小整數)，則當開始時的全部子數為𝑎𝑎1,𝑎𝑎2, … 𝑎𝑎𝑛𝑛中的任何一項時，後拈者有必勝策略，否則先

拈者有必勝策略。特別地，當k = 2,3,4,5 時，k=2,3,4,5 時， < 𝑎𝑎𝑛𝑛 >的遞迴式相當簡單。 
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陸、 討論(參見補充說明一、二、三、四) 

我們一開始時討論了三個拈系列的問題： 

1. n 顆子，A、B 輪流拈，A 先，每次最多b顆，拈最後一子者勝。 

2. n 顆子，A、B 輪流拈，A 先，每次最多b顆，拈最後一子者負。 

3. n 顆子，n > 1，A、B 輪流拈，A 先，A 首次不可全拈，之後每次拈最多為對手前次

的兩倍，拈最後一子者勝。 

然後我們將上面問題 3. 中的2倍改為 k 倍, 且其他規則不變。 

 

柒、 結論(參見補充說明一、二、三、四) 

1. n 顆子，A、B 輪流拈，A 先，每次最多b 顆，拈最後一子者勝。 

結論為：若b+ 1 | n，則B 勝。其他情況為A 勝。(證明見補充說明一) 

2. n 顆子，A、B 輪流拈，A 先，每次最多b 顆，拈最後一子者負。 

結論為：若b+ 1 | n − 1，則B 勝。其他情況為A 勝。(證明見補充說明二) 

3. n 顆子，n>1，A、B 輪流拈，A 先，A 首次不可全拈，之後每次拈最多為對手前次的2

倍，拈最後一子者勝。(證明見補充說明三) 

結論為：B 有必勝策略若且唯若開始全部子數是以 2,3 開頭的費波納西數列. 

4. 若將上面問題 3. 中的兩倍改為k 倍, 且其他規則不變時，則 

 當 k = 3 時，B 有必勝的策略若且唯若開始的全部子數是滿足以下條件的數列的項：

𝑎𝑎1 = 2,𝑎𝑎2 = 3,𝑎𝑎3 = 4,𝑎𝑎4 = 6,且對於n ≥ 5,𝑎𝑎𝑛𝑛 = 𝑎𝑎𝑛𝑛−1 + 𝑎𝑎𝑛𝑛−4 

 當 k = 4 時，B 有必勝的策略若且唯若開始的全部子數是滿足以下條件的數列的項：

𝑎𝑎1 = 2,𝑎𝑎2 = 3,𝑎𝑎3 = 4,𝑎𝑎4 = 5,𝑎𝑎5 = 7,𝑎𝑎6 = 9,𝑎𝑎7 = 12,且對n ≥ 8,𝑎𝑎𝑛𝑛 = 𝑎𝑎𝑛𝑛−1 + 𝑎𝑎𝑛𝑛−6 

 當 k = 5 時，B 有必勝的策略若且唯若開始的全部子數是滿足以下條件的數列的項：

𝑎𝑎1 = 2,𝑎𝑎2 = 3,𝑎𝑎3 = 4,𝑎𝑎4 = 5,𝑎𝑎5 = 6,𝑎𝑎6 = 8,𝑎𝑎7 = 10,𝑎𝑎8 = 12,𝑎𝑎9 = 15,

而且對於n ≥ 10,𝑎𝑎𝑛𝑛 = 𝑎𝑎𝑛𝑛−1 + 𝑎𝑎𝑛𝑛−8 

 對於 k≥6，沒有如 k=2,3,4,5 時一樣的簡單遞迴式。但我們得到了對一般的 k (包含

k=2,3,4,5 的情況)的完全解答。令𝑎𝑎1 = 2,𝑎𝑎2 = 3, … , 𝑎𝑎𝑘𝑘 = 𝑘𝑘 + 1，且對於n > k，令𝑎𝑎𝑛𝑛 =
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𝑎𝑎𝑛𝑛−1 + 𝑎𝑎𝑚𝑚(𝑘𝑘,𝑛𝑛)，其中𝑎𝑎𝑚𝑚(𝑘𝑘,𝑛𝑛)是𝑎𝑎1,𝑎𝑎2, … 𝑎𝑎𝑛𝑛−1中最小的滿足≥ �𝑎𝑎𝑛𝑛−1
𝑘𝑘
�的項，此處⌈x⌉是x的

天花板函數，亦即，不小於x的最小整數)，則當開始時的全部子數為𝑎𝑎1,𝑎𝑎2, … 𝑎𝑎𝑛𝑛中的

任何一項時，後拈者有必勝策略，否則先拈者有必勝策略。特別地，當k =

2,3,4,5時，k=2,3,4,5時， < 𝑎𝑎𝑛𝑛 >的遞迴式相當簡單。(證明見補充說明四) 

周奕含, 鄭文盛, 鄭采瑜拈系 

捌、 參考資料及其他 

參考資料： 

1. 基礎數學，周君彥，民105.02，作者自行出版，ISBN 978-957-43-3320-2 

2. 維基百科上的網頁 https://en.wikipedia.org/wiki/Fibonacci_nim 

 

其他(待延伸問題)： 

1. 我們有了拈的基本型規則，也就是每人至多拈 b 子的必勝策略；也有拈的變形規則，也就

是至多拈前次的 k 倍之必勝策略，可嘗試延伸線性組合，也就是除了第一次外，每次至多

拈前次的 k 倍加 b 子。 

2. 可嘗試用「動態規劃」程式 dynamic programming 作為數列的檢驗。 

 

(補充說明一 : 拈的最基本問題 1 的證明) 

當規則為n 顆子，A、B 輪流拈子，A 先，每次最多b 顆，拈最後一子者勝。 

最原始為 20 顆子，A、B 輪流拈子，A 先，每次最多3 顆，拈最後一子者勝。 

此遊戲中，每次不管A 拈多少，B 都可做到(該次A 與B 拈的子數和為4)，隨之，每回合都

被拈走 4 子，最後一回合開始剩20 − 4 ∗ 4 = 20 − 16 = 4 子，則A 不管怎麼拈，B 都能確定

可拈到最後一顆子。 

我們發現到，3+1=4 整除20 是關鍵，亦即，數學式寫成3 + 1|20。 

於是我們猜想：是不是只要b+1 | n，也會有類似的情形呢？ 

的確，每次不管A 拈多少，B 都可做到(該次A 與B 拈的子數和為n + 1)，隨之，每回合都

被拈走 b+ 1 子，最後一個回合開始剩n − (b + 1) � 𝑛𝑛
𝑏𝑏+1

− 1� = b +1子，則 A 不管怎麼拈，

https://en.wikipedia.org/wiki/Fibonacci_nim
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B 都能確定可拈到最後一顆子。 

所以我們發現: 若 b + 1|n，則 B 勝, 亦即, 後拈的人勝。 

那麼其他情況呢？我們發現，只要b+1 不整除n，那麼由除法可知，n = (b+1)q + r 式子中的

餘數 r 一定會小於b+1，也就是說，正數r 會小於等於b，所以A 一開始是可以拈走 r 顆子

的。 

這樣一來，如果A 一開始就拈走r 顆子，則剩下n − r 顆子，此時b + 1 整除n − r，而且 A 

和 B 的先拈後拈的角色互換，變成A 是後拈的人，故 A 會勝！ 

所以我們整理了「有 n 顆子，A、B 輪流拈子，A 先，每次最多 b 顆，拈最後一子者勝」

的問題，結論是： 若 b+1|n，則 B 勝。其他情況為 A 勝。 

 

(補充說明二 : 拈的最基本問題 2 的證明) 

當規則為 n 顆子，A、B 輪流拈子，A 先，每次最多 b 顆，拈最後一子者負。 

我們觀察到：如果 B 有辦法保證可以拈到最後第2 顆子，那麼剩下最後一子不就是 A 拿

嗎？ 

所以，先想像成「把 n 顆子中的任何 1 顆子放在拈不到的地方，則剩下 n – 1 顆子可以

拈」。 

這樣一來，不就變成「n − 1 顆子，A、B 輪流拈子，A 先，每次最多b 顆，拈最後一子者

勝」的情況了嗎？ 

由(補充說明一)，我們知道，當 b+ 1|n − 1 時是 B 勝，其他情況是 A 勝。所以我們也整理

了「m 顆子，A、B 輪流拈子，A 先，每次最多n 顆，拈最後一子者負」的問題，結論

是： 若 b+ 1|n−1，則 B 勝。其他情況為 A 勝。 

我們從補充說明一、二當中發現到如果我們可以掌握拈最後一子勝的規則，則當規則改為拈

最後一子負時，也能有簡單的推導方式，故之後的討論規則皆可假設為拈最後一子勝。  
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(補充說明三 : 「2 倍拈」(費波納西數列)的證明) 

當規則為有 n 顆子，A、B 輪流拈子，A 先，A 首次不可全拈，之後每次拈最多為對手前

次的兩倍，拈最後一子者勝。 

我們以一個一個的「開始時的子數」依由小到大的順序去討論如下。 

1 顆子的情況不可玩，因為 A 不能全拈。 

2 顆子的情況：B 後拈勝。理由：因為 A 不能全拈，且當 A 拈 1 顆使 B 拈最後 1 

顆，因此 2 顆子時 B 後拈勝。 

3 顆子的情況：B 後拈勝。理由：因為 A 不能全拈，且當 A 拈 1 顆或2顆能使 B 拈最

後 1 顆，因此 3 顆子時 B 後拈勝。 

特別地，有以下引理。 

引理1：若留 3 顆子且輪到先拈的人不能全拈，則後拈者勝。 

4 顆子的情況：A 先拈 1 顆則勝。理由：A 先拈 1 顆，此時留 3 顆子且換成 B 先拈且

無法全部拈，故由引理 1 知A 勝。 

5 顆子的情況：B 後拈勝。理由：若 A 先拈大於等於 2 顆，B 便能全部拈，故 A 只能

先拈 1 顆。當A 拈 1 顆子時，B 再拈 1 顆，此時留 3 顆且換成 A 先拈且無法全部拈，

故由引理1 知 B 勝。 

特別地，有以下引理。 

引理2：若留 5 顆子且輪到先拈的人不能全拈，則後拈者勝。 

6 顆子的情況：A 先拈 1 顆勝。理由：若 A 先拈 1 顆子，此時剩 5 顆且換成 B 先拈又

無法全拈，故由引理2 知 A 勝。 

7 顆子的情況：A 先拈 2 顆勝。理由：若 A 先拈 2 顆子，此時剩 5 顆且換成 B 先拈又

無法全拈，故由引理2 知 A 勝。 

8 顆子的情況：B 後拈勝。理由：若 A 拈多於 2 顆則 B 全拈勝，故 A 最多拈 2 顆。

若 A 拈 1 顆，B 拈 2 顆剩 5 顆回到引理2，(此時 A 先拈又不能全拈，) 故 B 勝。若 

A 拈 2 顆，B 拈 1 顆剩 5 顆回到引理2，(此時 A 先拈又不能全拈，) 故 B 勝。 

特別地，有以下引理。 
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引理3：若留 8 顆子且輪到先拈的人不能全拈，則後拈者勝。 

9 顆子的情況：A 先拈 1 顆勝。理由：若 A 先拈 1 顆子，則能換成後拈且剩下 8 顆，

換 B 先拈又無法全部拈，故由引理3 知 A 勝。 

10 顆子的情況：A 先拈 2 顆勝。理由：若 A 先拈 2 顆子，則能換成後拈且剩下 8 顆，

換 B 先拈又無法全部拈，故由引理3 知 A 勝。 

11 顆子的情況：A 先拈 3 顆勝。理由：若A 先拈  3 顆子，則能換成後拈且剩下 8 顆，

換 B 先拈又無法全部拈，故由引理3 知 A 勝。 

12 顆子的情況：A 先拈 1 顆勝。理由：由引理3，在 12 顆子時只要 A 確保自己能成為

剩 8 顆的後拈者且對手不能全拈即勝，因此前面的 4 顆是關鍵。若A 拈 1 顆，則此 4 

顆子剩 3 顆且 B 不能全拈，由引理1 知，A 會拈到此 4 顆子的最後 1 顆，且能換成後

拈剩 8 顆，換 B 先拈又無法全部拈，故由引理3 知 A 勝。 

13 顆子的情況：B 後拈勝。理由：由引理3，在 13 顆子時只要確保自己能成為剩 8 顆的

後拈者且對手不能全拈即勝，因此前面5 顆是關鍵。5 顆子後拈勝，而 A 又不能拈大於等

於 5 顆(A 也不能 13 顆全拈故有剩)，否則 B 可全拈剩下的子，但無論 A 拈小於等於 4 

顆子，由引理2，知 B 可拈到前面 5 顆子的最後 1 顆而換成剩 8 顆的後拈者，而 A 為

先拈又不能全拈。因此 13 顆子時 B 後拈勝。 

特別地，有以下引理。 

引理4：若留 13 顆子且輪到先拈的人不能全拈，則後拈者勝。 

討論至此，我們發現到一個規則，若已知「當留下 i 顆子且輪到先拈的人不能全拈，後拈

者會勝」，則對於子的數目 p 大於 i 且小於等於 
2

1−
+

ii  的情形，先拈的人只要拈 p-i 顆

子，就能留下 i 顆子換成後拈且輪到先拈的人(至多只能拈 i-1 顆) 而不能全拈，故先拈的

人拈 p-i 顆勝。 

亦即，有以下引理。 

引理5：若已知「當留下i 顆子且輪到先拈的人不能全拈，後拈者會勝」，則對於開始時子

的數目i < p ≤ i + 𝑖𝑖−1
2

 的情形，先拈的人只要拈 p − i 顆子會勝。 
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14 至19 顆子的情況：A 分別對應先拈 1 至 6 顆勝。理由：因為 14 至 19 滿足大於 13 

且小於等於 13+6=19，故由引理4 與引理5 得證。 

20 顆子的情況：A 先拈 2 顆勝。理由：由引理4，對於 20 顆子時，前面的 7 顆子是關

鍵。由引理2 知，對於前面的 7 顆子，A 先拈 2 顆剩 5顆，此時 B 換成先拈者且不能全

拈，故 A 必可恰拈到此 7 顆中的最後 1 顆且原先 20 顆剩 13 顆。而此時換成 B 先拈

且不能全拈，故由引理4 知 A 勝。 

21 顆子的情況：B 後拈勝。理由：由引理4，對於 21 顆子，前面 8 顆是關鍵。若 A 先

拈大於等於 7 顆(A 首次不可全拈 21 顆)，則 B 可全拈剩下的子。如此迫使遊戲可以看成

8 顆子的情況且 A 先拈且不能全拈，由引理3 知，B 可恰拈到前 8 顆子的最後 1 顆為止

且該次 B 不會拈超過 5 顆子(B 若該次拈 6 顆子，則必為A 拈大於等於 3 顆子，而

3+6>8，不可能)。此時換成剩 13 顆且A 先拈又不能全拈。由引理4 知 B 勝。 

特別地，有以下引理。 

引理6：若留 21 顆子且輪到先拈的人不能全拈，則後拈者勝。 

22 至 31 顆子的情況：A 分別先拈 1 至 10 顆勝。理由：因為 22 至 31滿足大於 21 且

小於等於 21+10=31，故由引理6 與引理5 得證。 

32 顆子的情況：A 先拈 3 顆勝。理由：由引理6，對於 32 顆子，前面 11 顆是關鍵。若

A 先拈 3 顆，此時 11 顆剩 8 顆且換成 B 先拈又不能全拈 8 顆，由引理3，A 能確保恰

拈到前面 11 顆中的最後 1 顆為止，此時剩21 顆且換成 B 先拈又不能全拈。由引理6，A 

勝。 

33 顆子的情況：A 先拈 1 顆勝。理由：由引理6，對於 33 顆子，前面 12 顆子是關鍵。

若A 先拈 1 顆，則B 只可拈 1 或 2 顆，此時 A 分別對應再拈 2 或 1 顆，這前面的 12 

顆就只剩 8 顆且換成 B 先拈又不能全拈，由引理3，A 能確保恰拈到前面 12 顆中的最後 

1 顆為止，此時剩 21 顆且換成 B 先拈又不能全拈。由引理6，A 勝。 

34 顆子的情況：B 後拈勝。理由：由引理6，對於 34 顆子，前面 13 顆是關鍵。若A 先

拈大於等於 12 顆(A 首次不可全拈 34 顆)，則 B 可全拈剩下的子。如此迫使遊戲可以看

成是先看前面 13 顆子的情況且 A 先拈且不能全拈，由引理4 知，B 可恰拈到前 13 顆子
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的最後 1 顆為止且該次 B 不會拈超過 9 顆子(B 若該次拈 10 顆子，則必為 A 拈大於等

於 5 顆子，而 5+10>13，不可能)。此時換成剩 21 顆且 A 先拈又不能全拈。由引理6 知

B 勝。 

特別地，有以下引理。 

引理7：若留 34 顆子且輪到先拈的人不能全拈，則後拈者勝。 

35 至 50 顆子的情況：A 分別先拈 1 至 16 顆勝。理由：因 35 至 50 滿足大於 34 且

小於等於 34+16.5=50.5，故由引理7 與引理5 得證。 

51 顆子的情況：A 先拈 4 顆勝。理由：由引理7，對於 51 顆子，前面 17 顆是關鍵。A 

先拈 4 顆剩 13 顆，由引理4 知A 此時能確保自己拈到前面 17 顆的剩下的 13 顆最後一

顆為止，然而此時剩下 34 顆且換成 B 先拈又不能全拈，故由引理7 知 A 勝。 

52 顆子的情況：A 先拈 5 顆勝。理由：跟上面的論證一樣，由引理7，對於 52 顆子，前

面 18 顆是關鍵。A 先拈 5 顆剩 13 顆，由引理4 知 A 此時能確保自己拈到前面 18 顆

的剩下的 13 顆最後一顆為止，此時剩下 34 顆且換成 B 先拈又不能全拈，故由引理7 知

A 勝。 

53 顆子的情況：A 先拈 6 顆勝。理由：跟上面的論證一樣，由引理7，對於 53 顆子，前

面 19 顆是關鍵。A 先拈 6 顆剩 13 顆，由引理4 知 A 此時能確保自己拈到前面 19 顆

的剩下的 13 顆最後一顆為止，此時剩下 34 顆且換成 B 先拈又不能全拈，故由引理7 知

A 勝。 

54 顆子的情況：A 先拈 2 顆勝。理由：由引理7，對於 54 顆子，前面 20 顆是關鍵。此

外，由引理4，對於 20 顆子，前面7 顆是關鍵。對於前面的7 顆子，A 先拈 2 顆剩 5 

顆，此時換成 B 先拈且不能全拈剩下的 5 顆，故由引理2 知，A 必可恰拈到此 7 顆中的

最後 1 顆為止，此時原先的 20 顆剩下 13 顆且換成 B 先拈且不能全拈這 13 顆，故由

引理4 知 A 必可恰拈到這剩下的 13 顆中的最後 1 顆為止。此時剩下 34 顆且換成 B 先

拈且不能全拈，故由引理7 知 A 勝。 

55 顆子的情況：B 後拈勝。理由：若A 先拈大於等於 19 顆(A 首次不可全拈 55 顆)，則

B 可全拈剩下的子。如此迫使遊戲可以看成是先看前面 21 顆子的情況且 A 先拈且不能全
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拈，由引理6 知，B 可恰拈到前 21 顆的最後 1 顆為止且該次 B 不會拈超過 15 顆(B 若

該次拈 16 顆，則必為 A 拈大於等於 8 顆子，而 16+8>21，不可能)。此時剩 34 顆且換

成 A 先拈又不能全拈。由引理7 知 B 勝。 

特別地，有以下引理。 

引理8：若留 55 顆子且先拈的人不能全拈，則後拈者勝。 

我們討論到這裡，突然發現到B 後拈勝的拈的開始的全部子數依序分別是2，3，5，8，

13，21，34，55，竟然有一個規則，2+3=5，3+5=8，5+8=13，8+13=21，13+21=34，

21+34=55。我們去請教東華大學應用數學系周君彥教授，他告訴我們說：這些數字剛好是原

始「費波納西數列(Fibonacci Sequence)」的前面幾項，數列最開頭是1，1，然後接下來的每

一項都是前面兩項的和！想不到拈這個遊戲竟然還有這個玄機！接下來我們猜，是不是

34+55=89 顆子時也是B後拈勝呢？ 

若 A 先拈大於等於 30 顆(A 首次不可全拈 89 顆)，則 B 可全拈剩下的子。如此迫使遊

戲可以看成 34 顆子的情況且 A 先拈且不能全拈，由引理7 知，B 可恰拈到前 34 顆的最

後 1 顆為止且該次 B 不會超過 27 顆(B 若可拈 28 顆，則必為 A 拈大於等於 14 顆

子，而 28+14>34，不可能)。此時剩下 55 顆且換成 A 先拈又不能全拈。由引理8 知 B 

勝。 

89 顆子時也是B勝！這使我們進一步猜想，是不是原始的費波納西數列中從 2 開始的每個

項的數字，若當成拈的開始的全部子數時，都一定是 B 後拈勝呢？ 

下面證明: 若 𝑎𝑎1= 2 , 𝑎𝑎2= 3, 且∀n ≥ 3, 𝑎𝑎𝑛𝑛 =  𝑎𝑎𝑛𝑛−1 + 𝑎𝑎𝑛𝑛−2 , 則(∀n ∈ N, 對於 𝑎𝑎𝑛𝑛 顆子，(A、

B 輪流拈子，A 先，A 首次不可全拈，之後每次拈最多為對手前次的2倍，拈最後一子者

勝)的拈，後拈者勝). 

先觀察到 (∀n∈N, 𝑎𝑎𝑛𝑛 < 𝑎𝑎𝑛𝑛+1).  

再用數學歸納法證明(∀n∈N, 4𝑎𝑎𝑛𝑛 < 3𝑎𝑎𝑛𝑛+1)： (4𝑎𝑎1 = 8 < 9 = 3𝑎𝑎2,，設當n = t 時成立. 則當 

n = t+1 時, 4𝑎𝑎𝑡𝑡+1 = 3𝑎𝑎𝑡𝑡+1 + (𝑎𝑎𝑡𝑡 + 𝑎𝑎𝑡𝑡−1) < 3𝑎𝑎𝑡𝑡+1 + 3𝑎𝑎𝑡𝑡 = 3𝑎𝑎𝑡𝑡+2 

然後對 n 用數學歸納法證明如下. 

前面已證n = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 時成立. (實際上只需證明 n = 1, 2 時成立.) 
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設當 n = t 與 n = t − 1 時成立. 

則當 n = t + 1 時, 因為 𝑎𝑎𝑡𝑡+1 = 𝑎𝑎𝑡𝑡 + 𝑎𝑎𝑡𝑡−1 = (𝑎𝑎𝑡𝑡−1 + 𝑎𝑎𝑡𝑡−2) + 𝑎𝑎𝑡𝑡−1 < 3𝑎𝑎𝑡𝑡−1, 所以 A 的首次必

拈少於𝑎𝑎𝑡𝑡−1 顆子. 故遊戲可先看成是先看前面的 𝑎𝑎𝑡𝑡−1 顆子的遊戲, 由假設知 B 有必可拈

到第 𝑎𝑎𝑘𝑘−1 顆子為止的策略, 且 B 當次所拈的子數必小於 �𝑎𝑎𝑡𝑡+1
2
� 。(否則, 由歸謬法, 若 B 

當次所拈的子數不少於 �𝑎𝑎𝑡𝑡+1
2
�  , 則 A 前次所拈的子數不少於 �𝑎𝑎𝑡𝑡+1

4
� , 隨之, A 與 B 至少

拈走 �𝑎𝑎𝑡𝑡+1
4
�  + �𝑎𝑎𝑡𝑡+1

2
� 顆子. 而對𝑎𝑎𝑘𝑘= 4t, 4t + 1, 4t + 2, 4t + 3 分別考慮都會得到 �𝑎𝑎𝑡𝑡+1

4
� +

�𝑎𝑎𝑡𝑡+1
2
� > 𝑎𝑎𝑡𝑡−1 , 這與 B 恰拈到第 𝑎𝑎𝑡𝑡−1 顆子為止相矛盾). 此時剩 𝑎𝑎𝑡𝑡+1 − 𝑎𝑎𝑡𝑡−1 = 𝑎𝑎𝑡𝑡 顆子, 

且輪到 A 先拈且不可全拈, 故由假設知 B 可必勝 

 

(補充說明四 : 「k倍拈」的證明) 

當規則為有n 顆子，n > 1，A、B 輪流拈子，A 先，A 首次不可全拈，之後每次拈最多為

對手前次的 k 倍，拈最後一子者勝。 

當 k = 3, 4, 5時，有結論如下。 

 當 k=3 時，B 有必勝的策略若且唯若開始時的全部子數是滿足以下條件的數列的項：

𝑎𝑎1 = 2, 𝑎𝑎2 = 3, 𝑎𝑎3 = 4, 𝑎𝑎4 = 6, 且對於 n ≥ 5, 𝑎𝑎𝑛𝑛= 𝑎𝑎𝑛𝑛−1 + 𝑎𝑎𝑛𝑛−4. 

 當 k=4 時，B 有必勝的策略若且唯若開始時的全部子數是滿足以下條件的數列的項：

𝑎𝑎1 = 2, 𝑎𝑎2 = 3, 𝑎𝑎3 = 4, 𝑎𝑎4 = 5, 𝑎𝑎5 = 7, 𝑎𝑎6 = 9, 𝑎𝑎7 = 12, 且對於 n ≥ 8, 

𝑎𝑎𝑛𝑛 = 𝑎𝑎𝑛𝑛−1 + 𝑎𝑎𝑛𝑛−6. 

 當 k=5 時，B 有必勝的策略若且唯若開始時的全部子數是滿足以下條件的數列的項：

𝑎𝑎1 = 2, 𝑎𝑎2 = 3, 𝑎𝑎3 = 4, 𝑎𝑎4 = 5, 𝑎𝑎5 = 6, 𝑎𝑎6 = 8, 𝑎𝑎7 =10, 𝑎𝑎8 = 12, 𝑎𝑎9 = 15, 且對於 

n ≥ 10, 𝑎𝑎𝑛𝑛 = 𝑎𝑎𝑛𝑛−1 + 𝑎𝑎𝑛𝑛−8. 
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當k = 3 時 

我們先用以下表格來表示k=3 的情形. 

周奕含, 

鄭文盛, 鄭采瑜拈系列數學遊戲的研究 
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周奕含, 鄭文盛 ,

隨之, 對於k=3, B 有必勝策略的數列為2,3,4,6,8,11,15,21,29,40,55, . . . . . . . . . 

我們發現到從第 5 項開始, 每一項都是它的前面第一項與第四項的和： 

8 = 6 + 2, 11 = 8 + 3, 15 = 11 + 4, 21 = 15 + 6, 29 = 21 + 8, 40 = 29 + 11,5 5 = 40 + 15, . . . . . . . . . , 

亦即, 𝑎𝑎𝑛𝑛 = 𝑎𝑎𝑛𝑛−1 + 𝑎𝑎𝑛𝑛−4. 

此式並不是巧合, 而是在討論時我們發現到：常常後面的情況的一開始時，會降階為前面的

情況的討論. 例如, 開始全部子數為 8 子, A 只能拿 1 顆子，所以降階為只看前面 2 子的

情況，而 2 子的情況 B 有必勝策略且當次 B 只拿 1 子.所以剩下 8-2=6 子的情況就與開

始全部子數為 6 的情況是相同的！ 

(若子數為 𝑎𝑎1=2, 𝑎𝑎2=3, 𝑎𝑎3=4, 𝑎𝑎4=6 且其他 𝑎𝑎𝑛𝑛= 𝑎𝑎𝑛𝑛−1+ 𝑎𝑎𝑛𝑛−4 , 則B 有必勝策略) 證明如下. 
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(引理一) (∀n ∈ N, 𝑎𝑎𝑛𝑛+3≤ 3𝑎𝑎𝑛𝑛). 

證:用數學歸納法證明. 𝑎𝑎4= 6 ≤ 6 = 3𝑎𝑎1 , 𝑎𝑎5 = 8 ≤ 9 = 3𝑎𝑎2 , 𝑎𝑎6=11≤12=3𝑎𝑎3 , 𝑎𝑎7=15 ≤18=3𝑎𝑎4. 

設當 n ≤ t 時成立. 則當n=t+1 時, 𝑎𝑎𝑡𝑡+4 = 𝑎𝑎𝑡𝑡+3 + 𝑎𝑎𝑡𝑡≤ 3𝑎𝑎𝑡𝑡 + 3𝑎𝑎𝑡𝑡−3 = 3𝑎𝑎𝑡𝑡+1 . 故由數學歸納

法得證. 

(引理二) (∀n ∈ N, 4𝑎𝑎𝑛𝑛+3 > 9𝑎𝑎𝑛𝑛). 

證:用數學歸納法證明. 4𝑎𝑎4=24>18=9𝑎𝑎1, 4𝑎𝑎5=32>27=9𝑎𝑎2 , 4𝑎𝑎6=44>36=9𝑎𝑎3 , 4𝑎𝑎7=60>54=9𝑎𝑎4 . 

設當 n ≤ t 時成立. 則當n=t+1 時, 4𝑎𝑎𝑡𝑡+4=4𝑎𝑎𝑡𝑡+3+4𝑎𝑎𝑡𝑡>9𝑎𝑎𝑡𝑡+9𝑎𝑎𝑡𝑡−3=9𝑎𝑎𝑡𝑡+1 . 故由數學歸納法得

證. 

(若子數為 𝑎𝑎1=2, 𝑎𝑎2=3, 𝑎𝑎3=4, 𝑎𝑎4=6 且其他 𝑎𝑎𝑛𝑛=𝑎𝑎𝑛𝑛−1+𝑎𝑎𝑛𝑛−4, 則B有必勝策略)證明主要部份

如下. 

n = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 時由實際檢查知成立. (實際上只需證明 n = 1, 2, 3, 4, 5 時成

立.) 

設當 n = t 與 n = t − 3 時成立.  

則當 n=t+1 時, 因 𝑎𝑎𝑡𝑡  ≤ 3𝑎𝑎𝑡𝑡−3 (引理一) 故 A 首次必拈少於 𝑎𝑎𝑡𝑡−3 顆子.故遊戲可看成是先

看前面的 𝑎𝑎𝑡𝑡−3  顆子的遊戲, 由假設知 B 有必可拈到第 𝑎𝑎𝑡𝑡−3  顆子為止的策略, 且 B 當

次所拈的子數必小於 ⌈𝑎𝑎𝑡𝑡
3
⌉。(否則, 由歸謬法, 若 B 當次所拈的子數不小於 ⌈𝑎𝑎𝑡𝑡

3
⌉, 則 A 前次

所拈的子數不小於 ⌈𝑎𝑎𝑡𝑡
9
⌉, 隨之, A 與B 至少拈走 ⌈𝑎𝑎𝑡𝑡

3
⌉ + ⌈𝑎𝑎𝑡𝑡

9
⌉ ≥ ⌈4𝑎𝑎𝑡𝑡

9
⌉ > 𝑎𝑎𝑡𝑡−3 顆子為止相矛盾

(引理二: 4 at > 9at−3). 此時剩 𝑎𝑎𝑡𝑡+1 −𝑎𝑎𝑡𝑡−3= 𝑎𝑎𝑡𝑡 顆子, 且此時輪到 A 先拈且不可全拈, 故由假

設知 B 可必勝.  

隨之, 由數學歸納法得證. 

又, 若已知「當留下 i 顆子且輪到先拈的人不能全拈，後拈者會勝」，則對於開始時子的數

目  i < p ≤ i + 𝑖𝑖−1
3

 的情形，先拈的人只要拈 p − i 顆子會勝。隨之, 對於在上面的數列相

鄰兩項 at , at+1 之間的數 n, 後拈者都沒有必勝的策略, 否則會因為後拈者在子數為 i 時有

必勝策略的關係, 反而讓子數為 at + at−3 時是先拈者勝, 與上面的結果矛盾.  
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當 k = 4 ,5 時 

k=4,5 時的證明與 k=3 時的證明類似，故礙於篇幅，此處省略。我們從 k=2,3,4,5 的情況

自然地猜想 k=6 的情況: 當 n 夠大時，an= an−1+ an−10 ，但結果發現竟然不對。 

柳暗花明又一村！ 

雖然我們從 k = 6 開始就暫時沒有進展, 但是在審視之前的 k = 2, 3, 4, 5 的證明之後, 指導

老師跟我們說, 是否不要堅持: 對於 k 倍時, 夠後面的項會有 an = an−1 +𝑎𝑎𝑛𝑛−𝑓𝑓(𝑘𝑘), 亦即, 夠後

面的 an 都是它前面的第一項 an−1 與第 f(k) 項 𝑎𝑎𝑛𝑛−𝑓𝑓(𝑘𝑘) 的和呢? 也就是說, 不要堅持一定

會有一個由 k 所固定的 f(k). 因為只需要(可以將後面的情況拆解成前面已經解過的兩種情

況) 就可以了, 並不需要有一個由 k 所固定的 f(k). 所以指導老師帶我們從論證中自然地猜

想: 

引理一：若a1 = 2, a2 = 3, . . . , ak= k + 1, 其他an=an−1+am(k,n), 其中m(k, n) 是最小的整數使得

am(k,n)≥�
𝒂𝒂𝒏𝒏−𝟏𝟏
𝒌𝒌
�, 則, 對於開始時全部子數是an 的k 倍拈遊戲(A, B 輪流拈,A 先且A 首次不可

全拈, 之後每次拈最多為對手前次的k 倍, 拈最後一子勝),後拈者有必勝策略, 且對 

an=an−1+am(k,n)的情況, 若A 首次拈少於 am(k,n) 子, 則遊戲可看成是分成兩階段的方式完成. 

證明：顯然, 對 a1 = 2, a2 = 3, . . . , ak = k + 1, ak+1 = k + 3 = ak + a1 而言, 敘述成立. 

設對 n≤t 時, 上面的敘述成立. 則當 n=t+1 時, 因為 at+1=at+am(k,t+1) 且 m(k, t+1) 是最小的

整數使得am(k,t+1)≥ �𝒂𝒂𝒏𝒏−𝟏𝟏
𝒌𝒌
�, 則A 首次必拈少於 am(k,t+1) 子. 

(若A 拈至少 am(k,t+1)子, B 可拈剩下至多 at+1− am(k,t+1) = at ≤  k�𝒂𝒂𝒕𝒕
𝒌𝒌
�≤  kam(k,t+1)子.)故遊戲可被

視為是先看開始的全部子數是前面的 am(k,t+1) 顆子的 k 倍拈遊戲, 故 B 有策略必可恰拈到

第 am(k,t+1) 顆子為止且該次所拈子數必小於 �𝒂𝒂𝒕𝒕
𝒌𝒌
� (證明如下), 隨之, 剩下 at 顆子, 輪到 A 

拈但不可將剩下的全拈, 故 B 有策略可拈到剩下的 at 顆子的最後一子, 也是一開始的 at+1 

顆子的最後一子, 亦即, B 有必勝策略. 

「B 有策略必可恰拿到第am(k,t+1) 顆子為止且該次必拈少於�𝒂𝒂𝒕𝒕
𝒌𝒌
� 顆」的證明如下. 

若 am(k,t+1) = �𝒂𝒂𝒕𝒕
𝒌𝒌
�, 則 B 拈至多 am(k,t+1)− 1 < �𝒂𝒂𝒕𝒕

𝒌𝒌
� 成立. 
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若 am(k,t+1) > �𝒂𝒂𝒕𝒕
𝒌𝒌
� 且 am(k,t+1) ≤ ak, 則 am(k,t+1)−1=am(k,t+1)−1<�

𝒂𝒂𝒕𝒕
𝒌𝒌
�<am(k,t+1), 得連續整數之間竟然有

第三個整數, 矛盾. 隨之, 若 am(k,t+1) > �𝒂𝒂𝒕𝒕
𝒌𝒌
� 則必為 am(k,t+1) > ak , 故am(k,t+1) 為 as = as−1 + 

am(k,s) 的形式, 其中 s = m(k, t + 1). 但是, 因為s = m(k, t+1) 是最小的整數使得 as = am(k,t+1) ≥ 

�𝒂𝒂𝒕𝒕
𝒌𝒌
�, 所以 as−1 < �𝒂𝒂𝒕𝒕

𝒌𝒌
�. 隨之, 若 A 拈至少 am(k,s) 子, 則 B 可拈剩下的全部少於 as−1 <�

𝒂𝒂𝒕𝒕
𝒌𝒌
� 

顆子, 亦即, B 在恰拈到第 am(k,t+1) 顆子為止的該次所拈子數必小於 �𝒂𝒂𝒕𝒕
𝒌𝒌
�. 若 A 拈少於 

am(k,s) 子, 則, 可看成是整個遊戲前面的am(k,t+1) 顆子的前面 am(k,s) 顆子的拈遊戲, 而對整個

遊戲的前面的am(k,t+1) 顆子的拈遊戲而言, 而由假設(遊戲可看成是分成兩階段的方式完成)知, 

B 有策略可拈到最後一顆子且該次 B 拈少於 as−1 = am(k,t+1)−1 < �𝒂𝒂𝒕𝒕
𝒌𝒌
� (因為是在第二階段拈). 

隨之, 回到整個敘述(若a1 = 2, a2 = 3, . . . , ak = k + 1, 其他 an = an−1+am(k,n), 其中 m(k, n) 是最

小的整數使得 am(k,n)≥ �𝒂𝒂𝒕𝒕
𝒌𝒌
�, 則, 對於開始時全部子數是 an 的 k 倍拈遊戲, 後拈者有必勝的

策略, 且對 an =a n−1+am(k,n) 的情況, 若 A 首次拈少於 am(k,n) 子, 則遊戲可看成是分成兩階

段的方式完成.), 得到數學歸納法的證明! □ 

引理一的自然推論: 

對於k倍拈的遊戲，令 a1=2, a2=3,..., ak=k+1，且(對於 n>k，令 an=an-1+am(k,n)，其中

am(k,n)a1,a2,…,an-1中最小的滿足 ≥ �𝒂𝒂𝒕𝒕
𝒌𝒌
� 的項)，則當開始時的全部子數為 a1,a2…,an,…中的任

何一項時，後拈者有必勝策略。 

請注意: ak+1=k+3，且a1,a2,…,an,…是一個遞增數列。 

引理二: 

對於 k 倍拈遊戲，若開始時的全部子數 b 不為 a1,a2,..,an,… 中的任何一項時，則先拈者

有必勝策略，且遊戲必可看成分兩個階段完成如下: 

若 an<b<an+1=an+am(k,n)，則遊戲可看成第一階段是先拈者恰取到第 (b-an)顆子

(不排除首次就拈這麼多)與第二階段是原先的先拈者(在第一階段結束時反而變

成第二階段開始時的後拈者)拈最後一子。 
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證明: 因為 a1=2, a2=3,…, ak=k+1，所以若開始時的全部子數 b 不為 a1,a2,…,an,…中的任何

一項時，必存在 n≥k 使得 an<b<an+1=an+am(k,n)。 

當 a k<b<ak+1，亦即 k+1<b<k+3，故b=k+2。 

若先拈者只拈 1 子，則剩下 k+1 子，且先拈者此時成為第二階段的後拈者，而對手此時又

不能全拈剩下的子，故原先的先拈者有必勝策略且遊戲可看成分兩階段的完成如上。 

假設已證到了 an<b<an+1 的情況，都是先拈者有必勝策略且遊戲可看成分兩階段完成如上。 

則當 an+1<b<an+2 時，考慮 b-an+1。 

注意: 0<b-an+1<an+2-an+1=am(k,n+2)，其中 am(k,n+2) 是 a1,a2,…,an+1中最小的滿足≥ �𝒂𝒂𝒏𝒏+𝟏𝟏
𝒌𝒌
� 的項。 

情況一: 若 b-an+1<�
𝒂𝒂𝒏𝒏+𝟏𝟏
𝒌𝒌
�，則 k(b-an+1)<an+1。 

故若先拈者首次就恰拈 (b-an+1) 顆子，則剩下的子數為 an+1 顆，且先拈者此時成為第二階

段開始的後拈者，而對手此時又不能全拈，故由引理一知，原先的先拈者有必勝策略且遊戲

可看成分成兩階段的完成如上。 

情況二: 當 �𝒂𝒂𝒏𝒏+𝟏𝟏
𝒌𝒌
� ≤ b-an+1<am(k,n+2) 時，因為 a1,a2,…,an,…是一個遞增數列且 am(k,n+2) 是

a1,a2,…,an+1中最小的滿足≥�𝒂𝒂𝒏𝒏+𝟏𝟏
𝒌𝒌
� 的項，所以 am(k,n+2)-1<b-an+1<am(k,n+2) ≤an+1 。故由假設知先

拈者有恰取到第 (b-an+1) 顆子的策略，且取到第 (b-an+1) 顆子的過程可分成兩階段完成: 第

一階段是先拈者恰取到第 [(b-an+1)-am(k,n+2)-1] 顆子的最後一顆子，因為 kam(k,n+2)-1<an+1 ，所

以當先拈者恰取到第 (b-an+1) 顆子時當次所拈的子數小於 am(k,n+2)-1，故此時，原先的先拈者

不但成為「開始要拈剩下的 an+1 顆子」的後拈者，且對手此時又不能全拈剩下的 an+1 顆

子，故原先的先拈者有必勝策略且遊戲可看成分兩階段完成如上。 

故由數學歸納法得證。□ 

引理二的自然推論: 

對於k倍拈遊戲，令 a1=2, a2=3,…, ak=k+1，且(對於 n>k，令 an=an-1+am(k,n)，其中 am(k,n) 

是a1,a2,…,an-1中最小的滿足≥�𝒂𝒂𝒏𝒏−𝟏𝟏
𝒌𝒌
� 的項)，則當開始時的全部子數不為 a1,a2,…,an,…中的任

何一項時，先拈者有必勝策略。 
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合併 k=2,3,4,5 的情況與引理一的自然推論與引理二的自然推論, 我們得到結論如下. 

對於 k 倍拈遊戲(有 n 顆子，n>1，A、B 輪流拈子，A 先，A 首次不可全拈，之後兩人每次拈

最多為對手前次拈的 k 倍，拈最後一子勝)而言，令 a1=2,a2=3,…,ak=k+1，且(對於 n>k，令

an=an-1+am(k,n)，其中 am(k,n)是 a1 ,a2,…,an-1 中最小的滿足≥�𝒂𝒂𝒏𝒏−𝟏𝟏
𝒌𝒌
�的項，此處⌈x⌉是 x 的天花板函

數，亦即，不小於 x 的最小整數)，則當開始時的全部子數為 a1,a2,…,an,…中的任何一項時，

後拈者有必勝策略，否則先拈者有必勝策略。特別地，當 k=2,3,4,5 時，an的遞迴式相當簡單。 

 當 k=2 時，B 有必勝的策略若且唯若開始時的全部子數是滿足以下條件的數列的項： 

a1 = 2, a2 = 3, 且對於 n 大於等於3, an = an−1 + an−2. 亦即, 以 2,3 開頭的費波納西數列. 

 當 k=3 時，B 有必勝的策略若且唯若開始時的全部子數是滿足以下條件的數列的項：

a1 = 2, a2 = 3, a3 = 4, a4 = 6, 且對於 n 大於等於5, an = an−1 + an−4. 

 當 k=4 時，B 有必勝的策略若且唯若開始時的全部子數是滿足以下條件的數列的項：

a1 = 2, a2 = 3, a3 = 4, a4 = 5, a5 = 7, a6 = 9, a7 = 12, 且對於 n 大於等於8, an = an−1 + an−6. 

 當 k=5 時，B 有必勝的策略若且唯若開始時的全部子數是滿足以下條件的數列的項：

a1 = 2, a2 = 3, a3 = 4, a4 = 5, a5 = 6, a6 = 8, a7 =10, a8 = 12, a9 = 15, 而且對於 n 大於等於10, 

an = an−1 + an−8. 



作品海報 

【評語】030408  

1. 此作品研究拈的變形數學遊戲，考慮有 n顆棋子，由 A和 B

輪流拈子，A先拈但首次不可全拈，之後每人每次可拈棋子

數至多為對手前次所拈棋子數的 k倍，拈最後一子者勝。作

者得到的結論之一，當 k=2時，B有必勝策略若且唯若開始

的棋子數是費波那西數，這是已知的結果，參閱維基百科

Fibonacci Nim，參考文獻 Whinihan, Michael J. (1963), 

"Fibonacci Nim", Fibonacci Quarterly, 1 (4)：9–13。作者在

不知道相關文獻的情形下得到這個結論是不錯的表現。 

2. 此作品主題屬賽局問題探討，與組合數列相關，為中學所學

數列關係的延伸，是一有趣的科展題目，整體而言，儘管有

一些情形的論述方式頗為類似，如果能進一步加強相關的歸

納論證會更好。 

D:\NSF\中小科展_60 屆\排版\030408-評語 



一、摘要：我們整理了拈的最基本問題。並對拈的變形問題「k倍拈」(規則：有n顆子，n>1，A、B輪流拈子， A先，
A首次不可全拈，之後兩人每次拈至多為對手前次拈的k倍，拈最後一子者勝)，得到了完全解答。

二、研究動機：從小玩過20 顆棋子輪流拿，1 人至多拿3 顆，拿最後1 顆的人輸，直到再次接觸此遊戲，我們對這
個遊戲也有興趣，想找找看這種遊戲是否有必勝攻略，以及如果將拈遊戲變形，又會如何？

三、研究目的：希望能從科展活動中，學習嚴格研究數學的方法，及找到一些規律。

四、研究設備及器材：白板、紙、筆、白板筆、電腦、圍棋子

五、研究過程或方法：先分配主題，各自去找解法、資料，約定時間共同討論。

六、研究結果：我們整理了拈的最基本問題。並對拈的變形問題「k倍拈」(規則：有n顆子，n>1，A、B輪流拈子，
A先，A首次不可全拈，之後兩人每次拈最多為對手前次拈的k倍，拈最後一子勝)，得到了完全解答。

2倍拈： (參見補充說明一如下)
n 顆子，n>1，A、B 輪流拈，A 先，A 首次不可全拈，之後每次拈最多為對手前次的2倍，拈最後一子者勝。
結論為：B 有必勝策略若且唯若開始全部子數是以 2,3 開頭的費波納西數列.

k倍拈： (參見補充說明二如下) 若將上面兩倍拈改為k 倍拈(之後每次拈最多為對手前次的k倍), 且其他規則不變

k = 3 時，B 有必勝的策略若且唯若開始的全部子數是滿足以下條件的數列的項：𝑎ଵ = 2, 𝑎ଶ = 3, 𝑎ଷ = 4,
𝑎ସ = 6,且對於n ≥ 5, 𝑎௡ = 𝑎௡ିଵ + 𝑎௡ିସ

k = 4 時，B 有必勝策略若且唯若開始的全部子數是滿足以下條件的數列的項：𝑎ଵ = 2, 𝑎ଶ = 3, 𝑎ଷ = 4, 𝑎ସ = 5,
𝑎ହ = 7, 𝑎଺ = 9, 𝑎଻ = 12,且對於n ≥ 8, 𝑎௡ = 𝑎௡ିଵ + 𝑎௡ି଺

k = 5 時，B 有必勝的策略若且唯若開始的全部子數是滿足以下條件的數列的項：𝑎ଵ = 2, 𝑎ଶ = 3, 𝑎ଷ = 4,
𝑎ସ = 5, 𝑎ହ = 6, 𝑎଺ = 8, 𝑎଻ = 10, 𝑎଼ = 12, 𝑎ଽ = 15,且對於n ≥ 10, 𝑎௡ = 𝑎௡ିଵ + 𝑎௡ି଼

對於 k≥6，沒有如 k=2,3,4,5 時一樣的簡單遞迴式。但我們得到了對一般的 k (包含k=2,3,4,5 的情況)的完全解答。

特別地，當k = 2,3,4,5時， < 𝑎௡>的遞迴式相當簡單。

參考資料及其他
1. 基礎數學，周君彥，民105.02，作者自行出版，ISBN 978-957-43-3320-2
2. 維基百科上的網頁https://en.wikipedia.org/wiki/Fibonacci_nim

(補充說明一:「2倍拈」(費波納西數列)的證明)
當規則為有 n 顆子，A、B 輪流拈子，A 先，A 首次不可全拈，之後每次拈最多為對手前次的兩倍，
拈最後一子者勝。
我們以一個一個的「開始時的子數」依由小到大的順序去討論如下。
1 顆子的情況不可玩，因為 A 不能全拈。
2 顆子的情況：B 後拈勝。理由：因為 A 不能全拈，且當 A 拈 1 顆使 B 拈最後 1 顆，因此 2 顆子時 B 後拈勝。
3 顆子的情況：B 後拈勝。理由：因為 A 不能全拈，且當 A 拈 1 顆或2顆能使 B 拈最後 1 顆，
因此 3 顆子時 B 後拈勝。
特別地，有引理1：若留 3 顆子且輪到先拈的人不能全拈，則後拈者勝。
4 顆子的情況：A 先拈 1 顆則勝。理由：A 先拈 1 顆，此時留 3 顆子且換成 B 先拈且無法全部拈，
故由引理 1 知A 勝。
5 顆子的情況：B 後拈勝。理由：若 A 先拈大於等於 2 顆，B 便能全部拈，故 A 只能先拈 1 顆。當A 拈 1 顆子時，B 
再拈 1 顆，此時留 3 顆且換成 A 先拈且無法全部拈，故由引理1 知 B 勝。
特別地，有引理2：若留 5 顆子且輪到先拈的人不能全拈，則後拈者勝。
6 顆子的情況：A 先拈 1 顆勝。理由：若 A 先拈 1 顆子，此時剩 5 顆且換成 B 先拈又無法全拈，故由引理2 知 A 勝。
7 顆子的情況：A 先拈 2 顆勝。理由：若 A 先拈 2 顆子，此時剩 5 顆且換成 B 先拈又無法全拈，故由引理2 知 A 勝。
8 顆子的情況：B 後拈勝。理由：若 A 拈多於 2 顆則 B 全拈勝，故 A 最多拈 2 顆。若 A 拈 1 顆，B 拈 2 顆剩 5 顆回
到引理2，(此時 A 先拈又不能全拈，) 故 B 勝。若 A 拈 2 顆，B 拈 1 顆剩 5 顆回到引理2，
(此時 A 先拈又不能全拈，) 故 B 勝。
特別地，有引理3：若留 8 顆子且輪到先拈的人不能全拈，則後拈者勝。
9 顆子的情況：A 先拈 1 顆勝。理由：若 A 先拈 1 顆子，則能換成後拈且剩下 8 顆，換 B 先拈又無法全部拈，故由
引理3 知 A 勝。
10 顆子的情況：A 先拈 2 顆勝。理由：若 A 先拈 2 顆子，則能換成後拈且剩下 8 顆，換 B 先拈又無法全部拈，故由
引理3 知 A 勝。
11 顆子的情況：A 先拈 3 顆勝。理由：若A 先拈 3 顆子，則能換成後拈且剩下 8 顆，換 B 先拈又無法全部拈，故由
引理3 知 A 勝。
12 顆子的情況：A 先拈 1 顆勝。理由：由引理3，在 12 顆子時只要 A 確保自己能成為剩 8 顆的後拈者且對手不能全
拈即勝，因此前面的 4 顆是關鍵。若A 拈 1 顆，則此 4 顆子剩 3 顆且 B 不能全拈，由引理1 知，A 會拈到此 4 顆子的
最後 1 顆，且能換成後拈剩 8 顆，換 B 先拈又無法全部拈，故由引理3 知 A 勝。
13 顆子的情況：B 後拈勝。理由：由引理3，在 13 顆子時只要確保自己能成為剩 8 顆的後拈者且對手不能全拈即勝，
因此前面5 顆是關鍵。5 顆子後拈勝，而 A 又不能拈大於等於 5 顆(A 也不能 13 顆全拈故有剩)，否則 B 可全拈剩下
的子，但無論 A 拈小於等於 4 顆子，由引理2，知 B 可拈到前面 5 顆子的最後 1 顆而換成剩 8 顆的後拈者，而 A 為
先拈又不能全拈。因此 13 顆子時 B 後拈勝。
特別地，有引理4：若留 13 顆子且輪到先拈的人不能全拈，則後拈者勝。

令𝑎ଵ = 2, 𝑎ଶ = 3, … , 𝑎௞ = 𝑘 + 1，且對於n > k，令𝑎௡ = 𝑎௡ିଵ + 𝑎௠(௞,௡)，其中𝑎௠(௞,௡)

是𝑎ଵ, 𝑎ଶ, … 𝑎௡ିଵ中最小的滿足≥
௔೙షభ

௞
的項，此處⌈x⌉是x的天花板函數，亦即，不小於x

的最小整數)，則當開始時的全部子數為𝑎ଵ, 𝑎ଶ, … 𝑎௡中的任何一項時，後拈者有必勝策
略，否則先拈者有必勝策略。



討論至此，我們發現到一個規則，若已知「當留下 i 顆子且輪到先拈的人不能全拈，後拈者會勝」，則對於子的數目

p 大於 i 且小於等於i +
௜ିଵ

ଶ
 的情形，先拈的人只要拈 p-i 顆子，就能留下 i 顆子換成後拈且輪到先拈的人(至多只能拈

i-1 顆) 而不能全拈，故先拈的人拈 p-i 顆勝。

亦即，有引理5：若已知「當留下i 顆子且輪到先拈的人不能全拈，後拈者會勝」，

則對於開始時子的數目𝐢 < 𝐩 ≤ 𝐢 +
𝒊ି𝟏

𝟐
的情形，先拈的人只要拈 𝒑 − 𝐢 顆子會勝。

下面證明: 若 𝑎ଵ= 2 , 𝑎ଶ= 3, 且∀n ≥ 3, 𝑎௡ =  𝑎௡ିଵ + 𝑎௡ିଶ , 則(∀n ∈ N, 對於 𝑎௡ 顆子，(A、B 輪流拈子，A 先，A 首次不
可全拈，之後每次拈最多為對手前次的2倍，拈最後一子者勝)的拈，後拈者勝).

(1) 用數學歸納法證明(∀n∈N, 
௔೙శభ

௔೙
≤ 2)

證明：
௔మ

௔భ
= 

ଷ

ଶ
≤ 2，

௔య

௔మ
= 

ହ

ଷ
≤ 2.設當n ≤ t且t ≥ 2時成立.則當 n = t+1 時,

௔೟శమ

௔೟శభ
= 

௔೟శభା௔೟

௔೟ା௔೟షభ
≤ 

ଶ௔೟ାଶ௔೟షభ

௔೟ା௔೟షభ
= 2 .

(2) 用數學歸納法證明(∀n∈N, 
௔೙శభ

௔೙
>

ସ

ଷ
)

證明：
௔మ

௔భ
= 

ଷ

ଶ
>

ସ

ଷ
，

௔య

௔మ
= 

ହ

ଷ
>

ସ

ଷ
.設當n ≤ t且t ≥ 2時成立.則當 n = t+1 時,

௔೟శమ

௔೟శభ
= 

௔೟శభା௔೟

௔೟ା௔೟షభ
>

ర

య
௔೟ା

ర

య
௔೟షభ

௔೟ା௔೟షభ
= 

ସ

ଷ
.

然後對 n 用數學歸納法證明如下.
𝑎ଵ = 2，𝑎ଶ = 3時由實際檢查成立. 
設當 𝑛 ≤ 𝑡且t ≥ 2時成立.
則當 n = t + 1 時, 因為 𝑎௧ାଵ= 𝑎௧ + 𝑎௧ିଵ = 𝑎௧ିଵ + 𝑎௧ିଶ + 𝑎௧ିଵ < 3𝑎௧ିଵ, 所以 A 的首次必拈少於𝑎௧ିଵ 顆子. 故遊戲可先
看成是先看前面的 𝑎௧ିଵ 顆子的遊戲, 由假設知 B 有必可拈到第 𝑎௧ିଵ 顆子為止的策略, 且 B 當次所拈的子數必小於

௔೟

ଶ
。(否則, 由歸謬法, 若 B 當次所拈的子數不少於

௔೟

ଶ
  , 則 A 前次所拈的子數不少於

௔೟

ସ
, 隨之, A 與 B 至少拈走

௔೟

ସ
+

௔೟

ଶ
≥

ଷ௔೟

ସ
> 𝑎௧ିଵ顆子, 這與 B 恰拈到第 𝑎௧ିଵ 顆子為止相矛盾). 此時剩 𝑎௧ାଵ − 𝑎௧ିଵ = 𝑎௧ 顆子, 且輪到 A 先拈且

不可全拈, 故由假設知 B 可必勝

(補充說明二:「k倍拈」的證明)
當規則為有n 顆子，n > 1，A、B 輪流拈子，A 先，A 首次不可全拈，之後每次拈最多為對手前次的 k 倍，拈最後一
子者勝。
當 k = 3, 4, 5時，有結論如下:

k=3 時，B 有必勝的策略若且唯若開始時的全部子數是滿足以下條件的數列的項：𝑎ଵ = 2, 𝑎ଶ = 3, 𝑎ଷ = 4, 𝑎ସ = 6, 且對
於 n ≥ 5,𝑎௡= 𝑎௡ିଵ + 𝑎௡ିସ.

k=4 時，B 有必勝的策略若且唯若開始時的全部子數是滿足以下條件的數列的項：𝑎ଵ = 2, 𝑎ଶ = 3, 𝑎ଷ = 4, 𝑎ସ = 5,
𝑎ହ = 7, 𝑎଺ = 9,𝑎଻ = 12, 且對於 n ≥ 8, 𝑎௡ = 𝑎௡ିଵ + 𝑎௡ି଺.

k=5 時，B 有必勝的策略若且唯若開始時的全部子數是滿足以下條件的數列的項：𝑎ଵ = 2, 𝑎ଶ = 3, 𝑎ଷ = 4, 𝑎ସ = 5,
𝑎ହ = 6, 𝑎଺ = 8, 𝑎଻ =10, 𝑎଼ = 12, 𝑎ଽ = 15, 且對於 n ≥ 10, 𝑎௡ = 𝑎௡ିଵ + 𝑎௡ି଼.

3倍拈(若子數為 𝒂𝟏=2, 𝒂𝟐=3, 𝒂𝟑=4, 𝒂𝟒=6 且其他 𝒂𝒏= 𝒂𝒏ି𝟏+ 𝒂𝒏ି𝟒 , 則B 有必勝策略) 證明如下.
(引理一) (∀n ∈ N, 

𝒂𝒏శ𝟑

𝒂𝒏
≤ 3 ).

證:用數學歸納法證明. 
௔ర

௔భ
= 

଺

ଶ
≤ 3 , 

௔ఱ

௔మ
= 

଼

ଷ
≤ 3, 

௔ల

௔య
= 

ଵଵ

ସ
≤ 3, 

௔ళ

௔ర
= 

ଵହ

଺
≤ 3. 設當 n ≤ t且t ≥ 4時成立.

則當n=t+1 時, 
௔೟శర

௔೟శభ
= 

௔೟శయା௔೟

௔೟ା௔೟షయ
≤ 

ଷ௔೟ାଷ௔೟షయ

௔೟ା௔೟షయ
=3 .故由數學歸納法得證.

(引理二) (∀n ∈ N, 
𝒂𝒏శ𝟑

𝒂𝒏
> 

𝟗

𝟒
).

證:用數學歸納法證明. 
௔ర

௔భ
= 

଺

ଶ
> 

ଽ

ସ
,
௔ఱ

௔మ
= 

଼

ଷ
> 

ଽ

ସ
,
௔ల

௔య
= 

ଵଵ

ସ
> 

ଽ

ସ
, 

௔ళ

௔ర
= 

ଵହ

଺
> 

ଽ

ସ
.設當 n ≤ t且t ≥ 4時成立.

則當n=t+1 時, 
௔೟శర

௔೟శభ
= 

௔೟శయା௔೟

௔೟ା௔೟షయ
> 

వ

ర
௔೟ ା 

వ

ర
௔೟షయ

௔೟ା௔೟షయ
= 

ଽ

ସ
. 故由數學歸納法得證.

3倍拈(若子數為 𝒂𝟏=2, 𝒂𝟐=3, 𝒂𝟑=4, 𝒂𝟒=6 且其他 𝒂𝒏=𝒂𝒏ି𝟏+𝒂𝒏ି𝟒, 則B有必勝策略)證明主要部份如下.
n = 1, 2, 3, 4時由實際檢查知成立. 
設當 n = t 與 n = t − 3且t ≥ 4時成立. 
則當 n=t+1 時, 因 𝑎௧ ≤ 3𝑎௧ିଷ (引理一) 故 A 首次必拈少於 𝑎௧ିଷ 顆子.故遊戲可看成是先看前面的 𝑎௧ିଷ 顆子的遊戲, 由
假設知 B 有必可拈到第 𝑎௧ିଷ 顆子為止的策略, 且 B 當次所拈的子數必小於 ⌈

௔೟

ଷ
⌉。(否則, 由歸謬法, 若 B 當次所拈的子

數不小於 ⌈
௔೟

ଷ
⌉, 則 A 前次所拈的子數不小於 ⌈

௔೟

ଽ
⌉, 隨之, A 與B 至少拈走 ⌈

௔೟

ଷ
⌉ + ⌈

௔೟

ଽ
⌉ ≥ ⌈

ସ௔೟

ଽ
⌉ > 𝑎௧ିଷ 顆子為止相矛盾

(引理二: 4𝑎௧> 9𝑎௧ିଷ). 此時剩 𝑎௧ାଵ −𝑎௧ିଷ= 𝑎௧ 顆子, 且此時輪到 A 先拈且不可全拈, 故由假設知 B 可必勝. 
隨之, 由數學歸納法得證.

又, 若已知「當留下 i 顆子且輪到先拈的人不能全拈，後拈者會勝」，則對於開始時子的數目 i < p ≤ i +
௜ିଵ

ଷ
的情形，

先拈的人只要拈 p − i 顆子會勝。隨之, 對於在上面的數列相鄰兩項 𝑎௧ , 𝑎௧ାଵ 之間的數 n, 後拈者都沒有必勝的策略, 否
則會因為後拈者在子數為 i 時有必勝策略的關係, 反而讓子數為 𝑎௧ + 𝑎௧ିଷ 時是先拈者勝, 與上面的結果矛盾.

k=4,5 時的證明與 k=3 時的證明類似，故礙於篇幅，此處省略。我們從 k=2,3,4,5 的情況自然地猜想 k=6 的情況: 當 n 
夠大時，𝑎௡ = 𝑎௡ିଵ + 𝑎௡ିଵ଴ ，但結果發現竟然不對。



雖然我們從 k = 6 開始就暫時沒有進展, 但是在審視之前的 k = 2, 3, 4, 5 的證明之後, 指導老師跟我們說, 是否不要堅持: 
對於 k 倍時, 夠後面的項會有 𝑎௡= 𝑎௡ିଵ +𝑎௡ି௙(௞), 亦即, 夠後面的𝑎௡都是它前面的第一項𝑎௡ିଵ與第 f(k) 項 𝑎௡ି௙(௞) 的和

呢? 也就是說, 不要堅持一定會有一個由 k 所固定的 f(k). 因為只需要(可以將後面的情況拆解成前面已經解過的兩種情
況) 就可以了, 並不需要有一個由 k 所固定的 f(k). 所以指導老師帶我們從論證中自然地猜想:

引理一：若𝒂𝟏 = 2, 𝒂𝟐= 3, . . . , 𝒂𝒌= k + 1, 其他𝒂𝒏=𝒂𝒏ି𝟏+𝒂𝒎(𝒌,𝒏), 其中m(k, n) 是最小的整數使得𝒂𝒎(𝒌,𝒏)≥
𝒂𝒏ష𝟏

𝒌
, 則, 對

於開始時全部子數是𝒂𝒏的k 倍拈遊戲(A, B 輪流拈,A 先且A 首次不可全拈, 之後每次拈最多為對手前次的k 倍, 拈最後
一子勝),後拈者有必勝策略, 且對 𝒂𝒏=𝒂𝒏ି𝟏+𝒂𝒎(𝒌,𝒏)的情況, 若A 首次拈少於𝒂𝒎(𝒌,𝒏)子, 則遊戲可看成是分成兩階段的方

式完成.

證明：顯然, 對 𝑎ଵ= 2, 𝑎ଶ = 3, . . . , 𝑎௞= k + 1, 𝑎௞ାଵ = k + 3 = 𝑎௞ + 𝑎ଵ 而言, 敘述成立.

設對 n≤t 時, 上面的敘述成立. 則當 n=t+1 時, 因為 𝑎௧ାଵ = 𝑎௧ + 𝑎௠(௞,௧ାଵ) 且 m(k, t+1) 是最小的整數使得𝑎௠(௞,௧ାଵ) ≥
𝒂𝒕

𝒌
, 

則A 首次必拈少於𝑎௠(௞,௧ାଵ)子.

(若A 拈至少𝑎௠(௞,௧ାଵ)子, B 可拈剩下至多 𝑎௧ାଵ−𝑎௠(௞,௧ାଵ)= 𝑎௧ ≤  k
𝒂𝒕

𝒌
≤  k𝑎௠(௞,௧ାଵ)子.)故遊戲可被視為是先看開始的全

部子數是前面的𝑎௠(௞,௧ାଵ)顆子的 k 倍拈遊戲, 故 B 有策略必可恰拈到第𝑎௠(௞,௧ାଵ)顆子為止且該次所拈子數必小於
𝒂𝒕

𝒌

(證明如下), 隨之, 剩下 at 顆子, 輪到 A 拈但不可將剩下的全拈, 故 B 有策略可拈到剩下的𝑎௧顆子的最後一子, 也是一開
始的 𝑎௧ାଵ顆子的最後一子, 亦即, B 有必勝策略.

「B 有策略必可恰拿到第𝒂𝒎(𝒌,𝒕ା𝟏)顆子為止且該次必拈少於
𝒂𝒕

𝒌
顆」的證明如下.

若𝒂𝒎(𝒌,𝒕ା𝟏)= 
𝒂𝒕

𝒌
, 則 B 拈至多𝒂𝒎(𝒌,𝒕ା𝟏)− 1 < 

𝒂𝒕

𝒌
成立.

若𝒂𝒎(𝒌,𝒕ା𝟏)> 
𝒂𝒕

𝒌
且𝒂𝒎(𝒌,𝒕ା𝟏)≤𝒂𝒌 ,則𝒂𝒎(𝒌,𝒕ା𝟏)−1=𝒂𝒎 𝒌,𝒕ା𝟏 ି𝟏<

𝒂𝒕

𝒌
<𝒂𝒎(𝒌,𝒕ା𝟏) ,得連續整數之間竟然有第三個整數,矛盾.

隨之,若𝒂𝒎(𝒌,𝒕ା𝟏)>
𝒂𝒕

𝒌
則必為𝒂𝒎(𝒌,𝒕ା𝟏)>𝒂𝒌,故𝒂𝒎(𝒌,𝒕ା𝟏)為𝒂𝒔 = 𝒂𝒔ି𝟏 + 𝒂𝒎(𝒌,𝒔)的形式, 其中 s = m(k, t + 1). 但是, 因為

s = m(k, t+1) 是最小的整數使得𝒂𝒔=𝒂𝒎(𝒌,𝒕ା𝟏)≥ 
𝒂𝒕

𝒌
, 所以𝒂𝒔ି𝟏< 

𝒂𝒕

𝒌
. 隨之, 若 A 拈至少𝒂𝒎(𝒌,𝒔)子, 則 B 可拈剩下的全部

少於𝒂𝒔ି𝟏<
𝒂𝒕

𝒌
顆子, 亦即, B 在恰拈到第𝒂𝒎(𝒌,𝒕ା𝟏)顆子為止的該次所拈子數必小於

𝒂𝒕

𝒌
. 若 A 拈少於𝒂𝒎(𝒌,𝒔)子, 則, 可看

成是整個遊戲前面的𝒂𝒎(𝒌,𝒕ା𝟏)顆子的前面𝒂𝒎(𝒌,𝒔)顆子的拈遊戲, 而對整個遊戲的前面的𝒂𝒎(𝒌,𝒕ା𝟏)顆子的拈遊戲而言, 而

由假設(遊戲可看成是分成兩階段的方式完成)知, B 有策略可拈到最後一顆子且該次 B 拈少於𝒂𝒔ି𝟏=𝒂𝒎 𝒌,𝒕ା𝟏 ି𝟏< 
𝒂𝒕

𝒌

(因為是在第二階段拈).

隨之, 回到整個敘述(若𝑎ଵ= 2, 𝑎ଶ= 3, . . . , 𝑎௞= k + 1, 其他𝑎௡=𝑎௡ିଵ+𝑎௠(௞,௡) ,其中 m(k, n) 是最小的整數使得𝑎௠(௞,௡)≥ 
𝒂𝒕

𝒌
, 

則, 對於開始時全部子數是𝑎௡的 k 倍拈遊戲, 後拈者有必勝的策略, 且對𝑎௡=𝑎௡ିଵ+𝑎௠(௞,௡)的情況, 若 A 首次拈少於

𝑎௠(௞,௡)子, 則遊戲可看成是分成兩階段的方式完成.), 得到數學歸納法的證明! □

引理一的自然推論:
對於k倍拈的遊戲，令𝒂𝟏= 2,𝒂𝟐= 3, ... ,𝒂𝒌= k + 1，且(對於 n>k，令𝒂𝒏=𝒂𝒏ି𝟏+𝒂𝒎(𝒌,𝒏)，其中𝒂𝒎(𝒌,𝒏)是𝒂𝟏,𝒂𝟐,…,𝒂𝒏ି𝟏中

最小的滿足 ≥ 
𝒂𝒕

𝒌
的項)，則當開始時的全部子數為𝒂𝟏,𝒂𝟐,…,𝒂𝒏,…中的任何一項時，後拈者有必勝策略。

請注意: 𝑎௞ାଵ=k+3，且𝑎ଵ,𝑎ଶ,…,𝑎௡,…是一個遞增數列。

引理二:
對於 k 倍拈遊戲，若開始時的全部子數 b 不為𝒂𝟏,𝒂𝟐,…,𝒂𝒏,…中的任何一項時，則先拈者有必勝策略，且遊戲必可看
成分兩個階段完成如下:
若𝒂𝒏<b<𝒂𝒏ା𝟏=𝒂𝒏+𝒂𝒎(𝒌,𝒏ା𝟏)，則遊戲可看成第一階段是先拈者恰取到第 (b-𝒂𝒏)顆子(不排除首次就拈這麼多)與第二

階段是原先的先拈者(在第一階段結束時反而變成第二階段開始時的後拈者)拈最後一子。

證明: 因為𝑎ଵ= 2, 𝑎ଶ= 3, ... ,𝑎௞= k + 1,所以若開始時的全部子數 b 不為 𝑎ଵ,𝑎ଶ,…𝑎௡,…中的任何一項時，必存在 n ≥ k 
使得𝑎௡<b<𝑎௡ାଵ=𝑎௡+𝑎௠(௞,௡ାଵ)。

當𝑎௞<b<𝑎௞ାଵ，亦即 k+1<b<k+3，故b=k+2。
若先拈者只拈 1 子，則剩下 k+1 子，且先拈者此時成為第二階段的後拈者，而對手此時又不能全拈剩下的子，故原
先的先拈者有必勝策略且遊戲可看成分兩階段的完成如上。
假設已證到了𝑎௧<b<𝑎௧ାଵ的情況，都是先拈者有必勝策略且遊戲可看成分兩階段完成如上。
則當𝑎௧ାଵ<b<𝑎௧ାଶ時，考慮 b − 𝑎௧ାଵ。

注意: 0<b-𝑎௧ାଵ<𝑎௧ାଶ − 𝑎௧ାଵ=𝑎௠(௞,௧ାଶ)，其中𝑎௠(௞,௧ାଶ)是𝑎ଵ,𝑎ଶ,…,𝑎௧ାଵ中最小的滿足≥ 
௔೟శభ

௞
的項。

情況一: 若 b-𝑎௧ାଵ<
௔೟శభ

௞
，則 k(b-𝑎௧ାଵ)< 𝑎௧ାଵ。

故若先拈者首次就恰拈 (b − 𝑎௧ାଵ) 顆子，則剩下的子數為𝑎௧ାଵ顆，且先拈者此時成為第二階段開始的後拈者，而對手
此時又不能全拈，故由引理一知，原先的先拈者有必勝策略且遊戲可看成分成兩階段的完成如上。

情況二: 當
௔೟శభ

௞
≤ b-𝑎௧ାଵ<𝑎௠(௞,௧ାଶ)時，因為𝑎ଵ,𝑎ଶ,…𝑎௧,…是一個遞增數列且𝑎௠(௞,௧ାଶ)是𝑎ଵ,𝑎ଶ,…,𝑎௧ାଵ中最小的滿足

≥
௔೟శభ

௞
的項，所以𝑎௠ ௞,௧ାଶ ିଵ< b-𝑎௧ାଵ<𝑎௠(௞,௧ାଶ) ≤𝑎௧ାଵ。故由假設知先拈者有恰取到第 (b-𝑎௧ାଵ) 顆子的策略，且取到

第 (b-𝑎௧ାଵ) 顆子的過程可分成兩階段完成: 第一階段是先拈者恰取到第 [(b-𝑎௧ାଵ)- 𝑎௠ ௞,௧ାଶ ିଵ] 顆子的最後一顆子，因

為 k𝑎௠ ௞,௧ାଶ ିଵ<𝑎௧ାଵ，所以當先拈者恰取到第 (b-𝑎௧ାଵ) 顆子時當次所拈的子數小於𝑎௠ ௞,௧ାଶ ିଵ，故此時，原先的先拈

者不但成為「開始要拈剩下的𝑎௧ାଵ顆子」的後拈者，且對手此時又不能全拈剩下的𝑎௧ାଵ顆子，故原先的先拈者有必
勝策略且遊戲可看成分兩階段完成如上。
故由數學歸納法得證。□

引理二的自然推論:
對於k倍拈遊戲，令𝒂𝟏= 2,𝒂𝟐= 3, ... ,𝒂𝒌= k + 1，且(對於 n>k，令𝒂𝒏=𝒂𝒏ି𝟏+𝒂𝒎(𝒌,𝒏)，其中 𝒂𝒎(𝒌,𝒏)是𝒂𝟏,𝒂𝟐,…,𝒂𝒏ି𝟏中最

小的滿足≥
𝒂𝒏ష𝟏

𝒌
的項)，則當開始時的全部子數不為𝒂𝟏,𝒂𝟐,…,𝒂𝒏,…中的任何一項時，先拈者有必勝策略。
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