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摘要 
    此研究一開始從科學月刊中的七邊形之謎出發，先研究在正多邊形中黑點數為 2 的條件

下能畫出幾個等腰三角形，其中我們透過觀察得到了一些性質，並證明出正n邊形 2 黑點的

類型分別會有
2

)2( −nn
個等腰三角形，n為偶數；

2

)1( −nn
個等腰三角形，n為奇數。接著又證

明出正n邊形 3 黑點的類型也分別會有
4

)3)(1( −− nnn
個等腰三角形，n為奇數；

4

)2(
2−nn
個

等腰三角形，n為偶數(不為 4 的倍數) ； n
nn ×+−

4

85
2

個等腰三角形，n為偶數(4 的倍數)。 

 

壹、 研究動機 
    老師在課堂上分享之前他帶學生做科展的經驗，我們聽完後也想嘗試，所以我們就去找

老師討論，老師叫我們到科學研習月刊上找題目，於是我們就找到游森棚教授出的這個題目， 

題目的敘述如下： 

    正七邊形的頂點有五個紅點，兩個黑點。用紅點當頂點可以連成多少個等腰三角形?生性

謹慎的小怡說：「我又不知道黑點在那裡，老師給的條件不夠，這一題不能算啦!」。 

 

大而化之的小郡說：「沒差啦，黑點在那裡算出來應該都一樣啦!」小怡說：「怎麼可能算出

來一樣?如果題目改成正六邊形，那兩個黑點在對角線的話就沒有等腰三角形了, 但是兩個黑

點在其他位置就還有等腰三角形。所以答案一定和黑點位置有關啦!」 

 
小郡說：「不管啦，我們先算算看再說吧!」所以這個七邊形之謎的結果如何呢? 

由以上這題目為契機，我們的研究內容是找出正多邊形中以兩黑點為底角和一紅點為頂角所

組成的等腰三角形個數公式。 

貳、 研究目的 

一、找正多邊形有兩個黑點為底角的等腰三角形個數之規律與性質。 

二、證明正多邊形有兩個黑點為底角的等腰三角形個數之公式。 

三、找正多邊形有三個黑點任取兩黑點為底角的等腰三角形個數之規律與性質。 

四、證明正多邊形有三個黑點任取兩黑點為底角的等腰三角形個數之公式。 
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參、 研究設備與器材 
紙、筆、電腦、GGB 軟體、EXCEL。 

 

肆、 研究過程與方法 
一、 研究方法 

(一) 找正多邊形有兩個黑點的等腰三角形個數之規律與性質  

1.正多邊形中兩個黑點之座標表示法 

在畫圖的過程中，我們自創了一些符號來表示正多邊形中，黑點的分布狀態，說明如下： 

 

這個正五邊形的黑點分布為(2,3)，其中的 2 是表示兩黑點

之間所包含的正五邊形邊數，3 是兩黑點之間另外一邊所包

含的正五邊形邊數。 

2.正多邊形中三角形之座標表示法 

同 1.在表示正多邊形中的頂點與邊之間的關係，其關係如下： 

 

∆ABC 用符號(AB ,BC ,AC )來表示，其中AB 為 A、B 之

間所包含的多邊形邊數，所以AB =1、BC =1、AC =3，則

其座標表示為 (1,1,3)。 

3.正多邊形有兩個黑點之等腰三角形個數研究 

(1)正三角形、正四邊形、正五邊形研究 

正 n 邊形 正三角形 正四邊形 正五邊形 

黑點分布 

種類圖 

 

 

 

  

 

  
 

黑點分布 (1,2) (1,3) (2,2) (1,4) (2,3) 

等腰三角形分布

類型 
(1,1,1) X (1,1,2) (1,2,2) (1,1,3) 

等腰三角形的數

量 
331 =× 個 0 個 441 =× 個 551 =× 個 551 =× 個 

總數 3 個 4 個 5+5=10 個 

由上表格可知正三角形黑點分布的種類只有 1 種，在這一個黑點分布裏也只有一種等腰三角

形分布類型，因此可推得這一等腰三角形分布類型會有 3 個等腰三角形，原因是在正三角形

中紅色頂點可以更換 3 次位置。在正四邊形中，黑點分布有 2 個種類，其中黑點(1,3)分布類

型裏是畫不出等腰三角形，而(2,2)的類型可以畫出(1,1,2)等腰三角形，因此等腰三角形個

數為 441 =× 個。同理，正五邊形的結果呈現在表格之中。 
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(2)正六邊形研究 

正 n 邊形 正六邊形 

黑點分布 

種類圖 

 

 

  
 

黑點分布 (1,5) (2,4) (3,3) 

等腰三角形分布類型 X 
(1,1,4) 

(2,2,2) 
X 

等腰三角形的數量 0 個 2×6=12 個 0 個 

總數 12 個 

正六邊形的結果如上，我們可以發現黑點分布類型中的(1,5)、(3,3)都是畫不出等腰三角形

的類型，而黑點分布類型中的(2,4)確有兩組等腰三角形分布類型，其中每組各會有 6 個等腰

三角形，因此總數為 12 個。 

 

(3)正七邊形研究 

正 n 邊形 正七邊形 

黑點分布 

種類圖 

 

 

 

  

黑點分布 (1,6) (2,5) (3,4) 

等腰三角形分布類型 (1,3,3) (1,1,5) (2,2,3) 

等腰三角形的數量 1×7=7 個 1×7=7 個 1×7=7 個 

總數 7+7+7=21 個 

由上表可知正七邊形的黑點分布有 3 個種類，且每一個種類都會各有一組等腰三角形分布類

型，所以等腰三角形總數為 21 個。 

 

(4)正八邊形研究 

正 n 邊形 正八邊形 

黑點分布 

種類圖 

   

 

  

黑點分布 (1,7) (2,6) (3,5) (4,4) 

等腰三角形分布類型 X 
(1,1,6) 

(2,3,3) 
X (2,2,4) 

等腰三角形的數量 0 個 2×8=16 個 0 個 1×8=8 個 

總數 16+8=24 個 

由上表可發現黑點分布類型(1,7)、(3,5)都是畫不出等腰三角形分布類型的組別，這跟之前
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正四邊形、正六邊形非常類似，因此我們目前可以推斷正十邊形應該也會有這種現象。而在

黑點分布類型(2,6)的情況下會有 2 組等腰三角形分布類型，(4,4)只有 1 組，因此共有 3 組

類型，總數為 24 個等腰三角形。 

 

(5)正九邊形研究 

正 n 邊形 正九邊形 

黑點分布 

種類圖 

   

 

    

黑點分布 (1,8) (2,7) (3,6) (4,5) 

等腰三角形分布類型 (1,4,4) (1,1,7) (3,3,3) (2,2,5) 

等腰三角形的數量 1×9=9 個 1×9=9 個 1×9=9 個 1×9=9 個 

總數 9+9+9+9=36 個 

在正九邊形中黑點分布共有 4 個種類，情況與正三角形、正五邊形、正七邊形類似，每個黑

點分布都會有一組等腰三角形分布類型，因此共有 4 組等腰三角形類型，總數 36 個。在此我

們也可以先推斷正十一邊形只要有幾個黑點分布，就會有幾組等腰三角形分布類型。 

 

(6)正十邊形研究 

正 n 邊形 正十邊形 

黑點分布 

種類圖 

   

 

  

 

  

黑點分布 (1,9) (2,8) (3,7) (4,6) (5,5) 

等腰三角形

分布類型 
X 

(1,1,8) 

(2,4,4) 
X 

(2,2,6) 

(3,3,4) 
X 

等腰三角形

的數量 
0 個 2×10=20 個 0 個 2×10=20 個 0 個 

總數 20+20=40 個 

之前於正八邊形的研究中，我們推斷了正十邊形一樣會有部份的黑點分布沒有等腰三角形分

布類型，在此表格得到驗證。不過一同比較這些偶數邊的正多邊形時，通常一組黑點分布都

會有 2 組等腰三角形分布類型，但在正四邊形與正八邊形中卻都會有一組黑點分布只有一組

等腰三角形，分別是正四邊形(2,2)、正八邊形(4,4)的黑點分布類型。所以接下來我們要把

這些觀察到的現象作好分類與解釋。 
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4.正多邊形有兩黑點和等腰三角形分布類型之性質 

由之前的圖表中，我們可以觀察到以下特徵： 

(1)黑點分布中，若邊數有 2 就有(1,1,n-2)這種類型的等腰三角形類型，邊數有 4 就有(2,2,

n-4)，邊數有 6 就有(3,3,n-6)，以此類推邊數有a (偶數)就有(
2

a
,

2

a
, an − )類型的等

腰三角形。圖形解說如下： 

 

(2)每一組正n邊形中的等腰三角形分布類型都會有n個等腰三角形。如下圖，在黑點分布為

(2,3)的五邊形中，會有一組等腰三角形分布類型為(1,1,3)，其中因為等腰三角形的紅色

頂點可以轉五次，所以(1,1,3)這組我們計為有 5 個等腰三角形。 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(3)若黑點分布之間的邊數是奇數，則在該邊畫不出頂點，因此不會有等腰三角形分布類型出

現。反之若黑點分布之間的邊數是偶數，則在該邊就可以畫出 1 個頂點，則圖示說明如下： 

正n邊形 說明 
 

  

左圖中的黑點表示法為 ( , )a n a− ，其中 

a為奇數，那麼在那個方向上就找不到等腰

三角形頂點。  

 

  

左圖中的黑點表示法為 ( , )a n a− ，其中 

a為偶數，那麼在那個方向上就恰可找到 1

個等腰三角形頂點。 

正n邊形 

黑點分布有 2 

正n邊形 

黑點分布有 4 

正n邊形 

黑點分布有 6 

正n邊形 

黑點分布有a 

(1,1,n-2) 

 

 

(2,2,n-4) 

 

(3,3,n-6) 

 

(
2

a
,

2

a
, an − ) 
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 (4)正n邊形，n為偶數時，其黑點分布若為(奇數,奇數)，則不會有等腰三角形類型出現； 

正n邊形，n為偶數時，其黑點分布若為(偶數,偶數)，就會有 2 組等腰三角形類型出現； 

正n邊形，n為奇數時，其黑點分布若為(奇數,偶數)，就恰有 1 組等腰三角形類型出現； 

正n邊形，n為奇數時，其黑點分布若為(偶數,奇數)，就恰有 1 組等腰三角形類型出現；

以上性質圖示如下： 

正n邊形，n為偶數 正n邊形，n為奇數 
 

 

( ba, )，a為奇數，b為奇數，因為只

有偶數邊才能組成一個等腰三角形，所

以此黑點分布不會有等腰三角形類型。 

 

 

( ba, )a為奇數，b為偶數，所以在邊

數為偶數那個方向可以形成一組等腰

三角形。 
 

 

( ba, )，a為偶數，b為偶數，所以兩

邊都可以各形成一組等腰三角形。 

( ba, )a為偶數，b為奇數，結果同上，

因為只是兩個方向互換。 

 

(二) 證明正多邊形有兩個黑點的等腰三角形個數之公式 

由之前歸納出的規律與性質之後，我們就利用這些性質去證明，證明如下： 

正n邊形，n為偶數 正n邊形，n為奇數 

設黑點分布為( ,x y ) 

則 nyx =+  

( 1,1 −n )→0 組 

( 2,2 −n )→2 組 

( 3,3 −n )→0 組 

⋮ 

(
2

n
,

2

n
)→1 組 

∴共有 ×
4

n
2-1 組等腰三角形類型 

⇒總數= 2 1
4

n
n

 × − × 
 

 

      
2

2

n
n= −

2

)2( −= nn
 

      
   

 

設黑點分布為( ,x y ) 

則 nyx =+  

( 1,1 −n )→1 組 

( 2,2 −n )→1 組 

( 3,3 −n )→1 組 

⋮ 

(
2

1
,

2

1 +− nn
)→1 組 

∴共有
2

1−n
組等腰三角形類型 

⇒總數=(
2

1−n
)× n  

      
( 1)

2

n n −=  
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由以上的公式推導，我們得出了一個簡潔的公式如下： 

正n邊形中等腰三角形個數 n
nn

,
2

)2( −= 為偶數。 

正n邊形中等腰三角形個數 n
nn

,
2

)1( −= 為奇數。 

到此我們算是完整解出當初引起我們研究興趣的題目。接下來我們就想說若黑點個數變為 3

個時，會不會一樣有一個漂亮簡潔的公式來計算出等腰三角形個數。 

 

(三) 找正多邊形有三個黑點的等腰三角形個數之規律與性質 

在這個部份我們是研究所有從 3 個黑點中任挑 2 個黑點當底角，在搭配一個紅點為頂角所形

成的等腰三角形類型組數，其中另一個黑點是不能被當作頂角。 

1.正多邊形中三個黑點之座標表示法 

在畫圖的過程中，我們延續了之前的表示法，只是現在黑點有 3 個，因此黑點分布的座標表

示變成了 ( , , )a b c ，說明如下： 

 

這個正六邊形的黑點分布為(1,2,3)，其中的 1表示為

A、B 兩黑點之間所包含的正六邊形邊數，2 是 B、C 兩

黑點之間所包含的正六邊形邊數，3 則是 C、A兩黑點

之間所包含的正六邊形邊數。 

 

2.正多邊形中三角形之座標表示法 

在正多邊形有三個黑點的研究當中，這裏的等腰三角形表示法相同於兩個黑點的研究，因為

都只是要用來表示三角形。 

 

3.正多邊形有三個黑點之等腰三角形個數研究 

(1)正四邊形、正五邊形、正六邊形  

正n邊形 正四邊形 正五邊形 正六邊形 

黑點分布種

類圖 
    

 

  
黑點分布 (1,1,2) (1,1,3) (1,2,2) (1,1,4) (1,2,3) (2,2,2) 

等腰三角形

分布類型 
(1,1,2) (1,2,2) (1,1,3) (2,2,2) 

(1,1,4) 

(2,2,2) 
(1,1,4) 

等腰三角形

的數量 
1×4=4 個 1×5=5 個 1×5=5 個 1×6=6 個 2×6=12 個 1×6=6 個 

總數 4 個 5+5=10 個 6+12+6=24 個 
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由上表可知在正四邊形中黑點分布只有 1 種，其相對應的等腰三角形分布類型也只有 1 組。

正五邊形中，黑點分布有 2 種，每種裡面又都各有一組等腰三角形分布類型。正六邊形裏有

3 種黑點分布，其中黑點分布(1,2,3)中會有兩組等腰三角形分布類型。在這邊我們想要去瞭 

解 2 組等腰三角形類型是怎麼出現，它與只有 1 組的差異在哪邊？ 

 

(2)正七邊形 

正n邊形 正七邊形 

黑點分布 

種類圖 

 

 

   

    
黑點分布 (1,1,5) (1,2,4) (1,3,3) (2,2,3) 

等腰三角形分布類型 (1,3,3) 

(1,1,5) 

(1,3,3) 

(2,2,3) 

(2,2,3) (1,1,5) 

等腰三角形的數量 1×7=7 個 3×7=21 個 1×7=7 個 1×7=7 個 

總數 7+21+7+7=42 個 

由上表可知在正七邊形中有 4 組黑點分布，其中最特別的是(1,2,4)這類型。因為他有 3 組等

腰三角形分布類型，這也表示在正六邊形裏的猜測不太準確，不是只有 1 組跟 2 組之間的差 

別。所以現在問題變成是要如何由黑點分布看出等腰三角形分布類型的組數？ 

 

(3)正八邊形 

正n邊形 正八邊形 

黑點分布種類圖 

 
 

 

 

 

  

黑點分布 (1,1,6) (1,2,5) (1,3,4) (2,2,4) (2,3,3) 

等腰三角形分布類

型 
(3,3,2) 

(1,1,6) 

(3,3,2) 
(2,2,4) 

(1,1,6) 

(2,2,4) 

(3,3,2) 

(1,1,6) 

等腰三角形的數量 1×8=8 個 2×8=16 個 1×8=8 個 3×8=24 個 1×8=8 個 

總數 8+16+8+24+8=64 個 

在我們整理出正八邊形的圖表時，我們突然想到之前在兩個黑點的結論，偶數邊才會有等腰

三角形類型出現。因此黑點分布(1,1,6)中的確會有等腰三角形(3,3,2)，因為邊數 6 可以把

邊拆解成 3、3。在黑點分布(1,2,5)中，因為有邊數 2，所以可以拆解成(1,1,6)，但(3,3,2)

又是怎麼來的呢？經由觀察，我們猜測是因為(1,2,5)中，1+5=6，所以將 6 做拆解就可以變

成(3,3,2)。將這個猜測往下測試黑點分布(1,3,4)，因為有 4 所以有(2,2,4)，而 1+3=4 做拆
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解會得到相同結果，因此只有一組。黑點分布(2,2,4)中，因為有 2 所以有(1,1,6)、有 4 所

以有(2,2,4)、有 2+4=6 所以有(3,3,2)。黑點分布(2,3,3)中，因為有 2 所以有(1,1,6)，但

有 3+3=6 時卻沒有(3,3,2)，這是令我們感到奇怪的地方。因此我們只好繼續往下做觀察。 

(4)正九邊形 

正n邊形 正九邊形 

黑點分布種類圖 

 

  

 

 
黑點分布 (1,1,7) (1,2,6) (1,3,5) (1,4,4) 

等腰三角形分布類型 (4,4,1) 

(1,1,7) 

(3,3,3) 

(4,4,1) 

(2,2,5)  

(3,3,3) 

(4,4,1) 

(2,2,5) 

等腰三角形的數量 1×9=9 個 3×9=27 個 3×9=27 個 1×9=9 個 

黑點分布 

種類圖 

 

 

 

 

 

黑點分布 (2,2,5) (2,3,4) (3,3,3) 
 

等腰三角形分布類型 (1,1,7) 

(1,1,7)  

(2,2,5) 

(3,3,3) 

X 
 

等腰三角形的數量 1×9=9 個 3×9=27 個 0 個 
 

總數 9+27+27+9+9+27=108 個 
 

在有了正八邊形中的部份發現，我們整理正九邊形的速度就比快。例如：黑點分布(1,2,6)

中，有 2 就有(1,1,7)、有 6 就有(3,3,3)、有 2+6=8 就有(4,4,1)。但黑點分布(1,1,7)中有

1+1=2 卻沒有(1,1,7)，同樣的情況也發生在黑點分布(1,4,4)、(2,2,5)中。最後黑點分布

(3,3,3)更是連一組等腰三角形類型都沒有，這應該是因為黑點分布所佔據的位置剛好把頂點

能用的位置都佔據了。因此接下來我們想要釐清的問題多了一個，若黑點分布原本就為等腰 

三角形，其等腰三角形類型應該有幾組？ 

 

(5)正十邊形 

正n邊形 正十邊形 

黑點分布種類圖 

 

 

  
 

黑點分布 (1,1,8) (1,2,7) (1,3,6) (1,4,5) 

等腰三角形分布類

型 
(4,4,2) 

(1,1,8) 

(4,4,2) 

(2,2,6) 

(3,3,4) 

(2, 2,6) 

(3,3,4) 

等腰三角形的數量 1×10=10 個 2×10=20 個 2×10=20 個 2×10=20 個 
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黑點分布種類圖 

 

 

 

 

黑點分布 (2,2,6) (2,3,5) (2,4,4) (3,3,4) 

等腰三角形分布類

型 

(1,1,8) 

(3,3,4) 

(4,4,2) 

(1,1,8) 

(4,4,2) 

(1,1,8) 

(2,2,6) 

(3,3,4) 

(2,2,6) 

等腰三角形的數量 3×10=30 個 2×10=20 個 3×10=30 個 1×10=10 個 

總數 10+20+20+20+30+20+30+10=160 個 

在正十邊形中，之前發現的性質依然可以使用。只有黑點分布是等腰三角形的(1,1,8)、

(2,2,6)、(2,4,4)、(3,3,4)中依然有例外，因為在黑點分布(1,1,8)中的 1+1=2 不會有(1,1,8)

出現。同樣的情況也發生在另外 3 個，我們將這種情況稱之為若黑點分布自己是等腰三角形，

那它的等腰三角形分布類型就會被吃掉。 

 

(6)正十一邊形 

正n邊形 正十一邊形 

黑點分布 

種類圖 

 

 

  
  

 

 
黑點分布 (1,1,9) (1,2,8) (1,3,7) (1,4,6) (1,5,5) 

等腰三角形

分布類型 
(5,5,1) 

(1,1,9) 

(4,4,3) 

(5,5,1) 

(2,2,7) 

(4,4,3) 

(5,5,1) 

(2,2,7) 

(3,3,5) 

(5,5,1) 

(3,3,5) 

等腰三角形

的數量 
1×11=11 個 3×11=33 個 3×11=33 個 3×11=33 個 1×11=11 個 

黑點分布 

種類圖 

 
 

 

  

 

  

黑點分布 (2,2,7) (2,3,6) (2,4,5) (3,3,5) (3,4,4) 

等腰三角形

分布類型 
(1,1,9) 

(1,1,9) 

(3,3,5) 

(4,4,3) 

(1,1,9) 

(2,2,7) 

(3,3,5) 

(4,4,3) (2,2,7) 

等腰三角形

的數量 
1×11=11 個 3×11=33 個 3×11=33 個 1×11=11 個 1×11=11 個 

總數 11+33+33+33+11+11+33+33+11+11=220 個 

在正十一邊形中，黑點分布為等腰三角形的情況依然會發生被自己吃掉的情形。所以黑點分

布為(1,1,9)、(1,5,5)、(2,2,7)、(3,3,5)、(3,4,4)的等腰三角形類型都會少一個跟自己一

樣的分布類型。但經由我們反複檢視之前的結果發現，在正四邊形黑點分布(1,1,2)、正八邊

形黑點分布(2,2,4)中，這兩個黑點分布為等腰三角形類型都不會吃掉跟自己相同分布的等腰
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三角形類型。所以我們就猜測正n邊形，若 n為 4 的倍數且前兩位數字和等於第三位的數值，

那麼其等腰三角形類型就不會被吃掉。 

 

(7)正十二邊形 

正n邊形 正十二邊形 

黑點分布 

種類圖 

 

  

 

 

黑點分布 (1,1,10) (1,2,9) (1,3,8) (1,4,7) 

等腰三角形分

布類型 
(2,5,5) 

(1,1,10) 

(2,5,5) 

(2,2,8) 

(4,4,4) 

(2,2,8) 

(4,4,4) 

等腰三角形的

數量 
1×12=12 個 2×12=24 個 2×12=24 個 2×12=24 個 

黑點分布 

種類圖 

 

 

 

   
黑點分布 (1,5,6) (2,2,8) (2,3,7) (2,4,6) 

等腰三角形分

布類型 
(3,3,6) 

(1,1,10) 

(2,5,5) 

(4,4,4) 

(1,1,10) 

(2,5,5) 

(1,1,10) 

(2,2,8) 

(2,5,5) 

(3,3,6) 

等腰三角形的

數量 
1×12=12 個 3×12=36 個 2×12=24 個 4×12=48 個 

黑點分布 

種類圖 

 

 

 

  
 

黑點分布 (2,5,5) (3,3,6) (3,4,5) (4,4,4) 

等腰三角形分

布類型 
(1,1,10) (3,3,6) 

(2,2,8) 

(4,4,4) 
(2,2,8) 

等腰三角形的

數量 
1×12=12 個 1×12=12 個 2×12=24 個 1×12=12 個 

總數 12+24+24+24+12+36+24+48+12+12+24+12=264 個 

在正十二邊形中，因為剛好邊數是 4 的倍數，所以我們就先觀察黑點分布為(3,3,6)是否符合

我們的猜測，其中前兩位數的和剛好等於第三位 3+3=6，透過畫圖的方式我們真的可以找到

一組等腰三角形類型為(3,3,6)。其他黑點分布為等腰三角形的類型依然是處於被吃掉的狀 

態。 
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4.正多邊形有三個黑點和等腰三角形分布類型之性質 

總結以上圖表中所觀察到的現象，我們整理並說明如下： 

(1)黑點分布中有 2 就有(1,1,n-2)，有 4 就有(2,2,n-4)，有 6 就有(3,3,n-6)，以此類推，

有a就有(
2

a
,

2

a
, an − )，其中a為偶數，這跟之前兩個黑點的情況一致就不再圖示說明。 

(2)每一組正n邊形中的等腰三角形分布類型都會有n個等腰三角形。這個性質同之前的兩黑

點就不再圖示說明。 

(3)在正n邊形黑點分布 ( ), ,a b c 中，若任兩位數的和a b+ 為偶數，則可拆解為 , ,
2 2

a b a b
c

+ + 
 
 

，

n a b c= + + 。圖示說明如下(以n=11、n=12 舉例說明)： 

 正n邊形，n為偶數 正n邊形，n為奇數 

a為偶數 

、 

b為偶數 

 

  

 

  

a為奇數 

、 

b為奇數 

 

  

 

  

同理，若 a c+ 、b c+ 為偶數，那麼就可分別拆解為 , ,
2 2

a c a c
b

+ + 
 
 

、 , ,
2 2

b c b c
a

+ + 
 
 

。 

 

(4)在正n邊形黑點分布也為等腰三角形中，除了其中兩位數字和等於第三位數值的情況，其

他是不存在跟黑點分布一樣的等腰三角形類型。圖示如下(以n=13、14、16 舉例說明)： 

黑點分佈 ( ), ,a a b  圖示 說明 

a a b n+ + =  

n為奇數 

 

 

圖形中只能由 AC 之間找到等腰三角形

(5,5,3)，而 (3,3,7)類型的等腰三角形頂 

點被 B 點給佔據。 

a a b n+ + =  

n為偶數 

且n不為 4 倍數 

 

  

圖形中只能由 AC 之間找到等腰三角形

(4, 4,6)，而 (3,3,8) 類型的等腰三角形 

頂點被 B 點給佔據。 
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a a b n+ + =  

n為偶數 

且a+a=b  

n⇒ 為 4 倍數 

 

  

圖形中除了可以在 AC之間找 (6,6, 4)之

外，還可以在 B 點對面找到與黑點分布 

相同的 (4, 4,8) 。 

(5)在正n邊形黑點分布為 ( , , )a a a 且a為奇數的類型中，是完全沒有等腰三角形類型。 

若a為偶數的類型中， ( , , )a a a 類型的等腰三角形一樣會被吃掉，只剩 ( , , )
2 2

a a
n a− 。 

圖示說明如下： 

圖示 說明 
 

  

黑點分布 ( , , )a a a ，且a為奇數 

a a⇒ + 為偶數，原本應該有 , ,
2 2

a a a a
a

+ + 
 
 

的等腰三角形類型，但

紅色頂點的位置被最後一個黑點給佔據了。 

 

  

黑點分布 ( , , )a a a ，且a為偶數 

同上依然沒有 ( , , )a a a 的等腰三角形類型，但因為邊數為偶數，所以

會有 ( , , )
2 2

a a
n a− 這類型的等腰三角形。 

 

 (四)證明正多邊形有三個黑點的等腰三角形個數之公式 

在有了正多邊形三個黑點的相關性質之後，我們就利用 EXCEL 整理這些資料，也由於有我們

製定的座標表示法，所以很容易的把n推進到 25。在之前的性質觀察中我們發現需要把正多

邊形邊數的型態分為三類，依序為奇數、偶數(不為 4 的倍數)、偶數(4 的倍數)來討論。 

 

1.正多邊形邊數為奇數的公式推導 

藉由之前歸納出的性質，可以較容易把正多邊形邊數為奇數的表格整理如下： 
邊

數 
5  7  9  11  13  15  17  19  21  23  25   

 (1,1,3) 1 (1,1,5) 1 (1,1,7) 1 (1,1,9) 1 (1,1,11) 1 (1,1,13) 1 (1,1,15) 1 (1,1,17) 1 (1,1,19) 1 (1,1,21) 1 (1,1,23) 1 

 (1,2,2) 1 (1,2,4) 3 (1,2,6) 3 (1,2,8) 3 (1,2,10) 3 (1,2,12) 3 (1,2,14) 3 (1,2,16) 3 (1,2,18) 3 (1,2,20) 3 (1,2,22) 3 

 以  

上  

為  

黑  

點  

分  

布  

類  

形  

2 (1,3,3) 1 (1,3,5) 3 (1,3,7) 3 (1,3,9) 3 (1,3,11) 3 (1,3,13) 3 (1,3,15) 3 (1,3,17) 3 (1,3,19) 3 (1,3,21) 3 

 
以 

上 

為 

等 

腰 

三 

角 

形 

類 

形 

組 

數 

(2,2,3) 1 (1,4,4) 1 (1,4,6) 3 (1,4,8) 3 (1,4,10) 3 (1,4,12) 3 (1,4,14) 3 (1,4,16) 3 (1,4,18) 3 (1,4,20) 3 

   6 (2,2,5) 1 (1,5,5) 1 (1,5,7) 3 (1,5,9) 3 (1,5,11) 3 (1,5,13) 3 (1,5,15) 3 (1,5,17) 3 (1,5,19) 3 

    (2,3,4) 3 (2,2,7) 1 (1,6,6) 1 (1,6,8) 3 (1,6,10) 3 (1,6,12) 3 (1,6,14) 3 (1,6,16) 3 (1,6,18) 3 

    (3,3,3) 0 (2,3,6) 3 (2,2,9) 1 (1,7,7) 1 (1,7,9) 3 (1,7,11) 3 (1,7,13) 3 (1,7,15) 3 (1,7,17) 3 

    
 

12 (2,4,5) 3 (2,3,8) 3 (2,2,11) 1 (1,8,8) 1 (1,8,10) 3 (1,8,12) 3 (1,8,14) 3 (1,8,16) 3 

    
 

 (3,3,5) 1 (2,4,7) 3 (2,3,10) 3 (2,2,13) 1 (1,9,9) 1 (1,9,11) 3 (1,9,13) 3 (1,9,15) 3 

    
 

 (3,4,4) 1 (2,5,6) 3 (2,4,9) 3 (2,3,12) 3 (2,2,15) 1 (1,10,10) 1 (1,10,12) 3 (1,10,14) 3 

    
 

   20 (3,3,7) 1 (2,5,8) 3 (2,4,11) 3 (2,3,14) 3 (2,2,17) 1 (1,11,11) 1 (1,11,13) 3 

      
 

    (3,4,6) 3 (2,6,7) 3 (2,5,10) 3 (2,4,13) 3 (2,3,16) 3 (2,2,19) 1 (1,12,12) 1 

      
 

    (3,5,5) 1 (3,3,9) 1 (2,6,9) 3 (2,5,12) 3 (2,4,15) 3 (2,3,18) 3 (2,2,21) 1 

      
 

    (4,4,5) 1 (3,4,8) 3 (2,7,8) 3 (2,6,11) 3 (2,5,14) 3 (2,4,17) 3 (2,3,20) 3 

      
 

      30 (3,5,7) 3 (3,3,11) 1 (2,7,10) 3 (2,6,13) 3 (2,5,16) 3 (2,4,19) 3 
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從表格(一)的顏色分布我們可以觀察到在黑點分布開頭數字相同的個數成等差數列，且其中

的等腰三角形類型個數也有一些規律。為了方便計算跟證明公式，我們又把表格(一)轉換成

黑點分布個數與其相對應等腰三角形類型分布組數。如下表： 

邊數 3 

等 

腰 

組 

數 
5 

等 

腰 

組 

數 
7 

等 

腰 

組 

數 
9 

等 

腰 

組 

數 
11 

等 

腰 

組 

數 
13 

等 

腰 

組 

數 
15 

等 

腰 

組 

數 
17 

等 

腰 

組 

數 
19 

等 

腰 

組 

數 
21 

等 

腰 

組 

數 
23 

等 

腰 

組 

數 
25 

等 

腰 

組 

數 

固定開頭下 

的組數規律 
 

 

開頭 1 0 0 2 2 3 5 4 8 5 11 6 14 7 17 8 20 9 23 10 26 11 29 12 32 1,3,3,…,1 
 

  

開頭 2     1 1 2 4 3 7 4 10 5 13 6 16 7 19 8 22 9 25 10 28 1,3,…,3 
 

開頭 3       1 0 2 2 3 5 4 8 5 11 6 14 7 17 8 20 9 23 1,3,3,…,1 
 

開頭 4           1 1 2 4 3 7 4 10 5 13 6 16 7 19 1,3,…,3 
 

開頭 5             1 0 2 2 3 5 4 8 5 11 6 14 1,3,3,…,1 
 

開頭 6                 1 1 2 4 3 7 4 10 1,3,…,3 
 

開頭 7                   1 0 2 2 3 5 1,3,3,…,1 
 

開頭 8                       1 1 1,3,…,3 
 

表格(二)正多邊形邊數為奇數之黑點分布個數與其相對應等腰三角形類型組數表 

       
 

       (3,6,6) 1 (3,4,10) 3 (2,8,9) 3 (2,7,12) 3 (2,6,15) 3 (2,5,18) 3 

       
 

       (4,4,7) 1 (3,5,9) 3 (3,3,13) 1 (2,8,11) 3 (2,7,14) 3 (2,6,17) 3 

       
 

       (4,5,6) 3 (3,6,8) 3 (3,4,12) 3 (2,9,10) 3 (2,8,13) 3 (2,7,16) 3 

       
 

       (5,5,5) 0 (3,7,7) 1 (3,5,11) 3 (3,3,15) 1 (2,9,12) 3 (2,8,15) 3 

       
 

         42 (4,4,9) 1 (3,6,10) 3 (3,4,14) 3 (2,10,11) 3 (2,9,14) 3 

       
 

          (4,5,8) 3 (3,7,9) 3 (3,5,13) 3 (3,3,17) 1 (2,10,13) 3 

       
 

          (4,6,7) 3 (3,8,8) 1 (3,6,12) 3 (3,4,16) 3 (2,11,12) 3 

       
 

          (5,5,7) 1 (4,4,11) 1 (3,7,11) 3 (3,5,15) 3 (3,3,19) 1 

       
 

          (5,6,6) 1 (4,5,10) 3 (3,8,10) 3 (3,6,14) 3 (3,4,18) 3 

       
 

            56 (4,6,9) 3 (3,9,9) 1 (3,7,13) 3 (3,5,17) 3 

       
 

             (4,7,8) 3 (4,4,13) 1 (3,8,12) 3 (3,6,16) 3 

       
 

             (5,5,9) 1 (4,5,12) 3 (3,9,11) 3 (3,7,15) 3 

       
 

             (5,6,8) 3 (4,6,11) 3 (3,10,10) 1 (3,8,14) 3 

       
 

             (5,7,7) 1 (4,7,10) 3 (4,4,15) 1 (3,9,13) 3 

       
 

             (6,6,7) 1 (4,8,9) 3 (4,5,14) 3 (3,10,12) 3 

       
 

               72 (5,5,11) 1 (4,6,13) 3 (3,11,11) 1 

       
 

                (5,6,10) 3 (4,7,12) 3 (4,4,17) 1 

       
 

                (5,7,9) 3 (4,8,11) 3 (4,5,16) 3 

       
 

                (5,8,8) 1 (4,9,10) 3 (4,6,15) 3 

       
 

                (6,6,9) 1 (5,5,13) 1 (4,7,14) 3 

       
 

                (6,7,8) 3 (5,6,12) 3 (4,8,13) 3 

       
 

                (7,7,7) 0 (5,7,11) 3 (4,9,12) 3 

       
 

                  90 (5,8,10) 3 (4,10,11) 3 

       
 

                   (5,9,9) 1 (5,5,15) 1 

       
 

                   (6,6,11) 1 (5,6,14) 3 

       
 

                   (6,7,10) 3 (5,7,13) 3 

       
 

                   (6,8,9) 3 (5,8,12) 3 

       
 

                   (7,7,9) 1 (5,9,11) 3 

       
 

                   (7,8,8) 1 (5,10,10) 1 

       
 

                     110 (6,6,13) 1 

       
 

                      (6,7,12) 3 

       
 

                      (6,8,11) 3 

       
 

                      (6,9,10) 3 

       
 

                      (7,7,11) 1 

       
 

                      (7,8,10) 3 

       
 

                      (7,9,9) 1 

       
 

                      (8,8,9) 1 

       
 

                        132 

表格(一)正多邊形邊數為奇數之黑點分布與等腰三角形類型組數分配表 
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由表格(二)中我們發現邊數 3、9、15、21 的黑點分布個數有相同性(由下往上看)，邊數 5、

11、17、23 也有相同的特徵，邊數 7、13、19、25 同上。舉邊數 25 為例子解說，可以發現

等腰三角形類型組數有呈現兩組等差的現象，其中 32、23、14、5 公差為 9− ，28、19、10、

1 公差也為 9− 。所以在推導的過程中是把邊數分為 3 大類，而在某個邊數之下又對黑點分布

類型分別(奇數項、偶數項)去計算等腰三角形類型的組數個數。證明過程如下： 

證明過程 

邊 

數 

n  
為 

奇 

數 

12 += mn

pm 3=

Nm∈  

奇 

數 

項 

和 

在邊數=n時，黑點分布類型數= pp
pn

2
3

1
2

3

16

3
=




 +=




 +=





 

⇒奇數項有 p 個，偶數項有 p 個 

奇數項等腰三角形類型個數的首項 51 −+= mna 、公差 9= −   

                                 49 −= p  

奇數項等腰三角形類型個數的末項 )9)(1()5( −−+−+= kmnak  

                               599 ++−= pkak  

其中 k 為黑點分布類型數中奇數項的個數，所以 pk =  

5599 =++−= ppap  

⇒奇數項等腰三角形類型個數總和
2

)549( pp ×+−
 

偶 

數 

項 

和 

偶數項等腰三角形類型個數的首項 91 −+= mnb 89 −= p 、公差 9= −  

偶數項等腰三角形類型個數的末項 )9)(1()89( −−+−= kbk pp 39 −=  

其中 k 為黑點分布類型數中偶數項的個數，所以 pk =  

1199 =+−=⇒ kpbp  

⇒偶數項等腰三角形類型個數總和=
2

)189( pp ×+−
 

總

和 

等腰三角形組數個數總和=

4

34

2

)189(

2

)549(
2 +−

=×+−+×+− nnpppp
……(結果 1) 

12 += mn

13 += pm

Nm∈  

奇 

數

項 

和 

在邊數=n時,黑點分布類型數= 12
3

2
12

3

56

3
+=




 ++=




 +=





pp

pn
 

⇒奇數項有 1+p 組，偶數項有 k 組 

奇數項等腰三角形類型個數的首項 51 −+= mna 19 −= p 、 9d = −  
奇數項等腰三角形類型個數的末項 899 ++−= pkak  

其中 k 為黑點分布類型數中奇數項的個數，所以 1+= pk  

11991 −=−−=⇒ + ppap  (不合，故末項為前一項) 

8899 =+−=⇒ ppap  
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⇒奇數項等腰三角形類型個數總和=
2

)819( pp +−
 

偶 

數 

項 

和 

偶數項等腰三角形類型個數的首項 91 −+= mnb 59 −= p 、 9d = −  
偶數項等腰三角形類型個數的末項 499 +−= kpbk  
其中 k 為黑點分布類型數中偶數項的個數，所以 pk =  

4499 =+−=⇒ ppbp  

⇒偶數項等腰三角形類型個數總和=
2

)459( pp +−
 

總

和 

等腰三角形組數個數總和=

4

34

2

)459(

2

)819(
2 +−

=+−++− nnpppp
……(結果 2) 

12 += mn

23 += pm

Nm∈  

 

奇 

數

項 

和 

在邊數=n時，黑點分布類型數 12
3

2
12

3

56

3
+=




 ++=




 +=




= pp
pn

 

⇒奇數項有 1+p 組，偶數項有 p 組  

奇數項等腰三角形類型個數的首項 51 −+= mna 29 += p 、 9d = −  
奇數項等腰三角形類型個數的末項 199 +−= kpak  

其中 k 為黑點分布類型數中奇數項的個數，所以 1+= pk  

22991 =+−=⇒ + ppap  

⇒奇數項等腰三角形類型個數總和
2

)1)(229( +++= pp
 

偶 

數

項 

和 

偶數項等腰三角形類型個數的首項 91 −+= mnb 29 −= p 、 9d = −  
偶數項等腰三角形類型個數的末項 799 +−= kpbp  

其中 k 為黑點分布類型數中偶數項的個數，所以 pk =  

7799 =+−=⇒ ppbp  

⇒偶數項等腰三角形類型個數總和
2

)729( pp +−=  

總

和 

等腰三角形組數個數總和

4

34

2

)729(

2

)1)(229(
2 +−

=+−++++=
nnpppp

……(結果 3) 

邊數為奇數的等腰三角形個數 

4

)3)(1(

4

34
2 −−=×

+− nnn
n

nn
 

由上面證明中(結果 1)、(結果 2)、(結果 3)的相等可以知道在正多邊形中，邊數為奇數的圖

形之中都會有
4

34
2 +− nn

個等腰三角形類型個數，因此共會有
4

)3)(1( −− nnn
個等腰三角形。

舉例說明，當邊數為 15 時，會有 42 組共 630 個等腰三角形。 

 

2.正多邊形邊數為偶數(不為 4 倍數)的公式推導 

同上，我們也把邊數為偶數但不為 4 倍數的資料整理如下： 
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邊數 6  10  14  18  22  26  30  34  

  (1,1,4) 1 (1,1,8) 1 (1,1,12) 1 (1,1,16) 1 (1,1,20) 1 (1,1,24) 1 (1,1,28) 1 (1,1,32) 1 

  (1,2,3) 2 (1,2,7) 2 (1,2,11) 2 (1,2,15) 2 (1,2,19) 2 (1,2,23) 2 (1,2,27) 2 (1,2,31) 2 

  (2,2,2) 1 (1,3,6) 2 (1,3,10) 2 (1,3,14) 2 (1,3,18) 2 (1,3,22) 2 (1,3,26) 2 (1,3,30) 2 

     (1,4,5) 2 (1,4,9) 2 (1,4,13) 2 (1,4,17) 2 (1,4,21) 2 (1,4,25) 2 (1,4,29) 2 

    4 (2,2,6) 3 (1,5,8) 2 (1,5,12) 2 (1,5,16) 2 (1,5,20) 2 (1,5,24) 2 (1,5,28) 2 

     (2,3,5) 2 (1,6,7) 2 (1,6,11) 2 (1,6,15) 2 (1,6,19) 2 (1,6,23) 2 (1,6,27) 2 

     (2,4,4) 3 (2,2,10) 3 (1,7,10) 2 (1,7,14) 2 (1,7,18) 2 (1,7,22) 2 (1,7,26) 2 

     (3,3,4) 1 (2,3,9) 2 (1,8,9) 2 (1,8,13) 2 (1,8,17) 2 (1,8,21) 2 (1,8,25) 2 

        (2,4,8) 6 (2,2,14) 3 (1,9,12) 2 (1,9,16) 2 (1,9,20) 2 (1,9,24) 2 

       16 (2,5,7) 2 (2,3,13) 2 (1,10,11) 2 (1,10,15) 2 (1,10,19) 2 (1,10,23) 2 

        (2,6,6) 3 (2,4,12) 6 (2,2,18) 3 (1,11,14) 2 (1,11,18) 2 (1,11,22) 2 

        (3,3,8) 1 (2,5,11) 2 (2,3,17) 2 (1,12,13) 2 (1,12,17) 2 (1,12,21) 2 

        (3,4,7) 2 (2,6,10) 6 (2,4,16) 6 (2,2,22) 3 (1,13,16) 2 (1,13,20) 2 

        (3,5,6) 2 (2,7,9) 2 (2,5,15) 2 (2,3,21) 2 (1,14,15) 2 (1,14,19) 2 

        (4,4,6) 3 (2,8,8) 3 (2,6,14) 6 (2,4,20) 6 (2,2,26) 3 (1,15,18) 2 

        (4,5,5) 1 (3,3,12) 1 (2,7,13) 2 (2,5,19) 2 (2,3,25) 2 (1,16,17) 2 

           (3,4,11) 2 (2,8,12) 6 (2,6,18) 6 (2,4,24) 6 (2,2,30) 3 

          36 (3,5,10) 2 (2,9,11) 2 (2,7,17) 2 (2,5,23) 2 (2,3,29) 2 

           (3,6,9) 2 (2,10,10) 3 (2,8,16) 6 (2,6,22) 6 (2,4,28) 6 

           (3,7,8) 2 (3,3,16) 1 (2,9,15) 2 (2,7,21) 2 (2,5,27) 2 

           (4,4,10) 3 (3,4,15) 2 (2,10,14) 6 (2,8,20) 6 (2,6,26) 6 

           (4,5,9) 2 (3,5,14) 2 (2,11,13) 2 (2,9,19) 2 (2,7,25) 2 

           (4,6,8) 6 (3,6,13) 2 (2,12,12) 3 (2,10,18) 6 (2,8,24) 6 

           (4.7.7) 1 (3,7,12) 2 (3,3,20) 1 (2,11,17) 2 (2,9,23) 2 

           (5,5.8) 1 (3,8,11) 2 (3,4,19) 2 (2,12,16) 6 (2,10,22) 6 

           (5.6.7) 2 (3,9,10) 2 (3,5,18) 2 (2,13,15) 2 (2,11,21) 2 

           (6,6,6) 1 (4,4,14) 3 (3,6,17) 2 (2,14,14) 3 (2,12,20) 6 

              (4,5,13) 2 (3,7,16) 2 (3,3,24) 1 (2,13,19) 2 

             64 (4,6,12) 6 (3,8,15) 2 (3,4,23) 2 (2,14,18) 6 

              (4,7,11) 2 (3,9,14) 2 (3,5,22) 2 (2,15,17 2 

              (4,8,10) 6 (3,10,13) 2 (3,6,21) 2 (2,16,16) 3 

              (4,9,9) 1 (3,11,12) 2 (3,7,20) 2 (3,3,28) 1 

              (5,5,12) 1 (4,4,18) 3 (3,8,19) 2 (3,4,27) 2 

              (5,6,11) 2 (4,5,17) 2 (3,9,18) 2 (3,5,26) 2 

              (5,7,10) 2 (4,6,16) 6 (3,10,17) 2 (3,6,25) 2 

              (5,8,9) 2 (4,7,15) 2 (3,11,16) 2 (3,7,24) 2 

              (6,6,10) 3 (4,8,14) 6 (3,12,15) 2 (3,8,23) 2 

              (6,7,9) 2 (4,9,13) 2 (3,13,14) 2 (3,9,22) 2 

              (6,8,8) 3 (4,10,12) 6 (4,4,22) 3 (3,10,21) 2 

              (7,7,8) 1 (4,11,11) 1 (4,5,21) 2 (3,11,20) 2 

                 (5,5,16) 1 (4,6,20) 6 (3,12,19) 2 

                100 (5,6,15) 2 (4,7,19) 2 (3,13,18) 2 

                 (5,7,14) 2 (4,8,18) 6 (3,14,17) 2 

                 (5,8,13) 2 (4,9,17) 2 (3,15,16) 2 

                 (5,9,12) 2 (4,10,16) 6 (4,4,26) 3 

                 (5,10,11) 2 (4,11,15) 2 (4,5,25) 2 

                 (6,6,14) 3 (4,12,14) 6 (4,6,24) 6 

                 (6,7,13) 2 (4,13,13) 1 (4,7,23) 2 

                 (6,8,12) 6 (5,5,20) 1 (4,8,22) 6 

                 (6,9,11) 2 (5,6,19) 2 (4,9,21) 2 

                 (6,10,10) 3 (5,7,18) 2 (4,10,20) 6 

                 (7,7,12) 1 (5,8,17) 2 (4,11,19) 2 

                 (7,8,11) 2 (5,9,16) 2 (4,12,18) 6 

                 (7,9,10) 2 (5,10,15) 2 (4,13,17) 2 

                 (8,8,10) 3 (5,11,14) 2 (4,14,16) 6 

                 (8,9,9) 1 (5,12,13) 2 (4,15,15) 1 

                    (6,6,18) 3 (5,5,24) 1 

                   144 (6,7,17) 2 (5,6,23) 2 

                    (6,8,16) 6 (5,7,22) 2 

                    (6,9,15) 2 (5,8,21) 2 

                    (6,10,14) 6 (5,9,20) 2 

                    (6,11,13) 2 (5,10,19) 2 

                    (6,12,12) 3 (5,11,18) 2 

                    (7,7,16) 1 (5,12,17) 2 

                    (7,8,15) 2 (5,13,16) 2 
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                    (7,9,14) 2 (5,14,15) 2 

                    (7,10,13) 2 (6,6,22) 3 

                    (7,11,12) 2 (6,7,21) 2 

                    (8,8,14) 3 (6,8,20) 6 

                    (8,9,13) 2 (6,9,19) 2 

                    (8,10,12) 6 (6,10,18) 6 

                    (8,11,11) 1 (6,11,17) 2 

                    (9,9,12) 1 (6,12,16) 6 

                    (9,10,11) 2 (6,13,15) 2 

                    (10,10,10) 1 (6,14,14) 3 

                       (7,7,20) 1 

                      196 (7,8,19) 2 

                       (7,9,18) 2 

                       (7,10,17) 2 

                       (7,11,16) 2 

                       (7,12,15) 2 

                       (7,13,14) 2 

                       (8,8,18) 3 

                       (8,9,17) 2 

                       (8,10,16) 6 

                       (8,11,15) 2 

                       (8,12,14) 6 

                       (8,13,13) 1 

                       (9,9,16) 1 

                       (9,10,15) 2 

                       (9,11,14) 2 

                       (9,12,13) 2 

                       (10,10,14) 3 

                       (10,11,13) 2 

                       (10,12,12) 3 

                       (11,11,12) 1 

                          

                         256 

表格(三)正多邊形邊數為偶數(不為 4 倍數)之黑點分布與等腰三角形類型組數分配表 

有了表格(三)之後，我們一樣可以從相同顏色的區塊去觀察出他們之間的相同規律，比

如(1, ,)類型的等腰三角形類型組數都是 1 開頭之後都是 2。(2, ,)類型的等腰三角形

類型組數開頭、結尾都 3，中間都是 2、6。以此類推，再把每個顏色的等腰三角形個數

加總整理如下： 

 
6 

 

等 

腰 

組 

數 

10 

 

等 

腰 

組 

數 

14 

 

等 

腰 

組 

數 

18 

 

等 

腰 

組 

數 

22 

 

等 

腰 

組 

數 

26 

 

等 

腰 

組 

數 

30 

 

等 

腰 

組 

數 

34 

 

等 

腰 

組 

數 

固定開頭下

的組數規律 
 邊數 

開頭 1 2 3 4 7 6 11 8 15 10 19 12 23 14 27 16 31 1,2,2,…,2 

開頭 2 1 1 3 8 5 16 7 24 9 32 11 40 13 48 15 56 3,2,6,…,3 

開頭 3   1 1 3 5 5 9 7 13 9 17 11 21 13 25 1,2,2,…,2 

開頭 4     2 4 4 12 6 20 8 28 10 36 12 44 3,2,6,…,1 

開頭 5       2 3 4 7 6 11 8 15 10 19 1,2,2,…,2 

開頭 6       1 1 3 8 5 16 7 24 9 32 3,2,6,…,3 

開頭 7         1 1 3 5 5 9 7 13 1,2,2,…,2 

開頭 8           2 4 4 12 6 20 3,2,6,…,1 

開頭 9             2 3 4 7 1,2,2,…,2 

開頭 10             1 1 3 8 3,2,6,…,3 

開頭 11               1 1 1,2,2,…,2 

表格(四)正多邊形邊數為偶數(不為 4 倍數)之黑點分布個數與其相對應等腰三角形類型組數表 

由表格(四)一樣可以看出我們需要再把這些邊數分為 3 類，例如邊數 10、22、34，他們的等
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腰三角形類型個數由下往上看都會是 1、8、7、20、13、…，所以我們把這些邊數當做同一

類型。在邊數 34 之中一樣可以分為兩個等差數列，分別為 31、25、19、13、7、1 與 56、44、

32、20、8。其他以此類推，證明如下： 

證明過程 
邊 

數 

n  
為 

偶 

數 

 

24 += mn

pm 3=
Nm∈  

奇 

數

項 

和 

在邊數 n= 時， 黑點分布類型數 p
n

4
3

=





組 

⇒奇數項有 p2 組，偶數項有 p2 組 

奇數項等腰三角形類型個數的首項 11231 −=−= pna 、 6−=d  

奇數項等腰三角形類型個數的末項 ( ) ( ) ( )613 −×−+−= knak  

                                 5612 +−= kp  

其中 k 為黑點分布類型中奇數項的個數，所以 pk 2=  

5512122 =+−=⇒ ppa p  

⇒奇數項等腰三角形類型個數總和
2

)2)(5112( pp +−
 

偶 

數

項 

和 

偶數項等腰三角形類型個數的首項 8241221 −=−= pnb 、 12−=d  

偶數項等腰三角形類型個數的末項 ( ) ( ) ( )121122 −×−+−= knbk  

                                 41224 +−= kp  
其中 k 為黑點分布類型中偶數項的個數，所以 pk 2=  

4424242 =+−=⇒ ppa p  

⇒偶數項等腰三角形類型個數總和
( )( )

2

24824 pp +−=  

總

和 

等腰三角形組數個數總和 

= ++−
2

)2)(5112( pp ( )( )
4

44

2

24824
2 +−=+− nnpp

……(結果 1) 

24 += mn

13 += pm

Nm∈  

奇 

數

項 

和 

在邊數 n= 時，黑點分布類型數 24
3

+=





p

n
組 

⇒奇數項有 12 +p 組，偶數項有 12 +p 組  

奇數項等腰三角形類型個數的首項 31 −= na 、 6−=d  

奇數項等腰三角形類型個數的末項 )6)(1()3( −−+−= knak  

9612 +−= kp  

其中 k 為黑點分布類型中奇數項的個數，所以 12 += pk
 

396121212 =+−−=+ ppa p  

⇒奇數項等腰三角形類型個數總和
2

)12)(3312( +++= pp
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偶 

數

項 

和 

偶數項等腰三角形類型個數的首項 pnb 241221 =+= 、 12−=d  

偶數項等腰三角形類型個數的末項 )12)(1()122( −−+−= knbk  

                                 121224 +−= kp  
其中 k 為黑點分布類型中偶數項的個數，所以 12 += pk  

01212242412 =+−−=⇒ + ppb p  

⇒偶數項等腰三角形類型個數總和 1
2

)12)(024( +++ pp
 

(組數 1+ 是因為最後一項不符和等差數列的性質) 

總 

和 

等腰三角形組數個數總和= 

4

44
1

2

)12)(024(

2

)12)(3312(
2 +−=+++++++ nnpppp

……(結果 2) 

24 += mn

23 += pm

Nm∈  

 

奇 

數

項 

和 

在邊數 n= ，黑點分布類型數 34
3

+=





p

n
組 

⇒奇數項有 22 +p 組，偶數項有 12 +p 組 

奇數項等腰三角形類型個數的首項 31 −= na 、 6−=d  

奇數項等腰三角形類型個數的末項 )6)(1()3( −−+−= knak  

                                 13612 +−= kp  

其中 k 為黑點分布類型中偶數項的個數，所以 22 += pk  
11312121222 =+−−=⇒ + ppa p  

奇數項等腰三角形類型個數總和
2

)22)(1712( +++ pp
 

偶 

數

項 

和 

偶數項等腰三角形類型個數的首項 8241221 +=−= pnb 、 12−=d  

奇數項等腰三角形類型個數的末項 )12)(1()122( −−+−= knbk  
                                 201224 +−= kp  

其中 k 為黑點分布類型中偶數項的個數，所以 12 += pk  

⇒偶數項等腰三角形類型個數總和
2

)12)(8824( +++ pp
 

總

和 

等腰三角形組數個數總和=

4

44

2

)12)(8824(

2

)22)(1712(
2 +−=+++++++ nnpppp

……(結果 3) 

邊數為偶數(不為 4 倍數)的等腰三角形個數 

4

)2(

4

44
22 −=+−× nnnn

n  

由上面證明中(結果 1)、(結果 2)、(結果 3)的相等可以知道在正多邊形中，邊數為偶數(不

為 4 倍數)的圖形之中都會有
4

44
2 +− nn

個等腰三角形類型個數，因此共會有
4

)2(
2−nn
個等腰

三角形。舉例說明，當邊數為 14 時，會有 36 組共 504 個等腰三角形。 
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3.正多邊形邊數為 4 倍數的公式推導 

觀察數據如下，其中我們原本已做到 48，但因為數據太長所以我們只放上 4~40 的資料。 
邊數 4  8  12  16  20  24  28  32  36  40  

  (1,1,2) 1 (1,1,6) 1 (1,1,10) 1 (1,1,14) 1 (1,1,18) 1 (1,1,22) 1 (1,1,26) 1 (1,1,30) 1 (1,1,34) 1 (1,1,38) 1 

     (1,2,5) 2 (1,2,9) 2 (1,2,13) 2 (1,2,17) 2 (1,2,21) 2 (1,2,25) 2 (1,2,29 2 (1,2,33) 2 (1,2,37) 2 

    1 (1,3,4) 1 (1,3,8) 2 (1,3,12) 2 (1,3,16) 2 (1,3,20) 2 (1,3,24) 2 (1,3,28) 2 (1,3,32) 2 (1,3,36) 2 

     (2,2,4) 3 (1,4,7) 2 (1,4,11) 2 (1,4,15) 2 (1,4,19) 2 (1,4,23) 2 (1,4,27) 2 (1,4,31) 2 (1,4,35) 2 

     (2,3,3) 1 (1,5,6) 1 (1,5,10) 2 (1,5,14) 2 (1,5,18) 2 (1,5,22) 2 (1,5,26) 2 (1,5,30) 2 (1,5,34) 2 

        (2,2,8) 3 (1,6,9) 2 (1,6,13) 2 (1,6,17) 2 (1,6,21) 2 (1,6,25) 2 (1,6,29) 2 (1,6,33) 2 

       8 (2,3,7) 2 (1,7,8) 1 (1,7,12) 2 (1,7,16) 2 (1,7,20) 2 (1,7,24) 2 (1,7,28) 2 (1,7,32) 2 

        (2,4,6) 5 (2,2,12) 3 (1,8,11) 2 (1,8,15) 2 (1,8,19) 2 (1,8,23) 2 (1,8,27) 2 (1,8,31) 2 

        (2,5,5) 1 (2,3,11) 2 (1,9,10) 1 (1,9,14) 2 (1,9,18) 2 (1,9,22) 2 (1,9,26) 2 (1,9,30) 2 

        (3,3,6) 1 (2,4,10) 6 (2,2,16) 3 (1,10,13) 2 (1,10,17) 2 (1,10,21) 2 (1,10,25) 2 (1,10,29) 2 

        (3,4,5) 2 (2,5,9) 2 (2,3,15) 2 (1,11,12) 1 (1,11,16) 2 (1,11,20) 2 (1,11,24) 2 (1,11,28) 2 

        (4,4,4) 1 (2,6,8) 5 (2,4,14) 6 (2,2,20) 3 (1,12,15) 2 (1,12,19) 2 (1,12,23) 2 (1,12,27) 2 

           (2,7,7) 1 (2,5,13) 2 (2,3,19) 2 (1,13,14) 1 (1,13,18) 2 (1,13,22) 2 (1,13,26) 2 

          23 (3,3,10) 1 (2,6,12) 6 (2,4,18) 6 (2,2,24) 3 (1,14,17) 2 (1,14,21) 2 (1,14,25) 2 

           (3,4,9) 2 (2,7,11) 2 (2,5,17) 2 (2,3,23) 2 (1,15,16) 1 (1,15,20) 2 (1,15,24) 2 

           (3,5,8) 1 (2,8,10) 5 (2,6,16) 6 (2,4,22) 6 (2,2,28) 3 (1,16,19) 2 (1,16,23) 2 

           (3,6,7) 2 (2,9,9) 1 (2,7,15) 2 (2,5,21) 2 (2,3,27) 2 (1,17,18) 1 (1,17,22) 2 

           (4,4,8) 3 (3,3,14) 1 (2,8,14) 6 (2,6,20) 6 (2,4,26) 6 (2,2,32) 3 (1,18,21) 2 

           (4,5,7) 2 (3,4,13) 2 (2,9,13) 2 (2,7,19) 2 (2,5,25) 2 (2,3,31) 2 (1,19,20) 1 

           (4,6,6) 3 (3,5,12) 2 (2,10,12) 5 (2,8,18) 6 (2,6,24) 6 (2,4,30) 6 (2,2,36) 3 

           (5,5,6) 1 (3,6,11) 2 (2,11,11) 1 (2,9,17) 2 (2,7,23) 2 (2,5,29) 2 (2,3,35) 2 

              (3,7,10) 1 (3,3,18) 1 (2,10,16) 6 (2,8,22) 6 (2,6,28) 6 (2,4,34) 6 

             46 (3,8,9) 2 (3,4,17) 2 (2,11,15) 2 (2,9,21) 2 (2,7,27) 2 (2,5,33) 2 

              (4,4,12) 3 (3,5,16) 2 (2,12,14) 5 (2,10,20) 6 (2,8,26) 6 (2,6,32) 6 

              (4,5,11) 2 (3,6,15) 2 (2,13,13) 1 (2,11,19) 2 (2,9,25) 2 (2,7,31) 2 

              (4,6,10) 5 (3,7,14) 2 (3,3,22) 1 (2,12,18) 6 (2,10,24) 6 (2,8,30) 6 

              (4,7,9) 2 (3,8,13) 2 (3,4,21) 2 (2,13,17) 2 (2,11,23) 2 (2,9,29) 2 

              (4,8,8) 3 (3,9,12) 1 (3,5,20) 2 (2,14,16) 5 (2,12,22) 6 (2,10,28) 6 

              (5,5,10) 1 (3,10,11) 2 (3,6,19) 2 (2,15,15) 1 (2,13,21) 2 (2,11,27) 2 

              (5,6,9) 2 (4,4,16) 3 (3,7,18) 2 (3,3,26) 1 (2,14,20) 6 (2,12,26) 6 

              (5,7,8) 2 (4,5,15) 2 (3,8,17) 2 (3,4,25) 2 (2,15,19) 2 (2,13,25) 2 

              (6,6,8) 3 (4,6,14) 6 (3,9,16) 2 (3,5,24) 2 (2,16,18) 5 (2,14,24) 6 

              (6,7,7) 1 (4,7,13) 2 (3,10,15) 2 (3,6,23) 2 (2,17,17) 1 (2,15,23) 2 

                 (4,8,12) 5 (3,11,14) 1 (3,7,22) 2 (3,3,30) 1 (2,16,22) 6 

                77 (4,9,11) 2 (3,12,13) 2 (3,8,21) 2 (3,4,29) 2 (2,17,21) 2 

                 (4,10,10) 3 (4,4,20) 3 (3,9,20) 2 (3,5,28) 2 (2,18,20) 5 

                 (5,5,14) 1 (4,5,19) 2 (3,10,19) 2 (3,6,27) 2 (2,19,19) 1 

                 (5,6,13) 2 (4,6,18) 6 (3,11,18) 2 (3,7,26) 2 (3,3,34) 1 

                 (5,7,12) 1 (4,7,17) 2 (3,12,17) 2 (3,8,25) 2 (3,4,33) 2 

                 (5,8,11) 2 (4,8,16) 6 (3,13,16) 1 (3,9,24) 2 (3,5,32) 2 

                 (5,9,10) 2 (4,9,15) 2 (3,14,15) 2 (3,10,23) 2 (3,6,31) 2 

                 (6,6,12) 3 (4,10,14) 5 (4,4,24) 3 (3,11,22) 2 (3,7,30) 2 

                 (6,7,11) 2 (4,11,13) 2 (4,5,23) 2 (3,12,21) 2 (3,8,29) 2 

                 (6,8,10) 6 (4,12,12) 3 (4,6,22) 6 (3,13,20) 2 (3,9,28) 2 

                 (6,9,9) 1 (5,5,18) 1 (4,7,21) 2 (3,14,19) 2 (3,10,27) 2 

                 (7,7,10) 1 (5,6,17) 2 (4,8,20) 6 (3,15,18) 1 (3,11,26) 2 

                 (7,8,9) 2 (5,7,16) 2 (4,9,19) 2 (3,16,17) 2 (3,12,25) 2 

                 (8,8,8) 1 (5,8,15) 2 (4,10,18) 6 (4,4,28) 3 (3,13,24) 2 

                    (5,9,14) 1 (4,11,17) 2 (4,5,27) 2 (3,14,23) 2 

                   116 (5,10,13) 2 (4,12,16) 5 (4,6,26) 6 (3,15,22) 2 

                    (5,11,12) 2 (4,13,15) 2 (4,7,25) 2 (3,16,21) 2 

                    (6,6,16) 3 (4,14,14) 3 (4,8,24) 6 (3,17,20) 1 

                    (6,7,15) 2 (5,5,22) 1 (4,9,23) 2 (3,18,19) 2 

                    (6,8,14) 5 (5,6,21) 2 (4,10,22) 6 (4,4,32) 3 

                    (6,9,13) 2 (5,7,20) 2 (4,11,21) 2 (4,5,31) 2 

                    (6,10,12) 6 (5,8,19) 2 (4,12,20) 6 (4,6,30) 6 

                    (6,11,11) 1 (5,9,18) 2 (4,13,19) 2 (4,7,29) 2 

                    (7,7,14) 1 (5,10,17) 2 (4,14,18) 5 (4,8,28) 6 

                    (7,8,13) 2 (5,11,16) 1 (4,15,17) 2 (4,9,27) 2 

                    (7,9,12) 2 (5,12,15) 2 (4,16,16) 3 (4,10,26) 6 

                    (7,10,11) 2 (5,13,14) 2 (5,5,26) 1 (4,11,25) 2 

                    (8,8,12) 3 (6,6,20) 3 (5,6,25) 2 (4,12,24) 6 

                    (8,9,11) 2 (6,7,19) 2 (5,7,24) 2 (4,13,23) 2 

                    (8,10,10) 3 (6,8,18) 6 (5,8,23) 2 (4,14,22) 6 

                    (9,9,10) 1 (6,9,17) 2 (5,9,22) 2 (4,15,21) 2 

                       (6,10,16) 5 (5,10,21) 2 (4,16,20) 5 

                      163 (6,11,15) 2 (5,11,20) 2 (4,17,19) 2 

                       (6,12,14) 6 (5,12,19) 2 (4,18,18) 3 

                       (6,13,13) 1 (5,13,18) 1 (5,5,30) 1 

                       (7,7,18) 1 (5,14,17) 2 (5,6,29) 2 
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                       (7,8,17) 2 (5,15,16) 2 (5,7,28) 2 

                       (7,9,16) 1 (6,6,24) 3 (5,8,27) 2 

                       (7,10,15) 2 (6,7,23) 2 (5,9,26) 2 

                       (7,11,14) 2 (6,8,22) 6 (5,10,25) 2 

                       (7,12,13) 2 (6,9,21) 2 (5,11,24) 2 

                       (8,8,16) 3 (6,10,20) 6 (5,12,23) 2 

                       (8,9,15) 2 (6,11,19) 2 (5,13,22) 2 

                       (8,10,14) 6 (6,12,18) 5 (5,14,21) 2 

                       (8,11,13) 2 (6,13,17) 2 (5,15,20) 1 

                       (8,12,12) 3 (6,14,16) 6 (5,16,19) 2 

                       (9,9,14) 1 (6,15,15) 1 (5,17,18) 2 

                       (9,10,13) 2 (7,7,22) 1 (6,6,28) 3 

                       (9,11,12) 2 (7,8,21) 2 (6,7,27) 2 

                       (10,10,12) 3 (7,9,20) 2 (6,8,26) 6 

                       (10,11,11) 1 (7,10,19) 2 (6,9,25) 2 

                          (7,11,18) 1 (6,10,24) 6 

                         218 (7,12,17) 2 (6,11,23) 2 

                          (7,13,16) 2 (6,12,22) 6 

                          (7,14,15) 2 (6,13,21) 2 

                          (8,8,20) 3 (6,14,20) 5 

                          (8,9,19) 2 (6,15,19) 2 

                          (8,10,18) 5 (6,16,18) 6 

                          (8,11,17) 2 (6,17,17) 1 

                          (8,12,16) 6 (7,7,26) 1 

                          (8,13,15) 2 (7,8,25) 2 

                          (8,14,14) 3 (7,9,24) 2 

                          (9,9,18) 1 (7,10,23) 2 

                          (9,10,17) 2 (7,11,22) 2 

                          (9,11,16) 2 (7,12,21) 2 

                          (9,12,15) 2 (7,13,20) 1 

                          (9,13,14) 2 (7,14,19) 2 

                          (10,10,16) 3 (7,15,18) 2 

                          (10,11,15) 2 (7,16,17) 2 

                          (10,12,14) 6 (8,8,24) 3 

                          (10,13,13) 1 (8,9,23) 2 

                          (11,11,14) 1 (8,10,22) 6 

                          (11,12,13) 2 (8,11,21) 2 

                          (12,12,12) 1 (8,12,20) 5 

                             (8,13,19) 2 

                            281 (8,14,18) 6 

                             (8,15,17) 2 

                             (8,16,16) 3 

                             (9,9,22) 1 

                             (9,10,21) 2 

                             (9,11,20) 1 

                             (9,12,19) 2 

                             (9,13,18) 2 

                             (9,14,17) 2 

                             (9,15,16) 2 

                             (10,10,20) 3 

                             (10,11,19) 2 

                             (10,12,18) 6 

                             (10,13,17) 2 

                             (10,14,16) 6 

                             (10,15,15) 1 

                             (11,11,18) 1 

                             (11,12,17) 2 

                             (11,13,16) 2 

                             (11,14,15) 2 

                             (12,12,16) 3 

                             (12,13,15) 2 

                             (12,14,14) 3 

                             (13,13,14) 1 

                                
                               352 

表格(五)正多邊形邊數為 4 倍數之黑點分布與等腰三角形類型組數分配表 

有了表格(五)之後，我們一樣可以從相同顏色的區塊去觀察出它們之間的規律，比如(1, ,)

類型的等腰三角形類型組數開頭和結尾都是 1，中間都是 2。(2, ,)類型的等腰三角形類型組

數開頭是 3，結尾是 5、1，中間都是 2、6。後面的規則都不一樣，所以我們整理出以下圖表，

其規律如下： 
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組

數 

16 

等 

腰

組
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20 

等 

腰

組

數 

24 

等 

腰

組

數 

28 

等 

腰

組

數 

32 

等 

腰

組

數 

36 

等 

腰

組

數 

40 

等 

腰

組

數 

44 

等 

腰

組

數 

48 

等 

腰

組

數 

固定開頭下 

的組數規律 

開頭 1 1 1 3 4 5 8 7 12 9 16 11 20 13 24 15 28 17 32 19 36 21 40 23 44 1,2,2,…,1 

開頭 2   2 4 4 11 6 19 8 27 10 35 12 43 14 51 16 59 18 67 20 75 22 83 3,2,6,…,5,1 

開頭 3     2 3 4 6 6 10 8 14 10 18 12 22 14 26 16 30 18 34 20 38 1,2,…,1,2 

開頭 4     1 1 3 8 5 15 7 23 9 31 11 39 13 47 15 55 17 63 19 71 3,2.6,…,5,2,3 

開頭 5       1 1 3 5 5 8 7 12 9 16 11 20 13 24 15 28 17 32 1,2,…,1,2,2 

開頭 6         2 4 4 12 6 19 8 27 10 35 12 43 14 51 16 59 3,2,6,…,5,2,6,1 

開頭 7           2 3 4 7 6 10 8 14 10 18 12 22 14 26 1,2,…,1,2,2,2 

開頭 8           1 1 3 8 5 16 7 23 9 31 11 39 13 47 3,2.6,…,5,2,6,2,3 

開頭 9             1 1 3 5 5 9 7 12 9 16 11 20 1,2,…,1,2,2,2,2 

開頭 10               2 4 4 12 6 20 8 27 10 35 3,2,6,…,5,2,6,2,6,1 

開頭 11                 2 3 4 7 6 11 8 14 1,2,…,1,2,2,2,2,2 

開頭 12                 1 1 3 8 5 16 7 24 3,2.6,…,5,2,6,2,6,2,3 

開頭 13                   1 1 3 5 5 9 1,2,…,1,2,2,2,2,2,2 

開頭 14                     2 4 4 12 3,2,6,…,5,2,6,2,6,2,6,1 

開頭 15                       2 3 1,2,…,1,2,2,2,2,2,2,2 

開頭 16                       1 1 3,2.6,…,5,2,6,2,6,2,6,2,3 

表格(六)正多邊形邊數為 4 倍數之黑點分布個數與其相對應等腰三角形類型組數表 

由表格(六)中一樣可以發現大致有三大類，邊數為 48、36、24、12；44、32、20、8；40、

28、16、4，不過在同一類之間並不是像之前的數據會完全都一樣。比如在邊數 48 裏的等腰

三角形組數中不再都是兩組等差數列，而是會隨著它們所在的組數不同有時公差要加 1。會

造成這個公差差異是因為黑點在 ( , , 2 )a a a 4 的倍數情況下等腰三角形組數會多 1 組，因此邊數

除以 4 所在的等腰三角形組數公差會開始多 1。例如：邊數 20 中開頭 5 裏有一組 (5,5,10)，

因此相對應的公差就由原本為-6 變成-5。另外還有 ( , , )a a a 的情況之下，因為 a為偶數，等腰

三角形組數會有 1 組(原本是 0 組)，則所在的等腰三角形組數公差會再多 1。因此在證明的 

過程中就要去考慮若用同樣的公差算到底，那還需要加回幾個 1。 

 證明過程 
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22122 =+−= pna p  
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∴等腰三角形類型個數總和
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4n m=  
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奇數： 26 +−= knak  

261212 +−−=+ pna p  

    0412 =−−= pn  

偶數： 1122 −−= knak  

712422 =−−= pna p  
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4n m=  

m = 

3 2p +

 

奇數： 641 −=−= dna ；
 

      
)6()1()4( −×−+−= knak  

        
26 +−= kn

 

      
22122 =+−= pna p  

偶數： 121321 −=−= dna ；
 

      
)12()1()132( −×−+−= knak  

        
1122 −−= kn  

      112422 −=−−= pna p  

3.假設 mn 4= 且 23 += pm  

  ( ) 812234 +=+×=⇒ ppn  共有 24
3

+=





p

n
組→奇數： 12 +p 組 

                             偶數： 12 +p 組 

(1) ⇒+= 23
4

p
n

要修正 23 +p 個, 33 +p  

若 p 為偶⇒ 23 +p 為偶數的第
2

23 +p
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邊數為 4 倍數的等腰三角形個數 
2

5 8

4

n n
n

− + ×  

根據上表可得n為 4的倍數時，等腰三角形的組數和皆為
4

85
2 +− nn

，因此等腰三角形的總個

數為 n
nn ×+−

4

85
2

。 
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伍、研究結果、討論與結論 

    這次的研究成果在經由我們制定出的座標表示法之後使整個研究簡單化了許多，不需要

真的把圖形畫出來在慢慢的觀察與分析，只需要透過黑點分佈座標裏的數字就可以直接寫出

所包含的等腰三角形類型組數，進而得到等腰三角形個數。這座標表示方式可能也可推廣到

其他類似的幾何問題，應該也能有不錯的效果。以下是這次研究的等腰三角形個數公式表： 

黑點個數 邊數n 等腰三角形個數 

2 

奇數 
2

)1( −nn
 

偶數 
2

)2( −nn
 

3 

奇數 
4

)3)(1( −− nnn
 

偶數(不為4倍數) 
4

)2(
2−nn
 

偶數(4 倍數) n
nn ×+−

4

85
2

 

由上面的整理可以發現原來這些都是有很漂亮的規則，不過當初我們在證明黑點數 3、邊數

為 4 倍數時覺得複雜度很高，因為跟我們之前熟知的等差數列規律都差一點點，找不到公差

何時需要加 1。經由老師的提示：「去看看自己發現的性質，再來思考到底要在哪加 1。」之

後我們就找到了癥結點，也完成了最後的證明。 

未來我們想嘗試 4 個黑點的研究，但因為其座標表示法會到四個變數，且很像還會有對

稱性的問題，例如：黑點分布為 (2, 4, 2, 4) 與 (4, 2, 4, 2) 的圖形很像會有重複性問題，我們需要

把問題與等腰三角形個數的計算方式在定義的更清楚才能往下研究，其複雜度應該會更高更

難處理，所以我們就想把這問題留到之後在單獨做研究，可能除了我們新創的座標表示法之

外還需要有更創新的想法才行得通。 

 

陸、參考資料及其他 
一、游森棚(民 108 年 2 月)。森棚教官的數學題-七邊形之謎。科學研習期刊，58-2。取自

https://www.ntsec.edu.tw/LiveSupply-Content.aspx?cat=6842&a=6829&fld=&key=&isd=1&icop=1

0&p=1&lsid=15533 

 

二、張幼賢(2013)。國中數學第四冊。翰林出版社，107 年 2 月 3 版 
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【評語】030403  

考慮將正 n邊形的 n個頂點任意塗上紅、黑兩色，以紅色頂點

為等腰三角形頂角的頂點，兩黑點為等腰三角形的另兩個頂點，所

能構造出的等腰三角形有多少個的問題。這是由科學月刊上介紹的

一個問題所衍生而出的問題。問題有點奇妙，似乎與原始問題沒有

太大的關連性。作者們針對這個新版本的問題做了討論，給出了部

分的結果，想法頗具創意，值得嘉許。較為美中不足的是，在分析

小的例子時使用了比較複雜的討論方式，在得出通則後又沒能針對

這個精簡的形式做進一步深入的分析，如果作者們能從推導出的結

果回頭來看問題，應該會注意到答案的形式其實是有其意義的，據

此，可以給出一個更精簡而且清楚的論述，也應該可以得到一個更

一般化的結果。沒有在這關鍵的一步多做發揮，有點可惜。 
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研究動機 
  老師在課堂上分享之前他帶學生做科展的經驗，我們聽完後也想嘗試，所以我們就去找老師討論，
老師叫我們到科學研習月刊上找題目，於是我們就找到游森棚教授出的這個題目，
題目的敘述如下： 
  正七邊形的頂點有五個紅點，兩個黑點。用紅點當頂點可以連成多少個等腰三
角形?生性謹慎的小怡說：「我又不知道黑點在那裡，老師給的條件不夠，這一
題不能算啦！」 
  大而化之的小郡說：「沒差啦，黑點在那裡算出來應該都一樣啦！」小怡說：
「怎麼可能算出來一樣？如果題目改成正六邊形，那兩個黑點在對角線的話就
沒有等腰三角形了，但是兩個黑點在其他位置就還有等腰三角形。所以答案一定和黑點位置有關啦！」 
  小郡說：「不管啦，我們先算算看再說吧!」所以這個七邊形之謎的結果如何呢？ 
所以我們研究內容是找出正多邊形中以兩黑點為底角和一紅點為頂角所組成的等腰三角形個數公式。 

研究目的 

一、 找正多邊形有兩個黑點的等腰三角形個數之規律與性質。 
二、 證明正多邊形有兩個黑點的等腰三角形個數之公式。 
三、 找正多邊形有三個黑點的等腰三角形個數之規律與性質。 
四、 證明正多邊形有三個黑點的等腰三角形個數之公式。 

研究過程與方法 

(一)找正多邊形有兩個黑點的等腰三角形個數之規律與性質  
1.正多邊形中兩個黑點之座標表示法 

 

這個正五邊形的黑點分布(2,3)，

其中的 2是表示兩黑點之間所包含

的正五邊形邊數，3 是兩黑點之間

另外一邊所包含的正五邊形邊數。 
 

2.正多邊形中三角形之座標表示法 

 

∆ABC 用符號(AB ,BC ,AC ) 

來表示，其中AB 為 A、B之間 

所包含的多邊形邊數，所以 

AB =1、BC =1、AC=3，則其 

座標表示為( 3,1,1 )。 
 

3.正多邊形有兩個黑點之等腰三角形個數研究 
(1) 正八邊形、正九邊形研究(由於資料過多，故舉兩例說明) 

正 n邊形 正八邊形 正九邊形 

黑點分布 

種類圖 
       

黑點分布 (1,7) (2,6) (3,5) (4,4) (1,8) (2,7) (3,6) (4,5) 

等腰三形 

分布類型 
X 

(1,1,6) 

(3,3,2) 
X (2,2,4) (4,4,1) (1,1,7) (3,3,3) (2,2,5) 

等腰三角

形的數量 
0 個 2× 8=16個 0 個 1× 8=8 個 1× 9=9 個 1× 9=9 個 1× 9=9 個 1× 9=9 個 

總數 16+8=24 個 9+9+9+9=36 個 

4.正多邊形有兩黑點和等腰三角形分布類型之性質 
由之前的圖表中，我們可以觀察到以下特徵： 
(1)黑點分布中，若有 2就有(1,1,n -2)這種類型的等腰三角形類型，有 4就有(2,2, n -4)，有 6就

有 (3,3,n-6)，以此類推有a (偶數)就有 ( , , )
2 2

a a
n a− 類型的等腰三角形。 

(2)每一組正n邊形中的等腰三角形分布類型都會有n個等腰三角形。 
(3)正n 邊形，n 為偶數時，其黑點分布若為(奇數,奇數)，則不會有等腰三角形類型出現； 

正n 邊形，n 為偶數時，其黑點分布若為(偶數,偶數)，就會有 2 組等腰三角形類型出現； 
正n 邊形，n 為奇數時，其黑點分布若為(奇數,偶數)，就恰有 1 組等腰三角形類型出現； 
正n邊形，n為奇數時，其黑點分布若為(偶數,奇數)，就恰有 1 組等腰三角形類型出現。  

(二)由之前歸納出的規律與性質之後，我們就利用這些性質去證明，公式如下： 

正n邊形中等腰三角形個數
( 2)

,
2

n n
n

−= 為偶數。正n邊形中等腰三角形個數
( 1)

,
2

n n
n

−= 為奇數。 

(三)找正多邊形有三個黑點的等腰三角形個數之規律與性質 
在這個部份我們是研究所有從 3個黑點中任挑 2個黑點當底角頂點，再搭配一個紅點為頂角所形成的

等腰三角形類型組數，其中另一個黑點是不能被當作頂角。 

1.正多邊形中三個黑點之座標表示法 

在畫圖的過程中，我們延續了之前的表示法，只是現在黑點有 3 個，因此黑點分布的座標表示變成 

正n邊形，n為偶數 正n邊形，n為奇數 

( ba, )，a為奇數，b為奇數，
因為只有偶數邊才能組成一個等
腰三角形，所以此黑點分布不會
有等腰三角形類型。 

( ba, )，a為奇數，b為偶數，所
以在邊數為偶數那個方向可以形 
成一組等腰三角形。 

( ba, )，a為偶數，b為偶數，所
以兩邊都可以各形成一組等腰三 
形。 

( ba, )，a為偶數，b為奇數，結果同上，因 
為只是兩個方向互換。 



( , , )a b c ，說明如下： 

 

這個正六邊形的黑點分布為(1,2,3)，其中的 1 表示為 A、B 兩黑
點之間所包含的正六邊形邊數，2是 B、C兩黑點之間所包含的正
六邊形邊數，3則是 C、A兩黑點之間所包含的正六邊形邊數。 

2.正多邊形中三角形之座標表示法 
在正多邊形有三個黑點的研究當中，這裏的等腰三角形表示法相同於兩個黑點的研究。 

3.正多邊形有三個黑點之等腰三角形個數研究(由於資料過多，故舉兩例說明) 

正 n邊形 正七邊形 正八邊形 

黑點分布 

種類圖  
         

黑點分布 (1,1,5) (1,2,4) (1,3,3) (2,2,3) (1,1,6) (1,2,5) (1,3,4) (2,2,4) (2,3,3) 

等腰三角

形分布類

型 

(3,3,1) 

(1,1,5) 

(3,3,1) 

(2,2,3) 

(2,2,3) (1,1,5) (3,3,2) 
(1,1,6) 

(3,3,2) 
(2,2,4) 

(1,1,6) 

(2,2,4) 

(3,3,2) 

(1,1,6) 

等腰三角

形的數量 
1× 7=7

個 

3× 7=21

個 

1× 7=7

個 

1× 7=7

個 

1× 8=8

個 

2× 8=16

個 

1× 8=8

個 

3× 8=24

個 

1× 8=8

個 

總數 7+21+7+7=42 個 8+16+8+24+8=64 個 

4.正多邊形有三個黑點和等腰三角形分布類型之性質 
總結以上圖表中所觀察到的現象，我們整理如下： 

(1)黑點分布中有 2 就有 (1,1, 2)n − ，有 4就有 (2, 2, 4)n − ，有 6就有 (3, 3, 6)n − ，以此類推，有 a 就有
2 2

( , , )
a a

n a− ，

其中 a 為偶數，這跟之前兩個黑點的情況一致。 

(2)每一組正n邊形中的等腰三角形分布類型都會有n個等腰三角形。 

(3)在正 n 邊形黑點分布 ( , , )a b c 中，若任兩位數的和 ba + 為偶數，則可拆解為
2 2

( , , )
a b a b

c
+ +

， cban ++= 。同理，

若 a c+ 、b c+ 為偶數，那麼就可分別拆解為
2 2

( , , )
a c a c

b
+ +

、
2 2

( , , )
b c b c

a
+ +

。 

(4)在正n邊形黑點分布也為等腰三角形中，除了其中兩位數字和等於第三位數值的情況，是不存在跟黑點分布一樣
的等腰三角形類型。圖示如下： 

黑點分佈

),,( baa  

圖示 黑點分佈

),,( baa  

圖示 黑點分佈

),,( baa  
圖示 

a a b n+ + =
n 為奇數 

 

a a b n+ + =
n 為偶數 

 

a a b n+ + =
n 為偶數 

且 baa =+  

 

說明 

圖形中只能由AC之

間找到等腰三角形

(5, 5, 3) ，而 (3, 3, 7)

類型的等腰三角形

頂點被B點給佔據。 

說明 

圖形中只能由AC之

間找到等腰三角形

(4, 4, 6) ，而 (3, 3,8)

類型的等腰三角形

頂點被B點給佔據。 

說明 

圖形中除了可以在

AC之間找 (6, 6, 4) 外

，還可以找到與黑點

分布相同的 (4, 4,8)  

。 

(5)在正n 邊形黑點分布為 ( , , )a a a 且 a 為奇數的類型中，是完全沒有等腰三角形類型。圖示說明如下： 

圖示 說明 

 

黑點分布 ( , , )a a a ，且a 為奇數 a a⇒ + 為偶數，原本應該有
2 2

( , , )
a a a a

a
+ +

的等腰三角形類型，

但紅色頂點的位置被最後一個黑點給佔據了。 

 黑點分布 ( , , )a a a ，且a 為偶數同上依然沒有 ( , , )a a a 的等腰三角形類型，但因為邊數為偶數，

所以會有 ( , , )
2 2

a a
n a− 這類型的等腰三角形。 

(四) 證明正多邊形有三個黑點的等腰三角形個數之公式 
1.由於原始資料過於龐大，請參閱作品說明書。在此只呈現正多邊形邊數為奇數之黑點分布個數與其相對應等腰三
角形類型組數表。 

邊數 3 

等 

腰 

組 

數 

5 

等 

腰 

組 

數 

7 

等 

腰 

組 

數 

9 

等 

腰 

組 

數 

11 

等 

腰 

組 

數 

13 

等 

腰 

組 

數 

15 

等 

腰 

組 

數 

17 

等 

腰 

組 

數 

19 

等 

腰 

組 

數 

21 

等 

腰 

組 

數 

23 

等 

腰 

組 

數 

25 

等 

腰 

組 

數 

固定開頭下 

的組數規律 

開頭 1 0 0 2 2 3 5 4 8 5 11 6 14 7 17 8 20 9 23 10 26 11 29 12 32 1,3,3,…,1 

開頭 2     1 1 2 4 3 7 4 10 5 13 6 16 7 19 8 22 9 25 10 28 1,3,…,3 

開頭 3       1 0 2 2 3 5 4 8 5 11 6 14 7 17 8 20 9 23 1,3,3,…,1 

開頭 4           1 1 2 4 3 7 4 10 5 13 6 16 7 19 1,3,…,3 

開頭 5             1 0 2 2 3 5 4 8 5 11 6 14 1,3,3,…,1 

開頭 6                 1 1 2 4 3 7 4 10 1,3,…,3 

開頭 7                   1 0 2 2 3 5 1,3,3,…,1 

開頭 8                       1 1 1,3,…,3 



公式為： ( )( 1) 2 1 ( 1)(2 1)n n n n n n− × + = − +  

2.由於原始資料過於龐大，請參閱作品說明書。在此只呈現正多邊形邊數為偶數(不為4倍數)之黑點
分布個數與其相對應等腰三角形類型組數表。 

邊數 6 

等 

腰 

組 

數 

10 

等 

腰 

組 

數 

14 

等 

腰 

組 

數 

18 

等 

腰 

組 

數 

22 

等 

腰 

組 

數 

26 

等 

腰 

組 

數 

30 

等 

腰 

組 

數 

34 

等 

腰 

組 

數 

固定開頭下 

的組數規律 

開頭 1 2 3 4 7 6 11 8 15 10 19 12 23 14 27 16 31 1,2,2,…,2 

開頭 2 1 1 3 8 5 16 7 24 9 32 11 40 13 48 15 56 3,2,6,…,3 

開頭 3   1 1 3 5 5 9 7 13 9 17 11 21 13 25 1,2,2,…,2 

開頭 4     2 4 4 12 6 20 8 28 10 36 12 44 3,2,6,…,1 

開頭 5       2 3 4 7 6 11 8 15 10 19 1,2,2,…,2 

開頭 6       1 1 3 8 5 16 7 24 9 32 3,2,6,…,3 

開頭 7         1 1 3 5 5 9 7 13 1,2,2,…,2 

開頭 8           2 4 4 12 6 20 3,2,6,…,1 

開頭 9             2 3 4 7 1,2,2,…,2 

開頭 10             1 1 3 8 3,2,6,…,3 

開頭 11               1 1 1,2,2,…,2 

公式為： ( ) ( ) ( )2 2
2 4 2 8 2 1n n n n× + = +  

3.由於原始資料過於龐大，請參閱作品說明書。在此只呈現正多邊形邊數為4倍數之黑點分布個數與
其相對應等腰三角形類型組數表。 

邊數 4 

等 

腰

組

數 

8 

等 

腰

組

數 

12 

等 

腰

組

數 

16 

等 

腰

組

數 

20 

等 

腰

組

數 

24 

等 

腰

組

數 

28 

等 

腰

組

數 

32 

等 

腰

組

數 

36 

等 

腰

組

數 

40 

等 

腰

組

數 

44 

等 

腰

組

數 

48 

等 

腰

組

數 

固定開頭下 

的組數規律 

開頭 1 1 1 3 4 5 8 7 12 9 16 11 20 13 24 15 28 17 32 19 36 21 40 23 44 1,2,2,…,1 

開頭 2   2 4 4 11 6 19 8 27 10 35 12 43 14 51 16 59 18 67 20 75 22 83 3,2,6,…,5,1 

開頭 3     2 3 4 6 6 10 8 14 10 18 12 22 14 26 16 30 18 34 20 38 1,2,…,1,2 

開頭 4     1 1 3 8 5 15 7 23 9 31 11 39 13 47 15 55 17 63 19 71 3,2.6,…,5,2,3 

開頭 5       1 1 3 5 5 8 7 12 9 16 11 20 13 24 15 28 17 32 1,2,…,1,2,2 

開頭 6         2 4 4 12 6 19 8 27 10 35 12 43 14 51 16 59 3,2,6,…,5,2,6,1 

開頭 7           2 3 4 7 6 10 8 14 10 18 12 22 14 26 1,2,…,1,2,2,2 

開頭 8           1 1 3 8 5 16 7 23 9 31 11 39 13 47 3,2.6,…,5,2,6,2,3 

開頭 9             1 1 3 5 5 9 7 12 9 16 11 20 1,2,…,1,2,2,2,2 

開頭 10               2 4 4 12 6 20 8 27 10 35 3,2,6,…,5,2,6,2,6,1 

開頭 11                 2 3 4 7 6 11 8 14 1,2,…,1,2,2,2,2,2 

開頭 12                 1 1 3 8 5 16 7 24 3,2.6,…,5,2,6,2,6,2,3 

開頭 13                   1 1 3 5 5 9 1,2,…,1,2,2,2,2,2,2 

開頭 14                     2 4 4 12 3,2,6,…,5,2,6,2,6,2,6,1 

開頭 15                       2 3 1,2,…,1,2,2,2,2,2,2,2 

開頭 16                       1 1 3,2.6,…,5,2,6,2,6,2,6,2,3 

由上表一樣可以發現大致有三大類，邊數為 48、36、24、12；44、32、20、8；40、28、16、4，不

過在同一類之間並不是像之前的數據會完全都一樣。比如在邊數 48 裏的等腰三角形組數中不再都是

兩組等差數列，而是會隨著它們所在的組數不同有時公差要加 1。會造成這個公差差異是因為黑點

在 ( , , 2 )a a a 4 的倍數情況下等腰三角形組數會多 1組，因此邊數除以 4所在的等腰三角形組數公差會

開始多 1。例如：邊數 20 中開頭 5裏有一組 (5,5,10)，因此相對應的公差就由原本為-6 變成-5。另

外還有 ( , , )a a a 的情況之下，因為 a 為偶數，等腰三角形組數會有 1 組(原本是 0組)，則所在的等腰

三角形組數公差會再多 1。因此在證明的過程中就要去考慮若用同樣的公差算到底，那還需要加回

幾個 1。 

公式為： n
nn ×+−

4

85
2

 

研究結果、討論與結論 
黑點個數 邊數n 等腰三角形個數 邊數n 等腰三角形個數 邊數n 等腰三角形個數 

2 奇數 
2

)1( −nn  
偶數

 
2

)2( −nn

 
 

3 奇數 
4

)3)(1( −− nnn  偶數 

(不為 4倍數) 4

)2(
2−nn  偶數(4 倍數) n

nn ×+−
4

85
2

 

未來我們想嘗試 4個黑點的研究，但因為其座標表示法會到四個變數，且很像還會有對稱性的問題，

例如：黑點分布為 (2, 4, 2, 4)與 (4, 2, 4, 2) 的圖形很像會有重複性問題，我們需要把問題與等腰三角形

個數的計算方式再定義的更清楚才能往下研究，其複雜度應該會更高更難處理，所以我們就想把這

個問題留到之後再單獨做研究，可能除了我們新創的座標表示法之外還需要有更創新的想法才行得

通。 
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