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摘要 

 本研究針對 M&m 數列在未穩定前有一半的中位數是來自於兩數相加除以 2，致使數列

在穩定性上不易有明確的規律，在不改變數列的運算規則下，我們改以每一次加入偶數個或

更多個相同數的做法，探討能否加快 M&m 數列的穩定速度？並利用已知的原數列數字間的

差距比例來找出穩定次數及穩定值的數學規律性。當原數列為 2k+1 項，每一次加入N個相同

數，我們得出研究結果： 

一、若 N 為偶數（N<2k+1），1≤穩定次數≤�2k
N
� + 3。 

二、若 N>2k+1 

1. 中位數與左、右兩邊數字差距和相等，則穩定次數=1，穩定值為原數列中位數。 

2. 中位數與左、右兩邊數字差距和不相等，則穩定次數=3，穩定值為數列所加入的第一

組相同數字。 

壹、研究動機 

    國三統計資料分析單元中，曾介紹了有關平均數與中位數的概念。在龍騰數亦優 23 期動

手玩數學專欄中一道中位數與平均數的遊戲，給定三個已知數，𝑎𝑎1 = 53,𝑎𝑎2 = 13,𝑎𝑎3 = 41，

依照數列前 k+1 項的平均數=數列前 k 項的中位數之運算規則，依序發展可以得到一個數列

〈𝑎𝑎𝑛𝑛〉：53,13,41,57,⋯ 不禁讓我們對此數列產生高度的好奇，在此規則運算下，數列是否存在

一定的規律？中位數與平均數最後是否趨於一致？ 

後來，更進一步在網路上搜尋到有關 M&m 數列的相關研究，特別是在臺灣 2008 年國際

科展作品《M&m Sequences 之研究》一文中，將原數列(a , b , c)利用線性變換成(–x , 1 , x)來

探討此數列穩定的相關性質。文中提出若 x ≥41.625，則由(–x , 1 , x)起始所形成的 M&m 數列，

一定會收斂在 41.625 且穩定長度為 73，這個結果激發我們對收斂到穩定值的速度，是否能有

辦法更加快？以及 x<41.625 時，是否仍具有收斂到穩定值的一般性質？我們對這樣的問題感

到興趣，嘗試想探討在不改變數列的運算規則之下，每一次加入偶數個相同數，探討能否加

快 M&m 數列的穩定速度，於是開啟了我們的研究之路。 
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貳、研究目的 

一、探討原數列為2k + 1項，一次加入偶數 N 個相同數，數列的穩定次數和穩定值之規律。 

二、探討原數列為2k + 1項，一次加入偶數 N 個相同數，數列的穩定次數與 N 之關聯。 

參、研究設備及器材 

一、Excel 統計軟體 

肆、研究過程或方法 

一、彙整相關文獻 

    M&m 數列是由 Shultz 和 Shiflett(2005)提出的一種特殊數列。M&m 數列中的 M 與 m 分

別代表平均數及中位數，此數列剛開始先取三數 a、b、c，第四個數 d 必須滿足其與前三個數

的平均數（即
𝑎𝑎+𝑏𝑏+𝑐𝑐+𝑑𝑑

4
）要等於前三個數所成數列（即 a、b、c）的中位數，第五個數則要滿

足其與前四個數的平均數要等於前四個數所成數列（即 a、b、c、d）的中位數，依次類推，

所形成之數列即為 M&m 數列。在臺灣 2008 年國際科展作品《M&m Sequences 之研究》一文

中，將原數列(a , b , c)利用線性變換成(–x , 1 , x)來探討此數列穩定的相關性質。文中提出若

x ≥41.625，則由 (–x , 1 , x) 起始所形成的 M&m 數列，一定會收斂在 41.625 且穩定長度為 73

（本研究定義為 70 次穩定)，如圖 4-1 所示；當 x<41.625 時，節點部分可以找出收斂值及穩

定長度，而其餘部分並無明顯規則性。M&m 數列在未穩定前有一半的中位數m𝑞𝑞（𝑞𝑞為偶數）

是來自於兩數相加除以 2，致使數列在穩定性上不容易有明確的規律，我們將 x ≥41.625 的  

(–x , 1 , x)數列轉換成原三數(a , b , c)差距比值呈現，即
𝑏𝑏−𝑎𝑎
𝑐𝑐−𝑏𝑏

= 𝑥𝑥−1
1+𝑥𝑥

= 41.625−1
1+41.625

= 325
341

，發現

僅在
325
341

≤
𝑏𝑏−𝑎𝑎
𝑐𝑐−𝑏𝑏

<1 範圍中可以明確得知穩定次數為 70 次。 

   

圖 4-1 左圖表示 x=41.625；右圖表示 x=999（資料來源取自《M&m Sequences 之研究》） 
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    在 105 學年度台中市中小學科學展覽高中組作品《均中求穩》一文中，利用 Excel 的統

計指令快速求得數列的各項數值的變化規則，試圖探討數列中位數與平均數最後是否會相同 

？他們發現原數列在(1,1+k,1+k)~(1,1+k,2k+1)間，穩定次數和穩定值有對稱的情形發生，如圖

4-2 所示。 

原 

數 

列 

1 1 1 1 1 1 

6 6 6 6 6 6 

6 7 8 9 10 11 

每

一

次

加

入

的

數

值 

11 10 9 8 7 6 

6 8.5 11 11 8.5 6 

6 9.5 13 13 9.5 6 

6 12.25 11.5 11.5 12.25 6 

6 13.75 12.5 12.5 13.75 6 

6 13 18 18 13 6 

6 14 20 20 14 6 

6 12.25 13.75 13.75 12.25 6 

6 12.75 14.25 14.25 12.75 6 

6 24.63 18 18 24.63 6 

6 26.88 19 19 26.88 6 

6 12.25 16.25 16.25 12.25 6 

圖 4-2 原數列(1,6,6)~(1,6,11)的穩定情形 

    而本研究想探討若在不改變 M&m 數列的演算規則下，改為一次加入偶數個或更多個相

同數，探討對數列穩定性之影響？並利用已知的原數列數字間的差距比例來找出穩定次數及

穩定值的數學規律性。 

     

  

M&m 數列 
每次加 1 數 

M&m 數列 
每次加入偶數個相同數

 

以兩數間的差距進行分類 

利用不等式 

探討數列變化 

左右對稱 
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二、名詞釋義 

(一) 𝐦𝐦𝒊𝒊：指加入第 i 組相同數字後，所得數列的中位數。其中m0代表原始數列中位數。 

𝑴𝑴𝒊𝒊：指加入第 i 組相同數字後，所得數列的平均數。 

𝒙𝒙𝒊𝒊：在𝑀𝑀𝑘𝑘+1 = m𝑘𝑘的運算規則下，原數列所加入的第 i 組相同數字之值。 

(二) 𝒏𝒏次穩定：當𝑛𝑛 = min {𝑘𝑘 ∈ Ν: 𝑥𝑥𝑘𝑘 = 𝑥𝑥𝑘𝑘+ℓ,∀ℓ ∈ Ν}，則數列為𝑛𝑛次穩定。 

以原數列𝑎𝑎1 = 1,𝑎𝑎2 = 2,𝑎𝑎3 = 9為例，根據數列前 k+1 項的平均數=數列前 k 項的中位數

之運算規則，即𝑀𝑀𝑘𝑘+1 = m𝑘𝑘，在每一次加入 2 個相同數下，我們依序可以求得𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2,𝑥𝑥3, 𝑥𝑥4,⋯

的值如下: 

Step1.  𝑥𝑥1 =
1
2

[5 × 2 − (1 + 2 + 9)] = −𝟏𝟏。 

將數列由小到大排列− 1,−1,1,2,9的中位數m1 = 1。 

Step2.  𝑥𝑥2 =
1
2

[7 × 1 − (−1 − 1 + 1 + 2 + 9)] = −
𝟑𝟑
𝟐𝟐
。 

將數列由小到大排列−
3
2

,−
3
2

,−1,−1,1,2,9的中位數m2 = −1。 

Step3.  𝑥𝑥3 =
1
2
�9 × (−1) − �−

3
2
−

3
2
− 1 − 1 + 1 + 2 + 9�� = −𝟖𝟖。 

將數列由小到大排列− 8,−8,−
3
2

,−
3
2

,−1,−1,1,2,9的中位數m3 = −1。 

Step4.  𝑥𝑥4 =
1
2
�11 × (−1) − �−8 − 8 −

3
2
−

3
2
− 1 − 1 + 1 + 2 + 9�� = −𝟏𝟏。 

將數列由小到大排列 − 8,−8,−
3
2

,−
3
2

,−1,−1,−1,−1,1,2,9的中位數m4 = −1。 

往後依照相同的規則運算得到數列 1,2,9,-1,-1,−𝟑𝟑
𝟐𝟐,−𝟑𝟑

𝟐𝟐,-8,-8,-1,-1 ,-1,-1⋯，所以我們可以

得知𝑥𝑥4 = 𝑥𝑥5 = −1，且k ≥ 4的𝑥𝑥𝑘𝑘值皆為−1 達到穩定，故數列為 4 次穩定。 

(三) 𝑸𝑸𝒊𝒊：若數列為 i 次穩定，則令穩定值𝑄𝑄𝑖𝑖 = 𝑥𝑥𝑖𝑖。 
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三、研究內容  

性質一、在原始數列三數為𝒂𝒂𝟏𝟏,𝒂𝒂𝟐𝟐,𝒂𝒂𝟑𝟑(𝒂𝒂𝟏𝟏 < 𝒂𝒂𝟐𝟐 < 𝒂𝒂𝟑𝟑)，在每一次加入偶數 N 個相同數時，若

𝒂𝒂𝟑𝟑 − 𝒂𝒂𝟐𝟐 = 𝒂𝒂𝟐𝟐 − 𝒂𝒂𝟏𝟏，則數列為 1 次穩定。 

【證明】原始數列三數𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, 𝑎𝑎3(𝑎𝑎1 < 𝑎𝑎2 < 𝑎𝑎3)，m0 = 𝑎𝑎2 

若𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2 = 𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1，即𝑎𝑎3 − m0 = m0 − 𝑎𝑎1 

則依據𝑀𝑀2 = m1運算規則 

⟹ 𝑥𝑥1 =
1
N

[(N + 3)m0 − (𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎3)] =
1
N

[Nm0 + (m0 − 𝑎𝑎1) − (𝑎𝑎3 − m0)] = m0 

∴ m1 = 𝑎𝑎2 

依據𝑀𝑀3 = m2，可得𝑥𝑥2 = 𝑥𝑥1。重複相同運算，可得𝑥𝑥1 = 𝑥𝑥2 = 𝑥𝑥3 = ⋯ = m0。 

故數列為1次穩定，且穩定值為m0。 

性質二、在原始數列三數為𝒂𝒂𝟏𝟏,𝒂𝒂𝟐𝟐,𝒂𝒂𝟑𝟑(𝒂𝒂𝟏𝟏 < 𝒂𝒂𝟐𝟐 < 𝒂𝒂𝟑𝟑)，在每一次加入偶數 N 個相同數下，若

𝒂𝒂𝟑𝟑 − 𝒂𝒂𝟐𝟐 > 𝒂𝒂𝟐𝟐 − 𝒂𝒂𝟏𝟏，則數列中位數{𝐦𝐦𝒌𝒌}𝒌𝒌=𝟎𝟎∞ 為單調遞減數列；反之則為單調遞增數列。 

【證明】 

依據𝑀𝑀𝑘𝑘+1 =
N∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑘𝑘

𝑖𝑖=1 + N𝑥𝑥𝑘𝑘+1 + (𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎3)
N(𝑘𝑘 + 1) + 3

= m𝑘𝑘 

⟹ 𝑥𝑥𝑘𝑘+1 =
1
N �(N𝑘𝑘 + N + 3)m𝑘𝑘 − N�𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑘𝑘

𝑖𝑖=1

− (𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎3)� 

𝑥𝑥1 =
1
N

[(N + 3)m0 − (𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎3)] =
(N + 2)𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎3

N
= 𝑎𝑎2 +

(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1) − (𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2)
N

< 𝑎𝑎2 

利用數學歸納法證明: 

1. m1 < m0恆成立 

當𝑥𝑥1 ≥ 𝑎𝑎1時，m1 = 𝑥𝑥1 < 𝑎𝑎2 = m0；當𝑥𝑥1 < 𝑎𝑎1時，若N = 2，則m1 = 𝑎𝑎1 < 𝑎𝑎2 = m0。若

N > 2，則m1 = 𝑥𝑥1 < 𝑎𝑎2 = m0。 

2. 假設m𝑘𝑘 < m𝑘𝑘−1(𝑘𝑘 > 1)成立 

3. 證明m𝑘𝑘+1 < m𝑘𝑘亦成立 

∵ 𝑀𝑀𝑘𝑘 =
N∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎3𝑘𝑘

𝑖𝑖=1

N𝑘𝑘 + 3
= m𝑘𝑘−1 
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⟹ 𝑥𝑥𝑘𝑘+1 =
1
N �(N𝑘𝑘 + N + 3)m𝑘𝑘 − N�𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑘𝑘

𝑖𝑖=1

− (𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎3)� 

=
1
N

[(N𝑘𝑘 + N + 3)m𝑘𝑘 − (N𝑘𝑘 + 3)m𝑘𝑘−1] =
1
N

[Nm𝑘𝑘 + (N𝑘𝑘 + 3)(m𝑘𝑘 − m𝑘𝑘−1)] < m𝑘𝑘 

∴ m𝑘𝑘+1 < m𝑘𝑘，∀k ∈ Ν，故數列中位數{m𝑘𝑘}𝑘𝑘=0∞ 為單調遞減數列。 

性質三、在原始數列三數為𝒂𝒂𝟏𝟏,𝒂𝒂𝟐𝟐,𝒂𝒂𝟑𝟑，每一次加入偶數 N 個相同數時，若 k 為最小正整數

使得𝐦𝐦𝒌𝒌 = 𝐦𝐦𝒌𝒌−𝟏𝟏時，則數列為𝒌𝒌 + 𝟏𝟏次穩定 

【證明】由𝑀𝑀𝑘𝑘 = m𝑘𝑘−1運算規則 

∵ 𝑀𝑀𝑘𝑘 =
1

N𝑘𝑘 + 3�
N�𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑘𝑘

𝑖𝑖=1

+ 𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎3� = m𝑘𝑘−1 

且𝑀𝑀𝑘𝑘+1 =
1

N𝑘𝑘 + N + 3�
N�𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑘𝑘+1

𝑖𝑖=1

+ 𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎3� = m𝑘𝑘 

若m𝑘𝑘 = m𝑘𝑘−1，則𝑥𝑥𝑘𝑘+1 = 1
N

[(N𝑘𝑘 + N + 3)m𝑘𝑘 − (N𝑘𝑘 + 3)m𝑘𝑘−1] = m𝑘𝑘。 

即新加入的數是中位數m𝑘𝑘。所以可得m𝑘𝑘+1 = m𝑘𝑘，這又導致𝑥𝑥𝑘𝑘+2 = m𝑘𝑘+1，故𝑥𝑥𝑘𝑘+2 = 𝑥𝑥𝑘𝑘+1。

重複上述作法，可得𝑥𝑥𝑘𝑘+1+ℓ = 𝑥𝑥𝑘𝑘+1，∀ℓ ∈ Ν，故數列為 k+1 次穩定。 

 

性質四、假設兩數列𝒂𝒂𝟏𝟏,𝒂𝒂𝟐𝟐,𝒂𝒂𝟑𝟑(𝒂𝒂𝟏𝟏 < 𝒂𝒂𝟐𝟐 < 𝒂𝒂𝟑𝟑)與𝒃𝒃𝟏𝟏,𝒃𝒃𝟐𝟐,𝒃𝒃𝟑𝟑(𝒃𝒃𝟏𝟏 < 𝒃𝒃𝟐𝟐 < 𝒃𝒃𝟑𝟑)，滿足
𝒂𝒂𝟑𝟑−𝒂𝒂𝟐𝟐
𝒂𝒂𝟐𝟐−𝒂𝒂𝟏𝟏

= 𝒃𝒃𝟑𝟑−𝒃𝒃𝟐𝟐
𝒃𝒃𝟐𝟐−𝒃𝒃𝟏𝟏

， 

若在一次加入偶數 N 個相同的數，前者所得之 M&m 數列為 n 次穩定，則後者所得之 M&m

數列亦為 n 次穩定 

【證明】設原始數列三數𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, 𝑎𝑎3經過𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝑞𝑞線性轉 換後，得到新原始數列

𝑏𝑏1, 𝑏𝑏2, 𝑏𝑏3分別為𝑝𝑝𝑎𝑎1 + 𝑞𝑞,𝑝𝑝𝑎𝑎2 + 𝑞𝑞,𝑝𝑝𝑎𝑎3 + 𝑞𝑞。  

∵ (𝑝𝑝𝑎𝑎3 + 𝑞𝑞) − (𝑝𝑝𝑎𝑎2 + 𝑞𝑞): (𝑝𝑝𝑎𝑎2 + 𝑞𝑞) − (𝑝𝑝𝑎𝑎1 + 𝑞𝑞) = 𝑝𝑝(𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2):𝑝𝑝(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1) = 𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2:𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1 

∴原始數列差距比不受線性轉換影響而改變。 

依據𝑀𝑀𝑘𝑘+1 = m𝑘𝑘 ⟹ 𝑥𝑥𝑘𝑘+1 =
1
N

[(N𝑘𝑘 + N + 3)m𝑘𝑘 − N�𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑘𝑘

𝑖𝑖=1

− (𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎3)] 

則𝑥𝑥1 =
1
N

[(N + 3)𝑚𝑚0 − (𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎3)] =
1
N

[(N + 3)𝑎𝑎2 − (𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎3)] 
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⟹ 𝑦𝑦1 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥1) =
1
N

[(N + 3)(𝑝𝑝𝑎𝑎2 + 𝑞𝑞) − (𝑝𝑝𝑎𝑎1 + 𝑞𝑞 + 𝑝𝑝𝑎𝑎2 + 𝑞𝑞 + 𝑝𝑝𝑎𝑎3 + 𝑞𝑞)] =
1
N

(𝑝𝑝𝑥𝑥1 + 𝑞𝑞) 

∴新數列與原數列有相同的線性變化關係，且存在𝑦𝑦𝑘𝑘 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑘𝑘) = 𝑝𝑝𝑥𝑥𝑘𝑘 + 𝑞𝑞的線性關係。 

若原數列為𝑘𝑘 + 1次穩定，則由性質三得知m𝑘𝑘 = m𝑘𝑘−1 ⇒ 𝑀𝑀𝑘𝑘+1 = 𝑀𝑀𝑘𝑘 

⇒
1

N𝑘𝑘 + N + 3
(�𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎3)
𝑘𝑘+1

𝑖𝑖=1

=
1

N𝑘𝑘 + 3
(�𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎3)
𝑘𝑘

𝑖𝑖=1

 

⇒ N(�𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎3)
𝑘𝑘

𝑖𝑖=1

= (N𝑘𝑘 + 3)𝑥𝑥𝑘𝑘+1 

然而在新數列中，我們發現 

𝑀𝑀′
𝑘𝑘 =

𝑝𝑝�N∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎3𝑘𝑘
𝑖𝑖=1 � + (N𝑘𝑘 + 3)𝑞𝑞

N𝑘𝑘 + 3
=
𝑝𝑝(N𝑘𝑘 + 3)𝑥𝑥𝑘𝑘+1 + (N𝑘𝑘 + 3)𝑞𝑞

N𝑘𝑘 + 3
= 𝑝𝑝𝑥𝑥𝑘𝑘+1 + 𝑞𝑞 = m𝑘𝑘−1

′  

𝑀𝑀′
𝑘𝑘+1 =

𝑝𝑝�N∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎3𝑘𝑘+1
𝑖𝑖=1 � + (N𝑘𝑘 + N + 3)𝑞𝑞

N𝑘𝑘 + N + 3
=
𝑝𝑝(N𝑘𝑘 + N + 3)𝑥𝑥𝑘𝑘+1 + (N𝑘𝑘 + N + 3)𝑞𝑞

N𝑘𝑘 + N + 3
 

= 𝑝𝑝𝑥𝑥𝑘𝑘+1 + 𝑞𝑞 = m𝑘𝑘
′  

∵ m𝑘𝑘
′ = m𝑘𝑘−1

′  

∴新數列與原數列的穩定次數皆為𝑘𝑘 + 1次，且穩定值𝑄𝑄𝑘𝑘+1′ = 𝑓𝑓(𝑄𝑄𝑘𝑘+1) = 𝑝𝑝𝑄𝑄𝑘𝑘+1 + 𝑞𝑞。 

(一) 每一次加入偶數 N 個相同數，數列的穩定次數和穩定值之規律 

研究 1-1-1、N=2，原數列為𝒂𝒂𝟏𝟏,𝒂𝒂𝟐𝟐,𝒂𝒂𝟑𝟑之情形 

發現原數列𝑎𝑎1，𝑎𝑎2，𝑎𝑎3，在每一次加入 2 個相同數下，數列的穩定次數取決於𝑥𝑥1的位置，穩 

定值受到𝑥𝑥1、𝑥𝑥2的影響。 

  𝑎𝑎1  𝑎𝑎2  𝑎𝑎3  

        

1. 若𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2 = 𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1，則𝑥𝑥1 = 𝑎𝑎2，即𝑥𝑥1落在○4 ，數列為 1 次穩定，穩定值𝑄𝑄1 = 𝑥𝑥1。 

2. 若𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2 ≠ 𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1，則𝑥𝑥1落在的位置可能為○1 ○2 ○3 ○5 ○6 ○7 ，共 6 種可能。 

(1) 若𝑥𝑥1落在○2 ○3 ○5 ○6 ，則m1 = 𝑥𝑥1 

由性質二可知m2 = m1 = 𝑥𝑥1，再根據性質三，求得數列為 2+1=3 次穩定，且穩定值

𝑄𝑄3 = 𝑥𝑥1。 

1 2 3 4 5 6 7 𝑥𝑥1位置 
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(2) 若𝑥𝑥1落在○1 ，則m1 = 𝑎𝑎1。此時，𝑥𝑥2會有兩種可能： 

當𝑥𝑥2 < 𝑥𝑥1，則由性質二可知m3 = m2 = 𝑥𝑥1，再根據性質三，求得數列為 3+1=4 次穩

定，且穩定值𝑄𝑄4 = 𝑥𝑥1。 

當𝑥𝑥1 ≤ 𝑥𝑥2 < 𝑎𝑎1，則由性質二可知m3 = m2 = 𝑥𝑥2，再根據性質三，求得數列為 3+1=4

次穩定，且穩定值𝑄𝑄4 = 𝑥𝑥2。 

(3) 若𝑥𝑥1落在○7 ，則m1 = 𝑎𝑎3。此時，𝑥𝑥2會有兩種可能： 

當𝑥𝑥2 > 𝑥𝑥1，則由性質二可知m3 = m2 = 𝑥𝑥1，再根據性質三，求得數列為 3+1=4 次穩

定，且穩定值𝑄𝑄4 = 𝑥𝑥1。 

當𝑎𝑎3 < 𝑥𝑥2 ≤ 𝑥𝑥1，則由性質二可知m3 = m2 = 𝑥𝑥2，再根據性質三，求得數列為 3+1=4

次穩定，且穩定值𝑄𝑄4 = 𝑥𝑥2。 

說明我們依據原數列三數間的差距情形，將討論步驟做了分類，如圖 4-3 所示： 

 
圖 4-3 原數列𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3每一次加入 2 個相同數之步驟 

1. 考慮𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, 𝑎𝑎3(𝑎𝑎1 = 𝑎𝑎2 < 𝑎𝑎3) 

設𝑎𝑎1 = 𝑎𝑎2 = 𝑎𝑎，此時m0 = 𝑎𝑎 

𝑥𝑥1 =
1
2

(5𝑎𝑎 − 𝑎𝑎 − 𝑎𝑎 − 𝑎𝑎3) =
3𝑎𝑎 − 𝑎𝑎3

2
= 𝑎𝑎 +

𝑎𝑎 − 𝑎𝑎3
2

< 𝑎𝑎 ⇒
3𝑎𝑎 − 𝑎𝑎3

2
,
3𝑎𝑎 − 𝑎𝑎3

2
,𝑎𝑎, 𝑎𝑎,𝑎𝑎3 

∴ m1 = 𝑎𝑎 = m0，根據性質三，故數列為 2 次穩定，且穩定值𝑄𝑄2 = 𝑎𝑎1。 
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2. 考慮𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, 𝑎𝑎3(𝑎𝑎1 < 𝑎𝑎2 < 𝑎𝑎3)，若𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2 = 𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1 

根據性質一，故數列為 1 次穩定，且穩定值𝑄𝑄1 = 𝑎𝑎2。 

3. 考慮𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, 𝑎𝑎3(𝑎𝑎1 < 𝑎𝑎2 < 𝑎𝑎3)，若𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2 > 𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1 

則由性質二得知𝑥𝑥1 < 𝑎𝑎2 = m0，此時𝑥𝑥1會有下列三種情況： 

(1) 𝑎𝑎1 < 𝑥𝑥1 < 𝑎𝑎2，此時數列為𝑎𝑎1, 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥1, 𝑎𝑎2, 𝑎𝑎3 

∵中位數為單調遞減數列且由性質三可知m2 = m1 = 𝑥𝑥1 

∴數列穩定次數為 2+1=3 次，且穩定值𝑄𝑄3 = m2 = 𝑥𝑥1。 

(2) 𝑥𝑥1 = 𝑎𝑎1，此時數列為𝑎𝑎1, 𝑎𝑎1,𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, 𝑎𝑎3 

同理，因為m2 = m1 = 𝑎𝑎1，所以數列為 2+1=3 次穩定，且穩定值𝑄𝑄3 = m2 = 𝑥𝑥1。 

(3) 𝑥𝑥1 < 𝑎𝑎1，此時數列為𝑥𝑥1, 𝑥𝑥1, 𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3 

同理，因為m3 = m2 = 𝑥𝑥1，所以數列為 3+1=4 次穩定。 

接下來，我們將上述的三種情況進一步透過不等式，來探討數列間的差距範圍大小對穩定值

有何影響？ 

○1 𝑎𝑎1 < 𝑥𝑥1 < 𝑎𝑎2，此時數列為𝑎𝑎1, 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥1, 𝑎𝑎2, 𝑎𝑎3 

⇒ 𝑥𝑥1 =
4𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎3

2
 

⇒ 𝑎𝑎1 <
4𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎3 

2
⇒ 2𝑎𝑎1 < 4𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎3 ⇒ 3𝑎𝑎1 < 4𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎3  ⇒ 𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2 < 3(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1) 

綜合(1)和○1 的結果，我們得知當數列間的差距在𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2 < 3(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1)的情況下，數列為 3 

次穩定，且穩定值𝑄𝑄3 =
4𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎3

2
= 𝑥𝑥1。 

○2 𝑥𝑥1 = 𝑎𝑎1，此時數列為𝑎𝑎1, 𝑎𝑎1,𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, 𝑎𝑎3 

同理可知，當數列間的差距在𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2 = 3(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1)的情況下，數列為 3 次穩定，且穩定值 

𝑄𝑄3 =
4𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎3

2
= 𝑥𝑥1。 

○3 𝑥𝑥1 < 𝑎𝑎1，此時數列為𝑥𝑥1, 𝑥𝑥1, 𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3 

⇒
4𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎3 

2
< 𝑎𝑎1  ⇒ 𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2 > 3(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1) 

⇒ 𝑥𝑥2 =
1
2

(7𝑎𝑎1 − 5𝑎𝑎2) <
1
2

(7𝑎𝑎1 − 5𝑎𝑎1) = 𝑎𝑎1 

此時𝑥𝑥2會有下列三種情況： 
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i. 𝑥𝑥1 < 𝑥𝑥2 < 𝑎𝑎1，此時數列為𝑥𝑥1, 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥2,𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, 𝑎𝑎3 

⇒
4𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎3

2
<

7𝑎𝑎1 − 5𝑎𝑎2
2

⇒ 9𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎3 < 8𝑎𝑎1 ⇒ 𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2 > 8(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1) 

∵ m3 = m2 = 𝑥𝑥2  ∴穩定值𝑄𝑄4 = 𝑥𝑥2 =
7𝑎𝑎1 − 5𝑎𝑎2

2
 

ii. 𝑥𝑥2 = 𝑥𝑥1，此時數列為𝑥𝑥1, 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥1,𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, 𝑎𝑎3 

⇒ 𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2 = 8(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1) 

∵ m3 = m2 = 𝑥𝑥1  ∴ 穩定值𝑄𝑄4 = 𝑥𝑥1 =
4𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎3 

2
 

iii. 𝑥𝑥2 < 𝑥𝑥1，此時數列為𝑥𝑥2, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥1,𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, 𝑎𝑎3 

⇒ 𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2 < 8(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1) 

∵ m3 = m2 = 𝑥𝑥1  ∴ 穩定值𝑄𝑄4 = 𝑥𝑥1 =
4𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎3 

2
 

研究 1-1-2、N=4，原數列為𝒂𝒂𝟏𝟏,𝒂𝒂𝟐𝟐,𝒂𝒂𝟑𝟑之情形 

發現一加入的第一組相同數字𝑥𝑥1即為新數列的中位數m1，如圖 4-4 所示。 

 
發現二原數列𝑎𝑎1，𝑎𝑎2，𝑎𝑎3，在每一次加入 4 個相同數下，當數列原始中位數與左、右兩邊數 

字差距相等為 1 次穩定，且穩定值為m0；其餘皆為 3 次穩定，且穩定值為𝑥𝑥1。 

說明 

1. 考慮𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, 𝑎𝑎3(𝑎𝑎1 = 𝑎𝑎2 < 𝑎𝑎3) 

設𝑎𝑎1 = 𝑎𝑎2 = 𝑎𝑎，此時m0 = 𝑎𝑎 

𝑥𝑥1 =
1
4

(7𝑎𝑎 − 𝑎𝑎 − 𝑎𝑎 − 𝑎𝑎3) =
5𝑎𝑎 − 𝑎𝑎3

4
= 𝑎𝑎 +

𝑎𝑎 − 𝑎𝑎3
4

< 𝑎𝑎 ⇒ 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥1, 𝑎𝑎, 𝑎𝑎, 𝑎𝑎3， ∴ m1 = 𝑥𝑥1。 

𝑥𝑥2 =
1
4

[11𝑥𝑥1 − (𝑎𝑎 + 𝑎𝑎+𝑎𝑎3 + 4𝑥𝑥1)] =
27𝑎𝑎 − 11𝑎𝑎3

16
 

∵ 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1 =
7𝑎𝑎 − 7𝑎𝑎3

16
=

7
16

(𝑎𝑎 − 𝑎𝑎3) < 0 ∴ 𝑥𝑥2 < 𝑥𝑥1 ⇒ 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥1,𝑎𝑎, 𝑎𝑎,𝑎𝑎3 

∴ m2 = 𝑥𝑥1 = m1，根據性質三，故數列為 3 次穩定，且穩定值𝑄𝑄3 =
5𝑎𝑎 − 𝑎𝑎3

4
= 𝑥𝑥1。 

𝑥𝑥1  𝑥𝑥1  𝑥𝑥1  𝑥𝑥1  𝑎𝑎1 

 

𝑎𝑎2 

 

𝑎𝑎3 

中位數m1 = 𝑥𝑥1 

𝑎𝑎1 

 

𝑥𝑥1  𝑥𝑥1  𝑥𝑥1  𝑥𝑥1  𝑎𝑎2 

 

𝑎𝑎3 

 

圖 4-4 原數列𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3第一次加入 4 個相同數後的新數列中位數 
 

𝑥𝑥1  

中位數m1 = 𝑥𝑥1 



11 
 

2. 考慮𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, 𝑎𝑎3(𝑎𝑎1 < 𝑎𝑎2 < 𝑎𝑎3)，若𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2 = 𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1 

根據性質一，故數列為 1 次穩定，且穩定值𝑄𝑄1 = 𝑎𝑎2。 

3. 考慮𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, 𝑎𝑎3(𝑎𝑎1 < 𝑎𝑎2 < 𝑎𝑎3)，若𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2 > 𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1 

則由性質二得知𝑥𝑥1 < 𝑎𝑎2 = m0，此時𝑥𝑥1會有下列三種情況： 

(1) 𝑎𝑎1 < 𝑥𝑥1 < 𝑎𝑎2，此時數列為𝑎𝑎1, 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3 

∵中位數為單調遞減數列，且在一次加入 4 個相同數時，使得新中位數向原數列中位數左

移 2 個數字，可知m2 = m1 = 𝑥𝑥1。 

∴由性質三可推得數列穩定次數為 2+1=3 次，且穩定值𝑄𝑄3 = m2 = 𝑥𝑥1。 

(2) 𝑥𝑥1 = 𝑎𝑎1，此時數列為𝑎𝑎1, 𝑎𝑎1,𝑎𝑎1, 𝑎𝑎1,𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, 𝑎𝑎3 

同理，因為m2 = m1 = 𝑎𝑎1，所以數列為 2+1=3 次穩定，且穩定值𝑄𝑄3 = m2 = 𝑥𝑥1。 

(3) 𝑥𝑥1 < 𝑎𝑎1，此時數列為𝑥𝑥1, 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥1, 𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3 

同理，因為m2 = m1 = 𝑥𝑥1，所以數列為 2+1=3 次穩定，且穩定值𝑄𝑄3 = m2 = 𝑥𝑥1。 

接下來，我們將上述的三種情況進一步透過不等式，來探討數列間的差距範圍大小對穩定值

有何影響？ 

○1 𝑎𝑎1 < 𝑥𝑥1 < 𝑎𝑎2，此時數列為𝑎𝑎1, 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3 

⇒ 𝑥𝑥1 =
6𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎3

4
 

⇒ 𝑎𝑎1 <
6𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎3

4
⇒ 4𝑎𝑎1 < 6𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎3 ⇒ 5𝑎𝑎1 < 6𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎3  ⇒ 𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2 < 5(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1) 

綜合(1)和○1 的結果，我們得知當數列間的差距在𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2 < 5(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1)的情況下，數列為 3 

次穩定，且穩定值𝑄𝑄3 =
6𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎3

4
= 𝑥𝑥1。 

○2 𝑥𝑥1 = 𝑎𝑎1，此時數列為𝑎𝑎1, 𝑎𝑎1,𝑎𝑎1, 𝑎𝑎1,𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, 𝑎𝑎3 

同理可知，當數列間的差距在𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2 = 5(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1)的情況下，數列為 3 次穩定，且穩定值 

𝑄𝑄3 =
6𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎3

4
= 𝑎𝑎1 = 𝑥𝑥1。 

○3 𝑥𝑥1 < 𝑎𝑎1，此時數列為𝑥𝑥1, 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥1, 𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3 

同理，當𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2 > 5(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1)的情況下，數列為 3 次穩定，且穩定值𝑄𝑄3 =
6𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎3

4

= 𝑥𝑥1。 
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研究 1-1-3、N=6，原數列為𝒂𝒂𝟏𝟏,𝒂𝒂𝟐𝟐,𝒂𝒂𝟑𝟑之情形 

發現原數列𝑎𝑎1，𝑎𝑎2，𝑎𝑎3，在每一次加入 6 個相同數下，當數列原始中位數與左、右兩邊數字 

差距相等為 1 次穩定，且穩定值為m0；其餘皆為 3 次穩定，且穩定值為𝑥𝑥1，與每一次加

入 4 個相同數的結果一致。 

說明 

1. 原數列𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, 𝑎𝑎3(𝑎𝑎1 = 𝑎𝑎2 < 𝑎𝑎3) 

數列為 3 次穩定，且穩定值𝑄𝑄3 =
7𝑎𝑎 − 𝑎𝑎3

6
= 𝑥𝑥1。 

2. 原數列𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, 𝑎𝑎3(𝑎𝑎1 < 𝑎𝑎2 < 𝑎𝑎3)，且𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2 = 𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1 

數列為1次穩定，且穩定值𝑄𝑄1 = 𝑎𝑎2 = m0。 

3. 原數列𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3(𝑎𝑎1 < 𝑎𝑎2 < 𝑎𝑎3)，且𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2 > 𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1 

(1) 若𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2 < 7(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1)，則𝑎𝑎1 < 𝑥𝑥1 < 𝑎𝑎2 

數列為 3 次穩定，且穩定值𝑄𝑄3 =
8𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎3

6
= 𝑥𝑥1。 

(2) 若𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2 = 7(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1)，則𝑥𝑥1 = 𝑎𝑎1 

數列為3次穩定，穩定值𝑄𝑄3 = 𝑎𝑎1 = 𝑥𝑥1。 

(3) 若𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2 > 7(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1)，則𝑥𝑥1 < 𝑎𝑎1 

數列為 3 次穩定，且穩定值𝑄𝑄3 =
8𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎3

6
= 𝑥𝑥1。 

 
研究 1-2-1、N=2，原數列為𝒂𝒂𝟏𝟏,𝒂𝒂𝟐𝟐,𝒂𝒂𝟑𝟑,𝒂𝒂𝟒𝟒,𝒂𝒂𝟓𝟓之情形 

發現原數列𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3,𝑎𝑎4,𝑎𝑎5在每一次加入 2 個相同數下，數列的穩定次數取決於𝑥𝑥1、𝑥𝑥2的位置， 

穩定值受到𝑥𝑥1、𝑥𝑥2、𝑥𝑥3的影響。 

  𝑎𝑎1  𝑎𝑎2  𝑎𝑎3 
 𝑎𝑎4  𝑎𝑎5  

         
 

  

1. 若(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1) + 2(𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2) = (𝑎𝑎5 − 𝑎𝑎4) + 2(𝑎𝑎4 − 𝑎𝑎3)，則𝑥𝑥1 = 𝑎𝑎3，即𝑥𝑥1落在○6 ，數列為

1 次穩定，穩定值𝑄𝑄1 = 𝑥𝑥1。 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 𝑥𝑥1位置 
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2. 若(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1) + 2(𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2) ≠ (𝑎𝑎5 − 𝑎𝑎4) + 2(𝑎𝑎4 − 𝑎𝑎3)，則𝑥𝑥1落在的位置可能為 ○1 ○2 ○3 ○4

○5 ○7 ○8 ○9 ○10 ○11 ，共 10 種可能。 

(1) 若𝑥𝑥1落在○4 ○5 ○7 ○8 ，則m1 = 𝑥𝑥1 

由性質二可知m2 = m1 = 𝑥𝑥1，再根據性質三，求得數列為 2+1=3 次穩定，且穩定值

𝑄𝑄3 = 𝑥𝑥1。 

(2) 若𝑥𝑥1落在○2 ○3 ○9 ○10 ，則m1 = 𝑎𝑎2或m1 = 𝑎𝑎4。 

由性質二可知，𝑥𝑥2落在的位置可能為○1 ○2 ○3 ○9 ○10 ○11 ，共 6 種可能。 

i. 當𝑥𝑥2落在○2 ○3 ○9 ○10，則由性質二可知m3 = m2 = 𝑥𝑥1或𝑥𝑥2，再根據性質三，求得數列

為 3+1=4 次穩定，且穩定值𝑄𝑄4 = 𝑥𝑥1或𝑥𝑥2。 

ii. 當𝑥𝑥2落在○1 ○11，則由性質二可知m3 = m2 = 𝑥𝑥1，再根據性質三，求得數列為 3+1=4

次穩定，且穩定值𝑄𝑄4 = 𝑥𝑥1。 

(3) 若𝑥𝑥1落在○1 ○11 ，則m1 = 𝑎𝑎2或m1 = 𝑎𝑎4。 

由性質二可知，𝑥𝑥2落在的位置可能為○1 ○2 ○3 ○9 ○10 ○11 ，共 6 種可能。 

i. 當𝑥𝑥2落在 ○2 ○3 ○9 ○10 ，則由性質二可知m3 = m2 = 𝑥𝑥2，再根據性質三，求得數列為

3+1=4 次穩定，且穩定值𝑄𝑄4 = 𝑥𝑥2。 

ii. 當𝑥𝑥2落在○1 ○11 ，則m2 = 𝑎𝑎1或m2 = 𝑎𝑎5。此時，𝑥𝑥3會有兩種可能： 

當𝑥𝑥3 > 𝑥𝑥2或𝑥𝑥3 < 𝑥𝑥2，則由性質二可知m4 = m3 = 𝑥𝑥1或𝑥𝑥2，再根據性質三，求得數

列為 4+1=5 次穩定，且穩定值𝑄𝑄5 = 𝑥𝑥1或𝑥𝑥2。 

當𝑎𝑎5 < 𝑥𝑥3 ≤ 𝑥𝑥2或𝑥𝑥2 ≤ 𝑥𝑥3 < 𝑎𝑎1，則由性質二可知m4 = m3 = 𝑥𝑥3，再根據性質三，求

得數列為 4+1=5 次穩定，且穩定值𝑄𝑄5 = 𝑥𝑥3。 

說明 

    我們更進一步嘗試將原數列個數延伸至五數，探討原數列為𝑎𝑎1 ,𝑎𝑎2 ,𝑎𝑎3 ,𝑎𝑎4 ,𝑎𝑎5時，在每一次

固定加入 2、4，甚至是 6 個以上的相同數後，數列的穩定情形是否也存在一定的規則？ 

    然而，當原數列為五個數時，數列間的差距大小及原數列的分類狀況相較於原數列三個

數更顯複雜，其所需討論的情況高達上千種。礙於篇幅的關係，我們依據原數列相同數字個

數（原數列 4 個數相同、3 個數相同、2 組 2 個數相同、2 個數相同及原數列 5 數皆不相同），

對原數列所有可能情況進行分類，並透過原數列中位數與左、右兩邊數字差距和之關係及性
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質一至性質三，來推得數列穩定次數及穩定條件如下： 

1. 數列𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3,𝑎𝑎4,𝑎𝑎5為一次穩定(原數列中位數與左、右兩邊數字差距和相等) 

(1) 𝑎𝑎2 = 𝑎𝑎3 = 𝑎𝑎4 = 𝑎𝑎時，即原數列為𝑎𝑎1,𝑎𝑎,𝑎𝑎,𝑎𝑎,𝑎𝑎5，穩定條件為𝑎𝑎 − 𝑎𝑎1 = 𝑎𝑎5 − 𝑎𝑎  

(2) 𝑎𝑎2 = 𝑎𝑎3 = 𝑎𝑎，𝑎𝑎4 = 𝑎𝑎5 = 𝑏𝑏時，即原數列為𝑎𝑎1,𝑎𝑎,𝑎𝑎,𝑏𝑏,𝑏𝑏，穩定條件為𝑎𝑎 − 𝑎𝑎1 = 2(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎) 

(3) 𝑎𝑎1 = 𝑎𝑎2 = 𝑎𝑎，𝑎𝑎4 = 𝑎𝑎5 = 𝑏𝑏時，即原數列為𝑎𝑎,𝑎𝑎,𝑎𝑎3,𝑏𝑏,𝑏𝑏，穩定條件為𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎 = 𝑏𝑏 − 𝑎𝑎3 

(4) 𝑎𝑎3 = 𝑎𝑎4 = 𝑎𝑎，即原數列為𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎,𝑎𝑎,𝑎𝑎5，穩定條件為(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1) + 2(𝑎𝑎 − 𝑎𝑎2) = 𝑎𝑎5 − 𝑎𝑎 

(5) 𝑎𝑎4 = 𝑎𝑎5 = 𝑎𝑎，即原數列為𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3,𝑎𝑎,𝑎𝑎，穩定條件為(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1) + 2(𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2) = 2(𝑎𝑎 − 𝑎𝑎3) 

(6) 原數列𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3,𝑎𝑎4,𝑎𝑎5，穩定條件為(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1) + 2(𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2) = (𝑎𝑎5 − 𝑎𝑎4) + 2(𝑎𝑎4 − 𝑎𝑎3) 

2. 數列𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3,𝑎𝑎4,𝑎𝑎5為二次穩定(m1 = m0) 

(1) 𝑎𝑎2 = 𝑎𝑎3 = 𝑎𝑎4 = 𝑎𝑎5 = 𝑎𝑎時，即原數列𝑎𝑎1,𝑎𝑎,𝑎𝑎,𝑎𝑎,𝑎𝑎 

(2) 𝑎𝑎1 = 𝑎𝑎2 = 𝑎𝑎，𝑎𝑎3 = 𝑎𝑎4 = 𝑎𝑎5 = 𝑏𝑏時，即原數列𝑎𝑎,𝑎𝑎,𝑏𝑏,𝑏𝑏, 𝑏𝑏 

(3) 𝑎𝑎3 = 𝑎𝑎4 = 𝑎𝑎5 = 𝑎𝑎時，即原數列𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎,𝑎𝑎,𝑎𝑎 

(4) 𝑎𝑎2 = 𝑎𝑎3 = 𝑎𝑎4 = 𝑎𝑎時，即原數列𝑎𝑎1,𝑎𝑎,𝑎𝑎,𝑎𝑎,𝑎𝑎5，穩定條件為𝑎𝑎 − 𝑎𝑎1 ≠ 𝑎𝑎5 − 𝑎𝑎 

(5) 𝑎𝑎2 = 𝑎𝑎3 = 𝑎𝑎，𝑎𝑎4 = 𝑎𝑎5 = 𝑏𝑏時，即原數列為𝑎𝑎1,𝑎𝑎,𝑎𝑎,𝑏𝑏,𝑏𝑏，穩定條件為𝑎𝑎 − 𝑎𝑎1 < 2(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎) 

(6) 𝑎𝑎3 = 𝑎𝑎4 = 𝑎𝑎，即原數列為𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎,𝑎𝑎,𝑎𝑎5，穩定條件為(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1) + 2(𝑎𝑎 − 𝑎𝑎2) > 𝑎𝑎5 − 𝑎𝑎 

3. 數列𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3,𝑎𝑎4,𝑎𝑎5為三次穩定(m2 = m1) 

(1) 𝑎𝑎2 = 𝑎𝑎3 = 𝑎𝑎，𝑎𝑎4 = 𝑎𝑎5 = 𝑏𝑏時，即原數列為𝑎𝑎1,𝑎𝑎,𝑎𝑎,𝑏𝑏,𝑏𝑏，穩定條件為𝑎𝑎 − 𝑎𝑎1 > 2(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎) 

(2) 𝑎𝑎1 = 𝑎𝑎2 = 𝑎𝑎，𝑎𝑎4 = 𝑎𝑎5 = 𝑏𝑏時，即原數列為𝑎𝑎,𝑎𝑎,𝑎𝑎3,𝑏𝑏,𝑏𝑏，穩定條件為𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎 ≠ 𝑏𝑏 − 𝑎𝑎3 

(3) 𝑎𝑎3 = 𝑎𝑎4 = 𝑎𝑎，即原數列為𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎,𝑎𝑎,𝑎𝑎5，穩定條件為(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1) + 2(𝑎𝑎 − 𝑎𝑎2) < 𝑎𝑎5 − 𝑎𝑎且

𝑎𝑎2 ≤ 𝑥𝑥1 < 𝑎𝑎 

(4) 𝑎𝑎4 = 𝑎𝑎5 = 𝑎𝑎，即原數列為𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3,𝑎𝑎,𝑎𝑎，穩定條件為(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1) + 2(𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2) ≠ 2(𝑎𝑎 − 𝑎𝑎3)

且○1 𝑎𝑎2 ≤ 𝑥𝑥1 < 𝑎𝑎3或○2 𝑎𝑎3 < 𝑥𝑥1 ≤ 𝑎𝑎 

(5) 原數列𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3,𝑎𝑎4,𝑎𝑎5，穩定條件為(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1) + 2(𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2) ≠ (𝑎𝑎5 − 𝑎𝑎4) + 2(𝑎𝑎4 − 𝑎𝑎3)且 

○1 𝑎𝑎2 ≤ 𝑥𝑥1 < 𝑎𝑎3或○2 𝑎𝑎3 < 𝑥𝑥1 ≤ 𝑎𝑎4 

4. 數列𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3,𝑎𝑎4,𝑎𝑎5為四次穩定(m3 = m2) 

(1) 𝑎𝑎3 = 𝑎𝑎4 = 𝑎𝑎，即原數列為𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎,𝑎𝑎,𝑎𝑎5，穩定條件為(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1) + 2(𝑎𝑎 − 𝑎𝑎2) < 𝑎𝑎5 − 𝑎𝑎且 

○1 𝑥𝑥1 < 𝑎𝑎1，𝑎𝑎1 ≤ 𝑥𝑥2 < 𝑎𝑎2或○2 𝑎𝑎1 ≤ 𝑥𝑥1 < 𝑎𝑎2 
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(2) 𝑎𝑎4 = 𝑎𝑎5 = 𝑎𝑎，即原數列為𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3,𝑎𝑎,𝑎𝑎，穩定條件為(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1) + 2(𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2) < 2(𝑎𝑎 − 𝑎𝑎3)

且○1 𝑥𝑥1 < 𝑎𝑎1，𝑎𝑎1 ≤ 𝑥𝑥2 < 𝑎𝑎2或○2 𝑎𝑎1 ≤ 𝑥𝑥1 < 𝑎𝑎2 

(3) 原數列𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3,𝑎𝑎4,𝑎𝑎5，穩定條件為(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1) + 2(𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2) ≠ (𝑎𝑎5 − 𝑎𝑎4) + 2(𝑎𝑎4 − 𝑎𝑎3)且

○1 𝑥𝑥1 < 𝑎𝑎1，𝑎𝑎1 ≤ 𝑥𝑥2 < 𝑎𝑎2或○2 𝑎𝑎1 ≤ 𝑥𝑥1 < 𝑎𝑎2或○3 𝑥𝑥1 > 𝑎𝑎5，𝑎𝑎4 < 𝑥𝑥2 ≤ 𝑎𝑎5或○4 𝑎𝑎4 < 𝑥𝑥1 ≤

𝑎𝑎5 

5. 數列𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3,𝑎𝑎4,𝑎𝑎5為五次穩定(m4 = m3) 

(1) 𝑎𝑎3 = 𝑎𝑎4 = 𝑎𝑎，即原數列為𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎,𝑎𝑎,𝑎𝑎5，穩定條件為(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1) + 2(𝑎𝑎 − 𝑎𝑎2) < 𝑎𝑎5 − 𝑎𝑎且

𝑥𝑥1 < 𝑎𝑎1，𝑥𝑥2 < 𝑎𝑎1 

(2) 𝑎𝑎4 = 𝑎𝑎5 = 𝑎𝑎，即原數列為𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3,𝑎𝑎,𝑎𝑎，穩定條件為(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1) + 2(𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2) < 2(𝑎𝑎 − 𝑎𝑎3)

且𝑥𝑥1 < 𝑎𝑎1，𝑥𝑥2 < 𝑎𝑎1 

(3) 原數列𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3,𝑎𝑎4,𝑎𝑎5，穩定條件為(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1) + 2(𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2) ≠ (𝑎𝑎5 − 𝑎𝑎4) + 2(𝑎𝑎4 − 𝑎𝑎3)且 

○1 𝑥𝑥1 < 𝑎𝑎1，𝑥𝑥2 < 𝑎𝑎1或○2 𝑥𝑥1 > 𝑎𝑎5，𝑥𝑥2 > 𝑎𝑎5 

6. 我們以原數列𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎,𝑎𝑎,𝑎𝑎5此型態為例，說明在不同條件下，數列穩定次數介於 1~5 次，並

求得數列的穩定值。 

例一 1 次穩定之條件為(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1) + 2(𝑎𝑎 − 𝑎𝑎2) = 𝑎𝑎5 − 𝑎𝑎 

以原數列1,4,6,6,13，m0 = 6為例。 

∵ (4 − 1) + 2(6 − 4) = 7 = 13 − 6 

∴由研究 2-1 結果可知，原數列1,4,6,6,13為 1 次穩定，且穩定值𝑄𝑄1 = 6。 

例二 2 次穩定之條件為(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1) + 2(𝑎𝑎 − 𝑎𝑎2) > 𝑎𝑎5 − 𝑎𝑎 

以原數列1,3,8,8,12，m0 = 8為例。 

∵ (3 − 1) + 2(8 − 3) > 12 − 8 

∴由性質二可知m1 = m0 = 8，再根據性質三，求得原數列1,3,8,8,12為 2 次穩定，且穩定值

𝑄𝑄2 = 8。 

 

例三 3 次穩定之條件為(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1) + 2(𝑎𝑎 − 𝑎𝑎2) < 𝑎𝑎5 − 𝑎𝑎且𝑎𝑎2 ≤ 𝑥𝑥1 < 𝑎𝑎 

以原數列1,4,6,6,15，m0 = 6為例。 

∵ (4 − 1) + 2(6 − 4) < 15 − 6，∴由性質二可知𝑥𝑥1 < 6 



16 
 

根據𝑀𝑀1 = m0之運算規則 ⇒ 𝑥𝑥1 =
1
2

[7 × 6 − (1 + 4 + 6 + 6 + 15)] = 5 

將數列由小到大排列 1，4，5，5，6，6，15，此時m1 = 5。 

由性質二可知m2 = m1 = 5，再根據性質三，求得原數列1,4,6,6,15為 3 次穩定，且穩定值

𝑄𝑄3 = 5。 

例四 4 次穩定之條件為(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1) + 2(𝑎𝑎 − 𝑎𝑎2) < 𝑎𝑎5 − 𝑎𝑎且○1 𝑥𝑥1 < 𝑎𝑎1，𝑎𝑎1 ≤ 𝑥𝑥2 < 𝑎𝑎2或 

○2 𝑎𝑎1 ≤ 𝑥𝑥1 < 𝑎𝑎2 

(1) 以原數列1,9,11,11,61，m0 = 11為例 

∵ (9 − 1) + 2(11 − 9) < 61 − 11，∴由性質二可知𝑥𝑥1 < 11 

根據𝑀𝑀1 = m0之運算規則 ⇒ 𝑥𝑥1 =
1
2

[7 × 11 − (1 + 9 + 11 + 11 + 61)] = −8 

將數列由小到大排列−8，−8，1，9，11，11，61，此時m1 = 9。 

根據𝑀𝑀2 = m1之運算規則 ⇒ 𝑥𝑥2 =
1
2

[9 × 9 − (−8 − 8 + 1 + 9 + 11 + 11 + 61)] = 𝟐𝟐 

將數列由小到大排列−8，−8，1，𝟐𝟐，𝟐𝟐，9，11，11，61，此時m2 = 2。 

由性質二可知m3 = m2 = 2，再根據性質三，求得原數列1,9,11,11,61為 4 次穩定，且穩定值

𝑄𝑄4 = 2。 

(2) 以原數列1,3,5,5,19，m0 = 5為例 

∵ (3 − 1) + 2(5 − 3) < 19 − 5，∴由性質二可知𝑥𝑥1 < 5 

根據𝑀𝑀1 = m0之運算規則 ⇒ 𝑥𝑥1 =
1
2

[7 × 5 − (1 + 3 + 5 + 5 + 19)] = 1 

將數列由小到大排列1，1，1，3，5，5，19，此時m1 = 3。 

根據𝑀𝑀2 = m1之運算規則 ⇒ 𝑥𝑥2 =
1
2

[9 × 3 − (1 + 1 + 1 + 3 + 5 + 5 + 19)] = −𝟒𝟒 

將數列由小到大排列−𝟒𝟒，−𝟒𝟒，1，1，1，3，5，5，19，此時m2 = 1。 

由性質二可知m3 = m2 = 1，再根據性質三，求得原數列1,3,5,5,19為 4 次穩定，且穩定值

𝑄𝑄4 = 1。 

例五 5 次穩定之條件為(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1) + 2(𝑎𝑎 − 𝑎𝑎2) < 𝑎𝑎5 − 𝑎𝑎且𝑥𝑥1 < 𝑎𝑎1，𝑥𝑥2 < 𝑎𝑎1 

以原數列1,3,7,7,31，m0 = 7為例。 
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∵ (3 − 1) + 2(7 − 3) < 31 − 7，∴由性質二可知𝑥𝑥1 < 7 

根據𝑀𝑀1 = m0之運算規則 ⇒ 𝑥𝑥1 =
1
2

[7 × 7 − (1 + 3 + 7 + 7 + 31)] = 0 

將數列由小到大排列0，0，1，3，7，7，31，此時m1 = 3。 

根據𝑀𝑀2 = m1之運算規則 ⇒ 𝑥𝑥2 =
1
2

[9 × 3 − (1 + 3 + 7 + 7 + 31)] = −𝟏𝟏𝟏𝟏 

將數列由小到大排列−𝟏𝟏𝟏𝟏，−𝟏𝟏𝟏𝟏，0，0，1，3，5，5，19，此時m2 = 1。 

由性質二可知m4 = m3 = 0，再根據性質三，求得原數列1,3,7,7,31為 5 次穩定，且穩定值

𝑄𝑄5 = 0。 

研究 1-2-2、N=4，原數列為𝒂𝒂𝟏𝟏,𝒂𝒂𝟐𝟐,𝒂𝒂𝟑𝟑,𝒂𝒂𝟒𝟒,𝒂𝒂𝟓𝟓之情形 

發現原數列𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3,𝑎𝑎4,𝑎𝑎5在每一次加入 4 個相同數下，數列的穩定次數取決於𝑥𝑥1的位置，穩 

定值受到𝑥𝑥1、𝑥𝑥2的影響。 

說明 

    透過原數列中位數與左、右兩邊數字差距和之關係及性質一至性質三，推得原數列

𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3,𝑎𝑎4,𝑎𝑎5在每一次加入 4 個相同數下，數列穩定次數則介於 1~4 次間。我們將結果整理

如下： 

1. 數列𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3,𝑎𝑎4,𝑎𝑎5為一次穩定(原數列中位數與左、右兩邊數字差距和相等) 

(1) 𝑎𝑎2 = 𝑎𝑎3 = 𝑎𝑎4 = 𝑎𝑎時，即原數列為𝑎𝑎1,𝑎𝑎,𝑎𝑎,𝑎𝑎,𝑎𝑎5，穩定條件為𝑎𝑎 − 𝑎𝑎1 = 𝑎𝑎5 − 𝑎𝑎 

(2) 𝑎𝑎2 = 𝑎𝑎3 = 𝑎𝑎，𝑎𝑎4 = 𝑎𝑎5 = 𝑏𝑏時，即原數列為𝑎𝑎1,𝑎𝑎,𝑎𝑎,𝑏𝑏,𝑏𝑏，穩定條件為𝑎𝑎 − 𝑎𝑎1 = 2(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎) 

(3) 𝑎𝑎1 = 𝑎𝑎2 = 𝑎𝑎，𝑎𝑎4 = 𝑎𝑎5 = 𝑏𝑏時，即原數列為𝑎𝑎,𝑎𝑎,𝑎𝑎3,𝑏𝑏,𝑏𝑏，穩定條件為𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎 = 𝑏𝑏 − 𝑎𝑎3 

(4) 𝑎𝑎3 = 𝑎𝑎4 = 𝑎𝑎，即原數列為𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎,𝑎𝑎,𝑎𝑎5，穩定條件為(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1) + 2(𝑎𝑎 − 𝑎𝑎2) = 𝑎𝑎5 − 𝑎𝑎 

(5) 𝑎𝑎4 = 𝑎𝑎5 = 𝑎𝑎，即原數列為𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3,𝑎𝑎,𝑎𝑎，穩定條件為(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1) + 2(𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2) = 2(𝑎𝑎 − 𝑎𝑎3) 

(6) 原數列𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3,𝑎𝑎4,𝑎𝑎5，穩定條件為(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1) + 2(𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2) = (𝑎𝑎5 − 𝑎𝑎4) + 2(𝑎𝑎4 − 𝑎𝑎3) 

2. 數列𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3,𝑎𝑎4,𝑎𝑎5為二次穩定(m1 = m0) 

(1) 𝑎𝑎2 = 𝑎𝑎3 = 𝑎𝑎4 = 𝑎𝑎5 = 𝑎𝑎時，即原數列𝑎𝑎1,𝑎𝑎,𝑎𝑎,𝑎𝑎,𝑎𝑎 

(2) 𝑎𝑎3 = 𝑎𝑎4 = 𝑎𝑎5 = 𝑎𝑎時，即原數列𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎,𝑎𝑎,𝑎𝑎 

(3) 𝑎𝑎1 = 𝑎𝑎2 = 𝑎𝑎，𝑎𝑎3 = 𝑎𝑎4 = 𝑎𝑎5 = 𝑏𝑏時，即原數列𝑎𝑎,𝑎𝑎,𝑏𝑏,𝑏𝑏, 𝑏𝑏 
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3. 數列𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3,𝑎𝑎4,𝑎𝑎5為三次穩定(m2 = m1) 

(1) 𝑎𝑎2 = 𝑎𝑎3 = 𝑎𝑎4 = 𝑎𝑎時，即原數列𝑎𝑎1,𝑎𝑎,𝑎𝑎,𝑎𝑎,𝑎𝑎5，穩定條件為𝑎𝑎 − 𝑎𝑎1 ≠ 𝑎𝑎5 − 𝑎𝑎且○1 𝑎𝑎1 ≤ 𝑥𝑥1 < 𝑎𝑎

或○2 𝑎𝑎 < 𝑥𝑥1 ≤ 𝑎𝑎5 

(2) 𝑎𝑎2 = 𝑎𝑎3 = 𝑎𝑎，𝑎𝑎4 = 𝑎𝑎5 = 𝑏𝑏時，即原數列為𝑎𝑎1,𝑎𝑎,𝑎𝑎,𝑏𝑏,𝑏𝑏，穩定條件為𝑎𝑎 − 𝑎𝑎1 ≠ 2(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)且 

○1 𝑎𝑎1 ≤ 𝑥𝑥1 < 𝑎𝑎或○2 𝑎𝑎 < 𝑥𝑥1 ≤ 𝑏𝑏 

(3) 𝑎𝑎1 = 𝑎𝑎2 = 𝑎𝑎，𝑎𝑎4 = 𝑎𝑎5 = 𝑏𝑏時，即原數列為𝑎𝑎,𝑎𝑎,𝑎𝑎3,𝑏𝑏,𝑏𝑏，穩定條件為𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎 ≠ 𝑏𝑏 − 𝑎𝑎3且 

○1 𝑎𝑎 ≤ 𝑥𝑥1 < 𝑎𝑎3或○2 𝑎𝑎3 < 𝑥𝑥1 ≤ 𝑏𝑏 

(4) 𝑎𝑎3 = 𝑎𝑎4 = 𝑎𝑎，即原數列為𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎,𝑎𝑎,𝑎𝑎5，穩定條件為(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1) + 2(𝑎𝑎 − 𝑎𝑎2) ≠ 𝑎𝑎5 − 𝑎𝑎且 

○1 𝑎𝑎1 ≤ 𝑥𝑥1 < 𝑎𝑎或○2 𝑎𝑎 < 𝑥𝑥1 ≤ 𝑎𝑎5 

(5) 𝑎𝑎4 = 𝑎𝑎5 = 𝑎𝑎，即原數列為𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3,𝑎𝑎,𝑎𝑎，穩定條件為(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1) + 2(𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2) ≠ 2(𝑎𝑎 − 𝑎𝑎3)

且○1 𝑎𝑎1 ≤ 𝑥𝑥1 < 𝑎𝑎3或○2 𝑎𝑎3 < 𝑥𝑥1 ≤ 𝑎𝑎 

(6) 原數列𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3,𝑎𝑎4,𝑎𝑎5，穩定條件為(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1) + 2(𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2) ≠ (𝑎𝑎5 − 𝑎𝑎4) + 2(𝑎𝑎4 − 𝑎𝑎3)且

○1 𝑎𝑎1 ≤ 𝑥𝑥1 < 𝑎𝑎3或○2 𝑎𝑎3 < 𝑥𝑥1 ≤ 𝑎𝑎5 

4. 數列𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3,𝑎𝑎4,𝑎𝑎5為四次穩定(m3 = m2) 

(1) 𝑎𝑎2 = 𝑎𝑎3 = 𝑎𝑎4 = 𝑎𝑎時，即原數列𝑎𝑎1,𝑎𝑎,𝑎𝑎,𝑎𝑎,𝑎𝑎5，穩定條件為𝑎𝑎 − 𝑎𝑎1 ≠ 𝑎𝑎5 − 𝑎𝑎且○1 𝑥𝑥1 < 𝑎𝑎1，

或○2 𝑥𝑥1 > 𝑎𝑎5 

(2) 𝑎𝑎2 = 𝑎𝑎3 = 𝑎𝑎，𝑎𝑎4 = 𝑎𝑎5 = 𝑏𝑏時，即原數列為𝑎𝑎1,𝑎𝑎,𝑎𝑎,𝑏𝑏,𝑏𝑏，穩定條件為𝑎𝑎 − 𝑎𝑎1 ≠ 2(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)且 

○1 𝑥𝑥1 < 𝑎𝑎1或○2 𝑥𝑥1 > 𝑏𝑏 

(3) 𝑎𝑎1 = 𝑎𝑎2 = 𝑎𝑎，𝑎𝑎4 = 𝑎𝑎5 = 𝑏𝑏時，即原數列為𝑎𝑎,𝑎𝑎,𝑎𝑎3,𝑏𝑏,𝑏𝑏，穩定條件為𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎 ≠ 𝑏𝑏 − 𝑎𝑎3且 

○1 𝑥𝑥1 < 𝑎𝑎或○2 𝑥𝑥1 > 𝑏𝑏 

(4) 𝑎𝑎3 = 𝑎𝑎4 = 𝑎𝑎，即原數列為𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎,𝑎𝑎,𝑎𝑎5，穩定條件為(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1) + 2(𝑎𝑎 − 𝑎𝑎2) ≠ 𝑎𝑎5 − 𝑎𝑎且 

○1 𝑥𝑥1 < 𝑎𝑎1或○2 𝑥𝑥1 > 𝑎𝑎5 

(5) 𝑎𝑎4 = 𝑎𝑎5 = 𝑎𝑎，即原數列為𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3,𝑎𝑎,𝑎𝑎，穩定條件為(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1) + 2(𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2) ≠ 2(𝑎𝑎 − 𝑎𝑎3)

且○1 𝑥𝑥1 < 𝑎𝑎1或○2 𝑥𝑥1 > 𝑎𝑎 

(6) 原數列𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3,𝑎𝑎4,𝑎𝑎5，穩定條件為(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1) + 2(𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2) ≠ (𝑎𝑎5 − 𝑎𝑎4) + 2(𝑎𝑎4 − 𝑎𝑎3)且

○1 𝑥𝑥1 < 𝑎𝑎1或○2 𝑥𝑥1 > 𝑎𝑎5 
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研究 1-2-3、N=6，原數列為𝒂𝒂𝟏𝟏,𝒂𝒂𝟐𝟐,𝒂𝒂𝟑𝟑,𝒂𝒂𝟒𝟒,𝒂𝒂𝟓𝟓之情形 

發現當原數列𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3,𝑎𝑎4,𝑎𝑎5在每一次加入 N 個相同數(N=6)下，若中位數與左、右兩邊數字 

差距和相等時，數列必為 1 次穩定，且穩定值為m0；若中位數與左、右兩邊數字差距和

不相等時，數列必為 3 次穩定，且穩定值為𝑥𝑥1。 

說明 

    當原數列𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3,𝑎𝑎4,𝑎𝑎5在每一次加入 N 個相同數(N=6)下，由於加入的數字個數夠多，不

管𝑥𝑥1落在哪個範圍，我們透過數列的排列情形，可以得知m1 = 𝑥𝑥1，如下圖 4-5 所示。故不管

原始數列的類型為何，數列的穩定次數均落在 1 次或 3 次。我們將各分類情形的穩定次數整

理如下： 

   

 

1. 數列𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3,𝑎𝑎4,𝑎𝑎5為一次穩定(原數列中位數與左、右兩邊數字差距和相等) 

(1) 𝑎𝑎2 = 𝑎𝑎3 = 𝑎𝑎4 = 𝑎𝑎時，即原數列為𝑎𝑎1,𝑎𝑎,𝑎𝑎,𝑎𝑎,𝑎𝑎5，穩定條件為𝑎𝑎 − 𝑎𝑎1 = 𝑎𝑎5 − 𝑎𝑎 

(2) 𝑎𝑎2 = 𝑎𝑎3 = 𝑎𝑎，𝑎𝑎4 = 𝑎𝑎5 = 𝑏𝑏時，即原數列為𝑎𝑎1,𝑎𝑎,𝑎𝑎,𝑏𝑏,𝑏𝑏，穩定條件為𝑎𝑎 − 𝑎𝑎1 = 2(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎) 

(3) 𝑎𝑎1 = 𝑎𝑎2 = 𝑎𝑎，𝑎𝑎4 = 𝑎𝑎5 = 𝑏𝑏時，即原數列為𝑎𝑎,𝑎𝑎,𝑎𝑎3,𝑏𝑏,𝑏𝑏，穩定條件為𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎 = 𝑏𝑏 − 𝑎𝑎3 

(4) 𝑎𝑎3 = 𝑎𝑎4 = 𝑎𝑎，即原數列為𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎,𝑎𝑎,𝑎𝑎5，穩定條件為(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1) + 2(𝑎𝑎 − 𝑎𝑎2) = 𝑎𝑎5 − 𝑎𝑎 

(5) 𝑎𝑎4 = 𝑎𝑎5 = 𝑎𝑎，即原數列為𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3,𝑎𝑎,𝑎𝑎，穩定條件為(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1) + 2(𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2) = 2(𝑎𝑎 − 𝑎𝑎3) 

(6) 原數列𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3,𝑎𝑎4,𝑎𝑎5，穩定條件為(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1) + 2(𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2) = (𝑎𝑎5 − 𝑎𝑎4) + 2(𝑎𝑎4 − 𝑎𝑎3) 

2. 數列𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3,𝑎𝑎4,𝑎𝑎5為三次穩定(m2 = m1) 

(1) 𝑎𝑎2 = 𝑎𝑎3 = 𝑎𝑎4 = 𝑎𝑎5 = 𝑎𝑎時，即原數列𝑎𝑎1,𝑎𝑎,𝑎𝑎,𝑎𝑎,𝑎𝑎 

(2) 𝑎𝑎3 = 𝑎𝑎4 = 𝑎𝑎5 = 𝑎𝑎時，即原數列𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎,𝑎𝑎,𝑎𝑎 

(3) 𝑎𝑎1 = 𝑎𝑎2 = 𝑎𝑎，𝑎𝑎3 = 𝑎𝑎4 = 𝑎𝑎5 = 𝑏𝑏時，即原數列𝑎𝑎,𝑎𝑎,𝑏𝑏,𝑏𝑏, 𝑏𝑏 

(4) 𝑎𝑎2 = 𝑎𝑎3 = 𝑎𝑎4 = 𝑎𝑎時，即原數列𝑎𝑎1,𝑎𝑎,𝑎𝑎,𝑎𝑎,𝑎𝑎5，穩定條件為𝑎𝑎 − 𝑎𝑎1 ≠ 𝑎𝑎5 − 𝑎𝑎 

(5) 𝑎𝑎2 = 𝑎𝑎3 = 𝑎𝑎，𝑎𝑎4 = 𝑎𝑎5 = 𝑏𝑏時，即原數列為𝑎𝑎1,𝑎𝑎,𝑎𝑎,𝑏𝑏,𝑏𝑏，穩定條件為𝑎𝑎 − 𝑎𝑎1 ≠ 2(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎) 

(6) 𝑎𝑎1 = 𝑎𝑎2 = 𝑎𝑎，𝑎𝑎4 = 𝑎𝑎5 = 𝑏𝑏時，即原數列為𝑎𝑎,𝑎𝑎,𝑎𝑎3,𝑏𝑏,𝑏𝑏，穩定條件為𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎 ≠ 𝑏𝑏 − 𝑎𝑎3 

圖 4-5 原數列𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3,𝑎𝑎4,𝑎𝑎5第一次加入 6 個相同數後的新數列中位數 
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(7) 𝑎𝑎3 = 𝑎𝑎4 = 𝑎𝑎，即原數列為𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎,𝑎𝑎,𝑎𝑎5，穩定條件為(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1) + 2(𝑎𝑎 − 𝑎𝑎2) ≠ 𝑎𝑎5 − 𝑎𝑎 

(8) 𝑎𝑎4 = 𝑎𝑎5 = 𝑎𝑎，即原數列為𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3,𝑎𝑎,𝑎𝑎，穩定條件為(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1) + 2(𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2) ≠ 2(𝑎𝑎 − 𝑎𝑎3) 

(9) 原數列𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3,𝑎𝑎4,𝑎𝑎5，穩定條件為(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1) + 2(𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2) ≠ (𝑎𝑎5 − 𝑎𝑎4) + 2(𝑎𝑎4 − 𝑎𝑎3) 

 

(二) 原數列為𝟐𝟐𝟐𝟐 + 𝟏𝟏項，一次加入偶數 N 個相同數，數列的穩定次數與 N 之關聯 

發現一若 N 為偶數且 N<2k+1，則 1≤穩定次數≤ �2k
N
�+3。（[ ]為高斯符號） 

發現二若 N＞2k+1，則數列穩定次數必為 1 次或 3 次。 

說明一若 N 為偶數且 N<2k+1，我們分成下列幾種情況討論： 

1. 若 N=2，則 1≤穩定次數≤ �2k
2
�+3=k+3 

(1) 原數列中位數左、右兩側數字和相等 

由性質一得知，數列穩定次數 1 次為最少次穩定，且穩定值為m0。 

(2) 當原數列中位數與左邊數字差距和小於右邊差距和 

由性質二可知中位數向左單調遞減。最初原數列中位數左邊有 k 個數字，每加入一組

數字後會使新中位數向左移動
N
2

= 1個數字。 

若加入的前 k 組相同數字存在𝑥𝑥1 < 𝑎𝑎1，𝑥𝑥2 < 𝑎𝑎1，…，𝑥𝑥𝑘𝑘 < 𝑎𝑎1的情況，則可以推得

m𝑘𝑘+1 = m𝑘𝑘+2 = 𝑥𝑥𝑖𝑖，𝑖𝑖 ∈ {1,2,3, … ,𝑘𝑘}，故由性質三得知，數列穩定次數(k+2)+1=k+3 次為最

多次穩定。 

2. 若 N=4，則 1≤穩定次數≤ �2k
4
�+3=�k

2
�+3 

3. 若 N=6，則 1≤穩定次數≤ �2k
6
�+3=�k

3
�+3 

4. 若 N=2k，則 1≤穩定次數≤ �2k
N
�+3 

若原數列中位數與左邊數字差距和小於右邊差距和，由性質二可知中位數向左單調遞

減。每一次加入偶數 N 個相同數字，會使中位數向左移動
N
2
個數字，原始數列在m0左邊有 k

個數字，因此最多經過�2k
N
� + 1次就會讓中位數碰到相同數字的其中一個，換句話說，
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m�2kN �+1
= m�2kN �+2

= 𝑥𝑥𝑖𝑖，𝑖𝑖 ∈ {1,2,3, … , �2k
N
� , �2k

N
� + 1}，故由性質三可知，數列最多�2k

N
�+3 次可

達到穩定。 

說明二若 N＞2k+1，則數列可分為下列兩種情形： 

1. 數列為一次穩定，且穩定值為m0 

在原數列為 2k+1 個數下，m0 = 𝑎𝑎2𝑘𝑘+2
2

= 𝑎𝑎𝑘𝑘+1。若原數列中位數與左邊數字差距和等於右

邊差距和，則依據𝑀𝑀𝑘𝑘+1 = m𝑘𝑘的運算規則，我們可求得第一組加入的數字𝑥𝑥1為: 

𝑥𝑥1 =
1
N �(2𝑘𝑘 + 1 + N)m0 − � 𝑎𝑎𝑖𝑖

2𝑘𝑘+1

𝑖𝑖=1

� =
1
N �(2𝑘𝑘 + 1 + N)m0 − � (𝑎𝑎𝑖𝑖 − m0) − (2𝑘𝑘 + 1)m0

2𝑘𝑘+1

𝑖𝑖=1

� 

=
1
N

[(2𝑘𝑘 + 1 + N)m0 − 0 − (2𝑘𝑘 + 1)m0] =
1
N
∙ Nm0 = m0 

故數列穩定次數為 1 次，且穩定值為m0。 

2. 數列為三次穩定，且穩定值為𝑥𝑥1 

    若原數列中位數與左邊數字差距和小於右邊差距和，則由性質二可知中位數向左單調遞

減。此時，原數列中位數左邊有 k 個數字，加入第 1 組數字後會使中位數向左移動
N
2

(N
2

> 𝑘𝑘)

個數字，則m1 = 𝑥𝑥1。再加入第二組相同數字𝑥𝑥2後，使得m2 = m1 = 𝑥𝑥1，故數列穩定次數為 3

次，且穩定值為𝑥𝑥1。同理可證，當原數列中位數與左邊數字差距和大於右邊差距和時，則數

列穩定次數亦為 3 次，且穩定值為𝑥𝑥1。 

 

伍、研究結果 

一、原數列為 2k+1 項，一次加入偶數 N 個相同數，數列的穩定次數和穩定值之規律 

(一) 原數列𝑎𝑎1，𝑎𝑎2，𝑎𝑎3每一次加入 2 個相同數 

數列的穩定次數取決於𝑥𝑥1的位置，故穩定次數介於 1~4 次，穩定值受到𝑥𝑥1、𝑥𝑥2的影響。 

原數列三個數 𝑛𝑛次穩定 穩定值 

存在兩數相同(𝑎𝑎1 = 𝑎𝑎2 < 𝑎𝑎3) 2 𝑎𝑎1 

差距相等(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1 = 𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2) 1 𝑎𝑎2 
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差距不相等 

𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1 < 𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2 

【情況一】 

𝑎𝑎1 < 𝑥𝑥1 < 𝑎𝑎2 
𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2 < 3(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1) 3 4𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎3

2
 

【情況二】 

𝑥𝑥1 = 𝑎𝑎1 
𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2 = 3(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1) 3 𝑎𝑎1 

【情況三】 

𝑥𝑥1 < 𝑎𝑎1 

3(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1) < 𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2 ≤ 8(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1) 

4 

7𝑎𝑎1 − 5𝑎𝑎2
2

 

𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2 > 8(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1) 
4𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎3

2
 

(二) 原數列𝑎𝑎1，𝑎𝑎2，𝑎𝑎3每一次加入N ≥ 4個相同數 

原數列三個數 𝑛𝑛次穩定 穩定值 

存在兩數相同(𝑎𝑎1 = 𝑎𝑎2 < 𝑎𝑎3) 3 (N + 1)𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎3
N

 

差距相等(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1 = 𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2) 1 𝑎𝑎2 

差距不相等 

𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1 < 𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2 

【情況一】 

𝑎𝑎1 < 𝑥𝑥1 < 𝑎𝑎2 
𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2 < (N + 1)(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1) 

3 

(N + 2)𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎3
N

 

【情況二】 

𝑥𝑥1 = 𝑎𝑎1 
𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2 = (N + 1)(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1) 𝑎𝑎1 

【情況三】 

𝑥𝑥1 < 𝑎𝑎1 
𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2 > (N + 1)(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1) 

(N + 2)𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎3
N

 

(三) 原數列𝑎𝑎1，𝑎𝑎2，𝑎𝑎3，𝑎𝑎4，𝑎𝑎5每一次加入 2 個相同數 

數列的穩定次數取決於𝑥𝑥1、𝑥𝑥2的位置，故穩定次數介於 1~5 次，穩定值受到𝑥𝑥1、𝑥𝑥2、𝑥𝑥3

的影響。 

(四) 原數列𝑎𝑎1，𝑎𝑎2，𝑎𝑎3，𝑎𝑎4，𝑎𝑎5每一次加入 4 個相同數 

數列的穩定次數取決於𝑥𝑥1的位置，故穩定次數介於 1~4 次，穩定值受到𝑥𝑥1、𝑥𝑥2的影響。 

(五) 原數列𝑎𝑎1，𝑎𝑎2，𝑎𝑎3，𝑎𝑎4，𝑎𝑎5每一次加入N ≥ 6個相同數 

1. 中位數與左、右兩邊數字差距和相等時，數列必為 1 次穩定，穩定值=m0。 

2. 中位數與左、右兩邊數字差距和不相等時，數列必為 3 次穩定，穩定值受到𝑥𝑥1的影響。 

(六) 原數列 2k+1 項，一次加入偶數 N（N<2k+1）個相同數 

1. 中位數與左、右兩邊數字差距和相等時，數列必為 1 次穩定。 
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2. 中位數與左、右兩邊數字差距和不相等時，數列的穩定次數取決於𝑥𝑥1~𝑥𝑥�2kN �
的位置，

穩定值受到𝑥𝑥1~𝑥𝑥�2kN �+1
的影響。 

二、 原數列為 2k+1 項，一次加入偶數 N 個相同數，數列的穩定次數與 N 之關聯 

(一) 每一次加入偶數 N（N<2k+1）個相同數，則 1≤穩定次數≤ �2k
N
� + 3。 

(二) 每一次加入 N（N>2k+1）個相同數 

1. 中位數與左、右兩邊數字差距和相等，則數列必為 1 次穩定，穩定值=m0（原數列的

中位數）。 

2. 中位數與左、右兩邊數字差距和不相等，則數列必為 3 次穩定，穩定值=𝑥𝑥1（依照𝑀𝑀𝑘𝑘+1 =

m𝑘𝑘運算規則求得的第一組數字）。 

陸、討論 

一、 探討每一次加入奇數個相同數對原數列𝒂𝒂𝟏𝟏，𝒂𝒂𝟐𝟐，𝒂𝒂𝟑𝟑為起始的 M&m 數列穩定狀態之影響 

(一) 每一次加入 3 個相同數 

    原數列每一次加入 3 個相同數時，仍然存在數列為偶數項時，中位數是正中間兩數之平

均為虛擬數值的情形，造成部分規律性不明確。但相較於 Shultz 和 Shiflett(2005)及臺灣 2008

年國際科展作品《M&m Sequences 之研究》，兩篇文獻每一次加入 1 數，僅在
325
341

≤ 𝑎𝑎2−𝑎𝑎1
𝑎𝑎3−𝑎𝑎2

<1，

數列固定為 70 次穩定的結果，本研究發現若
1
4
≤ 𝑎𝑎2−𝑎𝑎1

𝑎𝑎3−𝑎𝑎2
<1，則數列必為 3 次穩定。不僅擴大

數列能達固定穩定次數的範圍外，更大幅提升數列的穩定速度。 

 

說明 

    由研究 1-1-1 至 1-1-3 中對原數列𝑎𝑎1，𝑎𝑎2，𝑎𝑎3每一次加入 2、4 或 6 個相同數時，確實能有

效加快數列的穩定速度並找到數列的穩定規則。然而我們不禁好奇，若改以每一次加入 3、5

或 7 個以上奇數個相同數時，是否也能加快數列的穩定速度並找出數列的穩定規則呢？於是

我們對原數列𝑎𝑎1，𝑎𝑎2，𝑎𝑎3每一次加入 3 個相同數時，M&m Sequences 的穩定情形做更進一步

探討。 

    經過多次反覆的觀察及數據分析，我們發現 x ≥
5
3
時，由(–x,1,x)起始所形成的 M&m 數列，
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一定會收斂在
5
3
且數列為 3 次穩定。以本研究從原數列三數間差距比值的觀點來看，即

𝑎𝑎2−𝑎𝑎1
𝑎𝑎3−𝑎𝑎2

=

𝑥𝑥−1
1+𝑥𝑥 =

5
3−1

1+5
3

= 1
4，發現在

1
4
≤ 𝑎𝑎2−𝑎𝑎1

𝑎𝑎3−𝑎𝑎2
<1 範圍中，數列必為 3 次穩定，且穩定值為

5
3
。對此結果

我們將說明整理如下： 

考慮原數列𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, 𝑎𝑎3，其中𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2 > 𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1。 

若
1
4
≤ 𝑎𝑎2−𝑎𝑎1

𝑎𝑎3−𝑎𝑎2
<1，則𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1 < 𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2 ≤ 4(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1) 

𝑥𝑥1 =
1
3

(6𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎3) =
5𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎3

3
=

3𝑎𝑎2 + (𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1) − (𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2)
3

< 𝑎𝑎2 

∵ 𝑥𝑥1 − 𝑎𝑎1 =
5𝑎𝑎2 − 4𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎3

3
=

4(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1) − (𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎2)
3

≥ 0， ∴ 𝑥𝑥1 ≥ 𝑎𝑎1 

我們分成兩種情況討論： 

1. 𝑎𝑎1 < 𝑥𝑥1 < 𝑎𝑎2，此時數列為𝑎𝑎1, 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3 

由性質二可知𝑥𝑥2 < m1 = 𝑥𝑥1 

∵ m2 = m1 = 𝑥𝑥1 ∴由性質三可知數列為 2+1=3 次穩定，且穩定值𝑄𝑄3 = m2 = 𝑥𝑥1。 

2. 𝑥𝑥1 = 𝑎𝑎1，此時數列為𝑎𝑎1,𝑎𝑎1, 𝑎𝑎1,𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3 

同理，∵ 𝑥𝑥2 < m1 = 𝑎𝑎1， ∴ m2 = m1 = 𝑎𝑎1。故數列為 2+1=3 次穩定，且穩定值𝑄𝑄3 = m2 = 𝑥𝑥1。 

(二) 每一次加 5 個相同數 

    由研究 1-1-2 的結果可知，當每一次加入的相同數字個數>原數列個數時，若數列原始中

位數與左、右兩邊數字差距相等，則數列為 1 次穩定，且穩定值為m0；其餘皆為 3 次穩定，

且穩定值為𝑥𝑥1。 

 

說明 

有別於每一次加入 3 個相同數，仍受到有一半中位數源自於兩數相加除 2，所造成部分

規律性不明確。當第一次加入 5 個相同數𝑥𝑥1時，由於加入的數字個數夠多，不管𝑥𝑥1落在哪個

範圍，我們透過數列的排列情形，得知m1 = 𝑥𝑥1確實存在於數列中，如下圖 6-1 所示，改善了

數列為偶數項時，中位數是正中間兩數之平均為虛擬數值的情形。所以由研究 1-1-2 的結果可

得知，若數列原始中位數與左、右兩邊數字差距相等，則數列為 1 次穩定，且穩定值為m0；

其餘皆為 3 次穩定，且穩定值為𝑥𝑥1。 
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二、 探討原數列𝒂𝒂𝟏𝟏,𝒂𝒂𝟐𝟐,𝒂𝒂𝟑𝟑,𝒂𝒂𝟒𝟒為起始的 M&m 數列之穩定性 

在原數列為偶數項時，我們亦想探討如何加快數列的穩定速度。於是我們先加入 1 個數

使數列成為 5 項，爾後以每一次固定加入 2、4 或 6 等偶數個相同數的方式，讓數列保持為奇

數項，再藉由原數列𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3,𝑎𝑎4,𝑎𝑎5為起始的 M&m 數列之研究結果，求得原數列 4 數的穩定

次數=原數列 5 數的穩定次數+1。 

舉例 

以原數列𝑎𝑎1 = 3,𝑎𝑎2 = 5,𝑎𝑎3 = 9,𝑎𝑎4 = 12，m0 = 7為例。首先加入 1 數，爾後則每一次固

定加入 2 個相同數為例，根據𝑀𝑀𝑘𝑘+1 = m𝑘𝑘之運算規則，我們可以求得各次加入的相同數字： 

𝑥𝑥1 = 5 × 7 − (3 + 5 + 9 + 12) = 𝟔𝟔，數列由小到大排列 3，5，6，9，12，m1 = 6 

𝑥𝑥2 = 1
2

[7 × 6 − (3 + 5 + 6 + 9 + 12)] = 𝟕𝟕
𝟐𝟐
，數列由小到大排列 3，𝟕𝟕

𝟐𝟐
，

𝟕𝟕
𝟐𝟐
，5，6，9，12，m2 = 5 

由性質二可知m4 = m3 = 7
2
，再根據性質三得數列為 4+1=5 次穩定。 

對照到原數列五數 3,5,6,9,12，每一次加入 2 個相同數的情況。因為3 ≤ 𝑥𝑥1 = 7
2

< 5，由研

究 1-2-1 可知，數列為 4 次穩定。我們發現原數列 4 數的穩定次數=原數列 5 數的穩定次數+1。 

 

若以原數列𝑎𝑎1 = 3,𝑎𝑎2 = 5,𝑎𝑎3 = 9,𝑎𝑎4 = 12，m0 = 7為例。首先加入 1 數，爾後則每一次

固定加入 4 個相同數為例，根據𝑀𝑀𝑘𝑘+1 = m𝑘𝑘之運算規則，我們可以求得各次加入的相同數字： 

𝑥𝑥1 = 5 × 7 − (3 + 5 + 9 + 12) = 𝟔𝟔，數列由小到大排列 3，5，6，9，12 

此時，我們從研究 1-2-2 結果可知，原數列𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3,𝑎𝑎4,𝑎𝑎5在每一次加入 4 個相同數下，數

列的穩定次數取決於𝑥𝑥1的位置，也就是說，我們可藉由原數列四數所加入𝑥𝑥2之位置，來求得數

列的穩定次數。 

𝑥𝑥2 = 1
4

[9 × 6 − (3 + 5 + 6 + 9 + 12)] = 𝟏𝟏𝟏𝟏
𝟒𝟒
，數列由小到大排列 3，𝟏𝟏𝟏𝟏

𝟒𝟒
，

𝟏𝟏𝟏𝟏
𝟒𝟒
，

𝟏𝟏𝟏𝟏
𝟒𝟒
，

𝟏𝟏𝟏𝟏
𝟒𝟒
，5，6，9，12 

𝑥𝑥1  𝑥𝑥1  𝑥𝑥1  𝑥𝑥1  𝑥𝑥1  𝑎𝑎1 

 

𝑎𝑎2 

 

𝑎𝑎3 

中位數 =
𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥1

2
= 𝑥𝑥1 

𝑎𝑎1 

 

𝑥𝑥1  𝑥𝑥1  𝑥𝑥1  𝑥𝑥1  𝑥𝑥1  𝑎𝑎2 

 

𝑎𝑎3 

 

中位數 =
𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥1

2
= 𝑥𝑥1 

圖 6-1 原數列𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3第一次加入 5 個相同數後的新數列中位數 
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由性質二可知m3 = m2 = 19
4
，再根據性質三得數列為 3+1=4 次穩定。 

對照到原數列五數 3,5,6,9,12，每一次加入 4 個相同數的情況。因為3 ≤ 𝑥𝑥1 = 19
4

< 6，由

研究 1-2-2 可知，數列為 3 次穩定。同樣的，我們發現原數列 4 數的穩定次數=原數列 5 數的

穩定次數+1。 

三、探討 M&m 數列在每一次分別加入 1 到 6 個相同數時，數列中位數的變化情況 

   藉由 Excel 的製圖功能，做原數列 1,2,14 每一次分別加入 1 至 6 個相同數時的中位數變化

的折線圖，其中橫軸代表中位數所在的項數，縱軸代表中位數的值，如下圖 6-2 至 6-7 所示。

觀察數列中位數的變化情形，我們可以發現： 

1. 每一次加入的數字個數≤原始數列個數 

    每一次加入 1 或 3 個相同數時，因受限於有一半中位數源自於數列正中間兩數相加除

2，可能產生虛擬數值的情形，造成數列規律性不明確，數列中位數向左單調遞減，直到數

列達到穩定，如下圖 6-2 和圖 6-4 所示。然而本研究改以每一次加入 2 個相同數，使數列

保持為奇數項，由下圖 6-3，可以發現數列中位數快速達到一致，有效加快數列的穩定速

度。 

2. 每一次加入的數字個數>原始數列個數 

    由於每一次加入的數字個數夠多，不管𝑥𝑥1落在原數列的哪個範圍，我們可以得知

m2 = m1 = 𝑥𝑥1，如下圖 6-5 至 6-7 所示，故數列皆為 3 次穩定。 

  
圖 6-2 圖 6-3 
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圖 6-4 圖 6-5 

  
圖 6-6 圖 6-7 

四、 探討文獻中 M&m 數列達到穩定時的分布情形 

 
表 6-1 原數列 1,2,15 每一次加入 1 個數之 M&m 數列 
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文獻中，對於任意起始三數的 M&m 數列最後都是否都會趨於穩定？我們先將原數列數

字差距化為最簡比來看，若數列未穩定前中位數出現分數，分母必為2𝑛𝑛，使得加入數值小數

位數增加的速度會遠低於數列增加的個數，再加上數列中位數的產生會以單調遞減（或遞增）

型態緩慢往最終值收斂，使得穩定數列的中位數等於平均數。故我們的看法是，對於任意起

始三數的 M&m 數列最後都會收斂，但因受限於數列穩定前有一半中位數源自於數列正中間

兩數相加除 2，可能產生虛擬數值的情形，所以其收斂的特性並無簡單規則可尋。此看法與

Shultz 和 Shiflett(2005)，及臺灣 2008 年國際科展作品《M&m Sequences 之研究》兩篇文獻相

同。 

以原數列 1,2,15 為例，m1~m84的變化為 1
1
2

~ − 18
15
16

、m85~m172的變化為 − 19~ − 20
255
256

 

、m173~m290的變化為 − 21
3

512
~ − 22

5
32

。 

 

將原數列 1,2,15 每一次加入 1 個數的 M&m 數列，透過 Excel 的函數計算公式求出每一

次加入數列的值，如上表 6-1 所示。從 Excel 數據中得知𝑥𝑥290+ℓ = 𝑥𝑥290，∀ℓ ∈ Ν，故數列為 290

次穩定。而我們更進一步藉由 Excel 的製圖功能，將原數列 1,2,15 之 M&m 數列做次數分配，

可以發現當數列達到穩定時，次數分配近似於左右對稱，如下圖 6-8 所示。 

 

圖 6-8 原數列 1,2,15 每一次加入 1 個數之 M&m 數列次數分配圖 
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柒、結論 

M&m 數列是一個概念簡單，但充滿挑戰性的數列，一開始在數列未穩定前，有一半的中

位數m𝑞𝑞（𝑞𝑞為偶數）是來自於兩數相加除以 2，雖然文獻[2]猜測數列最後皆會收斂到一定值，

但在穩定性上卻不易有簡單、明確的規律。而本研究在不改變數列的運算規則下，改以每一

次加入偶數個或更多個相同數的做法，並利用已知的原數列數字間的差距比例，來找出穩定

次數及穩定值的數學規律性。當原數列為 2k+1 項，每一次加入 N 個相同數，我們得知： 

一、若 N 為偶數（N<2k+1），1≤穩定次數≤�2k
N
� + 3，及穩定值的計算方式。 

二、若 N>2k+1 

    1.中位數與左、右兩邊數字差距和相等，則穩定次數=1，穩定值=m0。 

    2.中位數與左、右兩邊數字差距和不相等，則穩定次數=3，穩定值=𝑥𝑥1。 

    利用本研究的做法，我們可以大幅加快 M&m 數列的穩定速度，並得出明確的穩定規則，

這個發現是異於文獻[2][3]之地方；另外，本研究雖只討論加入偶數 N 之結果，但實際上，如

本文第陸之討論處所述，對奇數 N，亦有類似的結果。此時，當N = 1時，即退化到文獻[1][2][3]

之結果。未來，擬進一步修習電腦程式與函數的泛函性質，建立計算穩定次數和穩定值的數

學模式及相互之間的關係，以及探討由收斂到定值的 M&m 數列，所造出的映射之性質[5]。 
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作品海報 

【評語】030402  

考慮由長度為 2k+1的數列開始，每次加入 n個相同的數字，

使得每次所得出的新數列的平均值都會是前一個數列的中位數這

樣的數列建構過程，在第幾步才會達到穩定（從某一步之後所加入

的數字均相同）的問題。問題非常的有趣。原始的問題是考慮每次

加入 1 個數，探討數列是否會趨於穩定，如果會趨向穩定，需要增

加多少項，但這個問題有一定的複雜度，趨於穩定的速度也很慢。

作者們改變了變化規則，將每次增加 1 個數的規則改為一次加入偶

數多個相同的數字，希望讓趨於穩定的速度加快。這個變形的問題

確實也正如同作者們所預期的，很快就會趨於穩定。作者們針對起

始數列長度為 3、每次增加 2個、4 個、6 個數的各種情況都給出了

完整的分析，對於起始數列長度為 2k+1 的一般化的情況也做了討

論。作品研究成果詳細完整，文中部份研究結果亦涵蓋已知相關參

考論文成果，值得嘉許。美中不足的是，說明過於繁複，作品中有

許多的論述其實是可以用更一般化的性質來取代的，分為不同情況

來表述讓作品看起來有些雜亂無章。針對一般化的狀況，是不是可

以給出一些好的性質來簡化論述？如果能夠針對這一點將作品適

當的改寫，應該會更好。 

D:\NSF\中小科展_60 屆\排版\030402-評語 



壹、研究動機

摘要

一、探討原數列為2k+1項，一次加入偶數N個相同數，數列的穩定次數和穩定值之規律。
二、探討原數列為2k+1項，一次加入偶數N個相同數，數列的穩定次數與N之關聯。

本研究針對M&m數列在未穩定前有一半的中位數是來自於兩數相加除以2，致使數列在穩定性上不易有明確的規律，
在不改變數列的運算規則下，我們改以每一次加入偶數個或更多個相同數的做法，探討能否加快M&m數列的穩定速度？
並利用已知的原數列數字間的差距比例來找出穩定次數及穩定值的數學規律性。當原數列為2k+1項，每一次加入N個相
同數，我們得出研究結果：

一、若N為偶數（N<2k+1），1≤穩定次數≤
2k

N
+ 3。

二、若N>2k+1

1.中位數與左、右兩邊數字差距和相等，則穩定次數=1，穩定值為原數列中位數。
2.中位數與左、右兩邊數字差距和不相等，則穩定次數=3，穩定值為數列所加入的第一組相同數字。

一、彙整相關文獻

M&m數列是由Shultz和Shiflett(2005)提出的一種特殊數列。M&m數列中的M與m分別代表平均數及中位數，此數列

剛開始先取三數a、b、c，第四個數d必須滿足其與前三個數的平均數（即
𝑎+𝑏+𝑐+𝑑

4
）要等於前三個數所成數列（即a,b,c）

的中位數，第五個數則要滿足其與前四個數的平均數要等於前四個數所成數列（即a,b,c,d）的中位數，依次類推，所形
成之數列即為M&m數列。

臺灣2008年國際科展作品《M&m Sequences之研究》一文中，將原數列(a,b,c)利用線性變換成(–x,1,x)來探討此數列

穩定的相關性質，提出若x ≥41.625，則由 (–x,1,x) 起始所形成的M&m數列，一定會收斂在41.625且穩定長度為73（本研

究定義為70次穩定)；當x<41.625時，則無明顯規則性。我們將x ≥41.625的(–x,1,x)數列轉換成原數列三數(a,b,c)差距比值

呈現，即
𝑏−𝑎

𝑐−𝑏
=

𝑥−1

1+𝑥
=

41.625−1

1+41.625
=

325

341
，發現僅在

325

341
≤
𝑏−𝑎

𝑐−𝑏
<1範圍中可以明確得知穩定次數為70次。

105學年度台中市中小學科展高中組作品《均中求穩》

一文中，利用Excel的統計指令快速求得數列的各項數值

的變化規則，發現原數列在(1,1+k,1+k)~(1,1+k,2k+1)間，

穩定次數和穩定值有對稱的情形發生。

貳、研究目的

參、研究過程與方法

動手玩數學專欄中一道中位數與平均數的遊戲
給定𝑎1 = 53,𝑎2 = 13,𝑎3 = 41，依照數列前k+1項的平均數=數列前k項的中位數之運算規則，可以得到一個數列 𝑎𝑛 ：

53,13,41,57,⋯，不禁讓我們對此數列產生高度的好奇。
M&m數列的相關研究

進一步在網路搜尋到臺灣2008年國際科展作品《M&m Sequences之研究》，文中將原數列(a,b,c)利用線性變換成
(–x,1,x)來探討此數列穩定的相關性質，提出若𝑥 ≥41.625，則由(–x,1,x)起始所形成的M&m數列，必會收斂在41.625且穩
定長度為73。這個結果激發我們對收斂到穩定值的速度，是否能有辦法更加快？以及𝑥 <41.625時，是否仍具有收斂到穩
定值的一般性質？這樣的問題感到興趣。於是我們嘗試在不改變數列的運算規則之下，透過每一次加入偶數個相同數，
探討能否加快M&m數列的穩定速度，就此開啟我們的研究之路。

文獻 本研究所建立的方法

以不等式
探討數列變化

M&m數列
每次加1數

M&m數列每次加入
偶數個或更多個相同數

以兩數間的差距進行分類
二、名詞釋義
(一) 𝐦𝒊：加入第i組相同數字後，所得數列的中位數。其中m0代表原始數列的中位數。

𝐌𝒊：加入第i組相同數字後，所得數列的平均數。
𝒙𝒊：M𝑘+1 =m𝑘運算規則下，原數列加入的第i組相同數字之值。

(二) 𝒏次穩定：當𝒏 = 𝒎𝒊𝒏{𝒌 ∈ 𝜨: 𝒙𝒌 = 𝒙𝒌+𝓵, ∀𝓵 ∈ 𝜨}，則數列為𝑛次穩定。
(三)𝑸𝒊：若數列為i次穩定，則令穩定值𝑄𝑖 = 𝑥𝑖。

三、研究內容

性質一、在原始數列三數為𝒂𝟏, 𝒂𝟐, 𝒂𝟑(𝒂𝟏 <𝒂𝟐 <𝒂𝟑)，在每一次加入偶數N個相同數時，若𝒂𝟑−𝒂𝟐 =𝒂𝟐−𝒂𝟏，則數列為1次
穩定。

𝑥1 =
1

N
N + 3 m0 − 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 =

1

N
Nm0 + m0 − 𝑎1 − 𝑎3 −m0 = m0， ∴ m1 = 𝑎2。

依據𝑀3 = m2，可得𝑥2 = 𝑥1。重複相同運算，可得𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = ⋯ = m0。故數列為1次穩定，且穩定值為m0。

性質二、在原始數列三數為𝒂𝟏, 𝒂𝟐, 𝒂𝟑(𝒂𝟏 <𝒂𝟐 <𝒂𝟑)，在每一次加入偶數N個相同數下，若𝒂𝟑−𝒂𝟐 >𝒂𝟐−𝒂𝟏，則數列中位
數 𝐦𝒌 𝒌=𝟎

∞ 為單調遞減數列；反之則為單調遞增數列。

∵𝑀𝑘 =
Nσ𝑖=1

𝑘 𝑥𝑖 +𝑎1+𝑎2+𝑎3
N𝑘+3

=m𝑘−1

⟹𝑥𝑘+1 =
1

N
N𝑘+N+3 m𝑘−N෍

𝑖=1

𝑘

𝑥𝑖 − 𝑎1+𝑎2+𝑎3 =
1

N
Nm𝑘+ N𝑘+3 m𝑘−m𝑘−1 <m𝑘

∴ m𝑘+1 < m𝑘，∀k ∈ Ν，故數列中位數 m𝑘 𝑘=0
∞ 為單調遞減數列。

性質三、在原始數列三數為𝒂𝟏, 𝒂𝟐, 𝒂𝟑，每一次加入偶數N個相同數時，若k為最小正整數使得𝐦𝒌 = 𝐦𝒌−𝟏時，則數列為
k+1次穩定。

∵ 𝑀𝑘 =
1

N𝑘 + 3
N෍

𝑖=1

𝑘

𝑥𝑖 + 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 = m𝑘−1且𝑀𝑘+1 =
1

N𝑘 + N + 3
N෍

𝑖=1

𝑘+1

𝑥𝑖 + 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 = m𝑘

若m𝑘 = m𝑘−1，則𝑥𝑘+1 =
1

N
[ N𝑘 + N + 3 m𝑘 − N𝑘 + 3 m𝑘−1] = m𝑘，可得m𝑘+1 = m𝑘，這又導致𝑥𝑘+2 = m𝑘+1，故

𝑥𝑘+2 = 𝑥𝑘+1。重複作法，可得𝑥𝑘+1+𝓁 = 𝑥𝑘+1，∀𝓁 ∈ Ν，故數列為k+1次穩定。

性質四、假設兩數列𝒂𝟏, 𝒂𝟐, 𝒂𝟑(𝒂𝟏 <𝒂𝟐 <𝒂𝟑)與𝒃𝟏, 𝒃𝟐, 𝒃𝟑(𝒃𝟏 <𝒃𝟐 <𝒃𝟑)，滿足
𝒂𝟑−𝒂𝟐

𝒂𝟐−𝒂𝟏
=

𝒃𝟑−𝒃𝟐

𝒃𝟐−𝒃𝟏
，若在一次加入偶數N個相同的

數，前者所得之M&m數列為n次穩定，則後者所得之M&m數列亦為n次穩定。

設原數列三數𝑎1, 𝑎2, 𝑎3經過𝑦 = 𝑓 𝑥 = 𝑝𝑥+𝑞線性轉換後，得新原數列𝑏1, 𝑏2, 𝑏3為𝑝𝑎1 +𝑞,𝑝𝑎2 +𝑞,𝑝𝑎3 +𝑞。

若原數列為k+1次穩定，則由性質三得知m𝑘 =m𝑘−1 ⇒𝑀𝑘+1 =𝑀𝑘 ⇒ N(σ𝑖=1
𝑘 𝑥𝑖 +𝑎1 +𝑎2 +𝑎3) = (N𝑘 +3)𝑥𝑘+1

得𝑀′
𝑘 =

𝑝 N𝑘+3 𝑥𝑘+1+ N𝑘+3 𝑞

N𝑘+3
= 𝑝𝑥𝑘+1+𝑞 =m𝑘−1

′ 且𝑀′
𝑘+1 =

𝑝 N𝑘+N+3 𝑥𝑘+1+ N𝑘+N+3 𝑞

N𝑘+N+3
= 𝑝𝑥𝑘+1+𝑞 =m𝑘

′

∵ m𝑘
′ =m𝑘−1

′ ， ∴新數列與原數列的穩定次數皆為𝑘 +1次，且穩定值𝑄𝑘+1
′ = 𝑓 𝑄𝑘+1 = 𝑝𝑄𝑘+1 +𝑞。



(一)每一次加入偶數N個相同數，數列的穩定次數和穩定值之規律

發現 原數列𝑎1,𝑎2,𝑎3，在每一次加入2個相同數下，數列的穩定次數取決於𝑥1的位置，穩定值受到𝑥1、𝑥2的影響。

原數列三個數 𝑛次穩定 穩定值

存在兩數相同(𝑎1 = 𝑎2 < 𝑎3) 2 𝑎1

差距相等(𝑎2 −𝑎1 = 𝑎3 −𝑎2) 1 𝑎2

差距不相等
𝑎2−𝑎1 <𝑎3−𝑎2

【情況一】
𝑎1 <𝑥1 <𝑎2

𝑎3 −𝑎2 < 3 𝑎2 −𝑎1 3
4𝑎2 −𝑎1 −𝑎3

2

【情況二】
𝑥1 = 𝑎1

𝑎3 −𝑎2 = 3 𝑎2−𝑎1 3 𝑎1

【情況三】
𝑥1 < 𝑎1

3 𝑎2−𝑎1 <𝑎3−𝑎2 ≤8 𝑎2−𝑎1
4

7𝑎1 −5𝑎2
2

𝑎3 −𝑎2 > 8 𝑎2 −𝑎1
4𝑎2 −𝑎1 −𝑎3

2

1 2 3 4 5 6 7𝑥1位置

𝑎1 𝑎2 𝑎3

依據原數列三數間的差距情形，將數列分成三類進行討論，
如圖3-1，並得到結果如表3-1：

原數列有兩數相同
(𝑎1,𝑎1,𝑎3)

原數列兩數間差距相等
(𝑎1,𝑎2,𝑎3且𝑎3 − 𝑎2 = 𝑎2 − 𝑎1)

Case 1

Case 2

原數列兩數間差距不相等
(𝑎1,𝑎2,𝑎3且𝑎3 − 𝑎2 > 𝑎2 − 𝑎1)

Case 3

加𝑥1 𝑥1 = 𝑎1

𝑎1 < 𝑥1 < 𝑎2

𝑥1 < 𝑎1

Case 3-1

Case 3-2

Case 3-3

加𝑥2

𝑥1 < 𝑥2 < 𝑎1

𝑥1 = 𝑥2 < 𝑎1

𝑥2 < 𝑥1< 𝑎1

Case 3-3-1

Case 3-3-2

Case 3-3-3

圖3-1 原數列𝑎1,𝑎2,𝑎3每一次加入2個相同數之步驟

表3-1 原數列𝑎1,𝑎2,𝑎3每一次加入2個相同數之穩定情形

研究1-1-1、N=2，原數列為𝒂𝟏, 𝒂𝟐, 𝒂𝟑之情形

研究1-1-2、N=4，原數列為𝒂𝟏, 𝒂𝟐, 𝒂𝟑之情形

加入的第一組相同數字𝑥1即為新數列的中位數m1，如圖3-2所示。發現一

原數列𝑎1,𝑎2,𝑎3，在每一次加入4個相同數下，當數列原始中位數與左

、右兩邊數字差距相等為1次穩定，且穩定值為m0；其餘皆為3次穩
定，且穩定值為𝑥1。

發現二

𝑥1 𝑥1 𝑥1 𝑎1 𝑎2

中位數m1 = 𝑥1

𝑎1 𝑥1 𝒙𝟏 𝑥1 𝑎2𝑎3𝒙𝟏 𝑥1 𝑎3

中位數m1 = 𝑥1

圖3-2 原數列𝑎1,𝑎2,𝑎3第一次加入4個相同數後的新數列中位數

研究1-1-3、N=6，原數列為𝒂𝟏, 𝒂𝟐, 𝒂𝟑之情形

原數列𝑎1,𝑎2,𝑎3，在每一次加入6個相同數下，當數列原始中位數與左、右兩邊數字差距相等為1次穩定，且穩定值為m0；其餘皆為3

次穩定，且穩定值為𝑥1，與每一次加入4個相同數的結果一致。

發現

研究1-2-1、N=2，原數列為𝒂𝟏, 𝒂𝟐, 𝒂𝟑, 𝒂𝟒, 𝒂𝟓之情形

發現 原數列𝑎1,𝑎2,𝑎3,𝑎4,𝑎5在每一次加入2個相同數下，數列的穩定次數取決於𝑥1、𝑥2的位置，穩定值受到𝑥1、𝑥2、𝑥3的影響。

𝑎1 𝑎2 𝑎3

1 2 3 4 5 6 7𝑥1位置 8 9 10 11

𝑎4 𝑎5

依據原數列相同數字個數（原數列4個數相同、3個數相同、2組2個數相同、2個數相同及原數列5數皆不相同，共九類），對原數列所有可能

情況進行分類，並透過原數列中位數與左、右兩邊數字差距和之關係及性質一至性質三，來推得數列穩定次數及穩定條件如下：

1. 若原數列中位數與左、右兩邊數字差距和相等，則數列為1次穩定。

2. 依據性質三，若𝒎𝒌 = 𝒎𝒌−𝟏，k≤4且k為正整數，則數列為k+1次穩定。

研究1-2-2、N=4，原數列為𝒂𝟏, 𝒂𝟐, 𝒂𝟑, 𝒂𝟒, 𝒂𝟓之情形

發現 原數列𝑎1,𝑎2,𝑎3,𝑎4,𝑎5在每一次加入4個相同數下，數列的穩定次數取決於𝑥1的位置，穩定值受到𝑥1、𝑥2的影響。

研究1-2-3、N=6，原數列為𝒂𝟏, 𝒂𝟐, 𝒂𝟑, 𝒂𝟒, 𝒂𝟓之情形

發現 當原數列𝑎1,𝑎2,𝑎3,𝑎4,𝑎5在每一次加入N個相同數(N=6)下，若中位數與左、右兩邊數字差距和相等時，數列必為1次穩定，且穩定值

為m0；若中位數與左、右兩邊數字差距和不相等時，數列必為3次穩定，且穩定值為𝑥1。

(二)原數列為2k+1項，一次加入偶數N個相同數，數列的穩定次數與N之關聯

發現一 若N為偶數且N<2k+1，則1≤穩定次數≤
2k

N
+3。（ 為高斯符號）

1. 原數列中位數左、右兩側數字和相等

由性質一得知，數列穩定次數1次為最少次穩定，且穩定值為m0。

2. 當原數列中位數與左邊數字差距和小於右邊差距和

由性質二可知中位數向左單調遞減。每一次加入偶數N個相同數字，會使中位數向左移動
N

2
個數字，原始數列在m0左邊有k個數字，因此

最多經過
2k

N
+1次就會讓中位數碰到相同數字的其中一個，換句話說，m 2k

N
+1

= m 2k

N
+2

= 𝑥𝑖，𝑖 ∈ {1,2,3, … ,
2k

N
,
2k

N
+ 1}，故由性質三可

知，數列最多
𝟐𝐤

𝐍
+3次可達到穩定。

發現二 若N＞2k+1，則數列穩定次數必為1次或3次。

1. 數列為一次穩定，且穩定值為𝒎𝟎

𝑥1 =
1

N
2𝑘 +1+N m0 − ෍

𝑖=1

2𝑘+1

𝑎𝑖 =
1

N
2𝑘 +1+N m0 − ෍

𝑖=1

2𝑘+1

𝑎𝑖 −m0 − 2𝑘 +1 m0 =
1

N
2𝑘 +1+N m0 −0− 2𝑘 +1 m0 =

1

N
∙ Nm0 = m0

2. 數列為三次穩定，且穩定值為𝒙𝟏

原數列中位數左邊有k個數字，加入第1組數字後會使中位數向左移動
N

2
(
N

2
> 𝑘)個數字，則m1 = 𝑥1。再加入第二組相同數字𝑥2後，使得

m2 = m1 = 𝑥1，故數列穩定次數為3次，且穩定值為𝑥1。

圖3-3 原數列𝑎1,𝑎2,𝑎3,𝑎4,𝑎5第一次加入6個相同數後的新數列中位數

𝑥1 𝑥1𝑥1 𝑎2 𝑎3

中位數m1 = 𝑥1

𝑎1 𝑥1 𝒙𝟏𝑥1 𝑎2𝑎4𝒙𝟏 𝑎3

中位數m1 = 𝑥1

𝑥1𝑥1 𝑎5 𝑥1 𝑥1 𝑎1 𝑎4 𝑎5𝑥1



肆、研究結果

一、原數列為2k+1項，一次加入偶數N個相同數，數列的穩定次數和穩定值之規律
(一)原數列𝑎1,𝑎2,𝑎3每一次加入2個相同數，穩定次數取決於𝑥1的位置，故穩定次數介於1~4次，穩定值受到𝑥1、𝑥2的影響。

(二)原數列𝑎1,𝑎2,𝑎3每一次加入N≥ 4個相同數，可將穩定結果整理如表4-1。

原數列三個數 𝑛次穩定 穩定值

存在兩數相同(𝑎1 = 𝑎2 < 𝑎3) 3
(N + 1)𝑎2 − 𝑎3

N

差距相等(𝑎2 −𝑎1 = 𝑎3 −𝑎2) 1 𝑎2

差距不相等
𝑎2−𝑎1 <𝑎3−𝑎2

【情況一】
𝑎1 <𝑥1 <𝑎2

𝑎3 −𝑎2 < (N+1) 𝑎2 −𝑎1

3

N + 2 𝑎2 − 𝑎1 − 𝑎3
N

【情況二】
𝑥1 = 𝑎1

𝑎3 −𝑎2 = (N+1) 𝑎2 −𝑎1 𝑎1

【情況三】
𝑥1 < 𝑎1

𝑎3 −𝑎2 > (N+1) 𝑎2 −𝑎1
N + 2 𝑎2 − 𝑎1 − 𝑎3

N

(六)原數列2k+1項，一次加入偶數N（N<2k+1）個相同數

1. 中位數與左、右兩邊數字差距和相等時，數列必為1次穩定。

2. 中位數與左、右兩邊數字差距和不相等列的穩定次數取決於𝑥1~𝑥 2k

N

的位置，穩定值受到𝑥1~𝑥 2k

N
+1
的影響。

二、原數列為2k+1項，一次加入偶數N個相同數，數列的穩定次數與N之關聯

(一)每一次加入偶數N（N<2k+1）個相同數，則1≤穩定次數≤
2k

N
+ 3。

(二)每一次加入N（N>2k+1）個相同數

1. 中位數與左、右兩邊數字差距和相等，則數列必為1次穩定，穩定值=m0（原數列的中位數）。

2. 中位數與左、右兩邊數字差距和不相等，則數列必為3次穩定，穩定值=𝑥1（依照𝑀𝑘+1 =m𝑘運算規則求得的第一組數字）。

(三)原數列𝑎1,𝑎2,𝑎3,𝑎4,𝑎5每一次加入2個
相同數，穩定次數取決於𝑥1、𝑥2的位
置，故穩定次數介於1~5次，穩定值
受到𝑥1、𝑥2、𝑥3的影響。

(四)原數列𝑎1,𝑎2,𝑎3,𝑎4,𝑎5每一次加入4個
相同數，穩定次數取決於𝑥1的位置，
故穩定次數介於1~4次，穩定值受到
𝑥1、𝑥2的影響。

(五)原數列𝑎1,𝑎2,𝑎3,𝑎4,𝑎5每一次加入N≥6
個相同數，穩定次數必為1次或3次。

伍、討論

(一)每一次加入3個相同數
相較於Shultz和Shiflett(2005)及臺灣2008年國際科展作品《M&m Sequences之研究》，兩篇文獻每一次加入1數，

僅在
325

341
≤

𝑎2−𝑎1

𝑎3−𝑎2
<1，數列固定為70次穩定的結果，本研究發現若

1

4
≤

𝑎2−𝑎1

𝑎3−𝑎2
<1，則數列必為3次穩定。不僅擴大數列

能達固定穩定次數的範圍外，更大幅提升數列的穩定速度。

(二)每一次加入5個相同數
當每一次加入的相同數字個數>原數列個數時，若數列原始中位數與左、右兩邊數字差距相等，則數列為1次穩

定，且穩定值為m0；其餘皆為3次穩定，且穩定值為𝑥1。

一、探討每一次加入奇數個相同數對原數列𝒂𝟏,𝒂𝟐,𝒂𝟑為起始的M&m數列穩定狀態之影響

(一)每一次加入的數字個數≤原始數列個數
每一次加入1或3個相同數時，數列規律性不明確，如下圖5-1和圖5-3所示。而本研究改以每一次加入2個相同數

，使數列保持為奇數項，由下圖5-2，發現數列中位數快速達到一致，有效加快數列的穩定速度。

(二)每一次加入的數字個數>原始數列個數
由於每一次加入的數字個數夠多，不管𝑥1落在原數列的哪個範圍，可得m2 =m1 =𝑥1，如下圖5-4至5-6所示，故

數列皆為3次穩定。

二、探討原數列𝒂𝟏,𝒂𝟐,𝒂𝟑,𝒂𝟒為起始的M&m數列之穩定性

三、探討M&m數列在每一次分別加入1到6個相同數時，數列中位數的變化情況，以原數列1,2,14為例

先加入1個數使數列成為5項，爾後以每一次固定加入2、4或6等偶數個相同數的方式，讓數列保持為奇數項，再藉由
原數列𝑎1,𝑎2,𝑎3,𝑎4,𝑎5為起始的M&m數列之研究結果，求得原數列4數的穩定次數=原數列5數的穩定次數+1。
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四、探討文獻中M&m數列達到穩定時的分布情形

將原數列數字差距化為最簡比來看，若數列未穩定前中位數出現分數，分
母必為2𝑛，使得加入數值小數位數增加的速度會遠低於數列增加的個數，再加
上數列中位數的產生會以單調遞減（或遞增）型態緩慢往最終值收斂，使得穩
定數列的中位數等於平均數。

我們將原數列1,2,15之M&m數列做次數分配，可以發現當數列達到穩定時，
次數分配近似於左右對稱，如下圖5-7所示。 0
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次
數

數列的數值陸、結論

利用本研究的做法，我們可以大幅加快M&m數列的穩定速度，並得出明確的穩定規則，這個發現是異於文獻[2][3]之地
方；另外，本研究雖只討論加入偶數N之結果，但實際上，如本文第伍之討論處所述，對奇數N，亦有類似的結果。此時，
當N = 1時，即退化到文獻[1][2][3]之結果。未來，擬進一步修習電腦程式與函數的泛函性質，建立計算穩定次數和穩定值的
數學模式及相互之間的關係，以及探討由收斂到定值的M&m數列，所造出的映射之性質[5]。
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圖5-7

表4-1 原數列𝑎1,𝑎2,𝑎3每一次加入N ≥ 4個相同數之穩定情形
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